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Розділ 1 

 

ОСНОВИ МЕТОДОЛОГІЇ НАУКОВИХ  

ДОСЛІДЖЕНЬ 

 

1.1. Наука як система знань 

 

Наука – це система знань, об’єктивних законів природи, 

суспільства, мислення, що виражається у точних категоріях і 

має певну структуру [3, 43, 100]. Під системою розуміють те, 

що всі тіла і предмети в світі взаємодіють, а всі процеси та 

явища взаємопов’язані. Як система, наука характеризується 

цілісною єдністю кількісного і якісного накопичення знань, 

класифікованих за галузями наукових досліджень, процесом 

формування зв’язків між ними.  

Системність науки реалізується становленням та розви-

тком її як окремого соціального інституту, що об’єднує інте-

лектуальний потенціал суспільства.  

Системи поділяють [43, 85, 100]:  

1. Великі системи. Такі системи не вдається спостеріга-

ти одночасно з позиції одного спостерігача в часі або в прос-

торі. У цих випадках систему розбивають на частини (підсис-

теми) і розглядають послідовно, переміщаючись з нижчого 

рівня на вищий.  

2. Динамічні системи. Такі системи перебувають у пос-

тійній зміні. Будь-яку зміну, що відбувається в такій системі, 

називають процесом.  

Динамічні системи зазвичай характеризують такими 

властивостями: 

–рівновага – здатність повертатися до початкового стану чи 

поведінки, компенсуючи впливи зовнішнього середовища; 

–адаптація – здатність відновлювати свою структуру або по-

ведінку для компенсації зовнішнього впливу, а також зміню-

вати їх, пристосовуючись до умов оточуючого середовища; 

–інваріантність поведінки – те, що залишається в поведінці 

системи незмінним у будь-який відрізок часу.  

3. Кібернетичні або керуючі системи. За допомогою 

таких систем досліджують процеси керування в технічних, 
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біологічних, економічних і соціальних системах. Централь-

ною в цьому випадку є інформація як засіб впливу на поведі-

нку системи.  

Наука – це не просто система знань про навколишній 

світ, а точно сформульовані положення про явища та їх 

зв’язки, закони природи та суспільства, що виражені за до-

помогою конкретних наукових понять і суджень. Поняття і 

судження є науковими, якщо вони отримані за допомогою 

наукових методів (як емпіричних, так і теоретичних) і підт-

верджені в процесі практичної перевірки. Отже, наука – це 

сфера дослідницької діяльності, що спрямована на отримання 

нових знань про природу, суспільство і людину. Наука є ре-

зультатом діяльності людства, що спрямована на розвиток 

суспільної практики. 

Загалом наука виконує такі функції [100]:  

– соціальної пам’яті як “накопичення – збереження – 

трансляції” досвіду попередніх епох;  

– гносеологічну (пізнавальну), що забезпечує суспільст-

ву необхідні знання для правильного вирішення поставлених 

проблем;  

– нормативну, що встановлює, організує та регулює ві-

дносини між науковими структурами за допомогою системи 

норм і  правил поведінки та етики;   

– комунікативну, що реалізується за допомогою науко-

вої мови як зрозумілого і важливого засобу спілкування;  

– аксіологічну (ціннісну), що формує в суспільстві цін-

нісні орієнтації, які спрямовують результати наукових дослі-

джень на благо людства;  

– креативну (творчу), що реалізується за допомогою 

створення потужного, інтелектуального потенціалу людства;    

– виховну, що дає змогу підвищити рівень освіченості у 

суспільстві.    

Мета науки – пізнання законів розвитку природи і сус-

пільства, їх вплив на предмети та явища, їх властивості та 

відношення, що виконується за допомогою логічного та абс-

трактного мислення [43, 85, 100]. Процес наукового пізнання 

передбачає накопичення фактажу, що підлягає систематизації 

та узагальненню за допомогою понять, категорій, критеріїв. 
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Поняття є вищою формою прояву думки і відображають пре-

дмети та явища світу в їх конкретних та загальних ознаках, за 

допомогою яких і створюється система наукового знання. 

Отже, наукові знання являють собою систему взаємозалеж-

них понять, що відбивають закономірний процес розвитку 

природи і  суспільства. Розвиток системи наукових знань, її 

удосконалення, систематизація та апробація проводяться за 

допомогою наукового дослідження. Пошук, що спирається на 

емпіричний фактаж, передбачає застосування різних методів 

наукового дослідження і приводить до узагальнень на типо-

логічному рівні називають науковим.  

 

1.2. Види й етапи наукових досліджень 

 

Від ідеї до її втілення науковий пошук проходить кіль-

ка етапів цілеспрямованого процесу пізнання, результати 

якого подають у вигляді наукового дослідження у розмаїтті 

його проявів: монографії, есе, наукові статті, звіти і доповіді, 

дисертації, магістерські і дипломні роботи та ін.  

За цільовим призначенням виокремлюють такі види на-

укових досліджень [4, 43, 100]  

– фундаментальні, що мають найвищий ступінь неви-

значеності. Результатом цих досліджень є відкриття нових 

явищ і законів, які відбуваються в навколишньому середови-

щі, розширення наукових знань про суспільство та їх засто-

сування в практичній діяльності;  

– прикладні, що передбачають пошук нових або удо-

сконалення вже відомих явищ та законів природи, мета яких 

полягає у використанні одержаних результатів у практичній 

діяльності людини і суспільства.  

Наукове дослідження умовно поділяють на такі етапи 

[43, 85, 100]:  

 – емпіричний;  

 – теоретичний.  

Емпіричний етап наукового дослідження пов’язаний із 

отриманням та первісним опрацюванням матеріалу, проце-

сом накопичення фактів, описом мовою науки, класифікацію 
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за різними критеріями та виявленням основної залежності 

між ними.  Саме під час такої роботи дослідник повинен:  

• описати кожний факт термінами науки у межах якої 

ведеться дослідження;  

• відібрати з усіх фактів найбільш типові;  

• класифікувати факти за їх сутністю;  

• з’ясувати наявні зв’язки між відібраними фактами.  

Теоретичний етап дослідження пов’язаний із глибоким 

аналізом наукового фактажу, перевіреного, усвідомленого та 

зафіксованого мовою науки, проникненням у суть явищ, фо-

рмулюванням його в якісній і кількісній формах, обранням 

принципу дії та  рекомендацій щодо практичного впливу на 

ці явища.  

Між двома етапами дослідження є постановка пробле-

ми, що означає:  

• визначення того, що є невідомим і потребує доведен-

ня; 

• формулювання питання, що відображає основний 

зміст проблеми й обґрунтування його правильності та важли-

вості для науки;  

• виокремлення конкретних завдань, послідовність їх 

вирішення та методи, які застосовують.  

Наукове дослідження в кожному зі своїх циклів руха-

ється від  емпірики до теорії, а від теорії – до практики, де 

проходить перевірку.  

Цей процес має певні стадії, які відбуваються у заданій 

послідовності, та характерні форми, в яких існує та розвива-

ється наукове знання, зокрема, отримання фактів, їх опис, 

формулювання проблем і постановка задач, висунення гіпо-

тези, ідеї, положення, формулювання теорії та органічне вне-

сення в неї доказових положень.  

Теорія (грецьке theoria – розгляд, дослідження) – форма 

достовірного наукового знання про дійсність, що являє со-

бою систему понять, тверджень, доказів, дає цілісне уявлення 

про закономірності та зв’язки у природі й у суспільстві. Тео-

рія виникає внаслідок пізнавальної діяльності та практики і 

являє собою процес осмисленого відображення дійсності.  

Наукова теорія як система характеризується [100]:  
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– предметністю; 

– адекватністю; 

– конкретністю; 

– істинністю та достовірністю.  

Наукова теорія має бути логічною, пояснювати факти і 

наукові    конструкції. Нові теорії виникають тоді, коли існу-

ючі знання не    задовольняють пояснення експерименталь-

них фактів.  

 У структуру наукової теорії входять [3, 8, 100]:  

– факти – знання про об’єкти або явища, вірність яких 

доведена; 

– категорії – загальні та фундаментальні поняття, що 

відображають найбільш суттєві, загальні якості явищ дійсно-

сті;  

– аксіоми – істинні положення, що приймаються без 

логічного доведення в силу їх безпосередньої переконаності;  

–  постулати – твердження (судження), що прийма-

ються науковою теорією як істинні, хоча вірність їх не дове-

дена; 

– принципи – вихідні положення будь-якої теорії, 

вчення, науки або світогляду; абстрактні визначення ідеї, що 

виникли внаслідок осягнення досвіду людства;  

–  поняття – думка, що узагальнює та виокремлює 

предмети, явища за певними ознаками, відображає суттєві 

його якості (загальні, одиничні, конкретні, абстрактні, відно-

сні, абсолютні і т.д.);  

–  судження (висловлювання) – висловлена думка (за-

гальна, стверджуюча, конкретна, умовна тощо), в якій відо-

бражене ставлення до її змісту, істинності або хибності; 

– закони – дуже суттєві та необхідні відношення між 

явищами і процесами, що відображають загальні зв’язки і 

мають об’єктивний характер.    Отже, наукова теорія – це си-

стема суттєвих ідей, підходів та логічних принципів, за до-

помогою яких узагальнюється досвід, отримуються достовір-

ні знання, відображається закономірний розвиток природи, 

суспільства, мислення на основі зв’язків між її  поняттями 

[100].     
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1.3. Методологія наукового дослідження 

 

Незважаючи на те, що будь-яке наукове дослідження, 

починаючи від його творчого задуму та постановки проблеми 

і закінчуючи висновками та оформленням звіту, відбувається 

за індивідуальним планом дослідника, можна виокремити 

деякі загальні підходи його проведення, які зазвичай назива-

ють методологією. Під методологією наукового дослідження 

розуміють сукупність принципів, засобів і методів вирішення 

конкретного завдання або поставленої проблеми . 

 Методологія наділена апаратом дослідження, до якого 

відносять [100]:  

• принципи організації та проведення наукового дослі-

дження;  

• різні методи наукового дослідження та способи його 

проведення;  

• понятійно-категоріальну основу наукового дослі-

дження, зокрема: актуальність, проблематика, об’єкт, пред-

мет, мета, завдання, наукова новизна, евристична цінність, 

теоретична і практична значущість. 

Усі складові елементи наукового дослідження є осно-

вою методологічного апарату і сукупно являють собою ін-

струментарій цілеспрямованого пізнання об’єктів, явищ і 

процесів. Результати наукових досліджень здебільшого ви-

ражають у вигляді системи понять, закономірностей, законів 

і теорій. 

Методологія в широкому значенні являє собою систе-

му принципів і способів організації й побудови теоретичної 

та практичної діяльності, а також вчення про цю систему [85, 

100]. Методологія науки дає характеристику компонентів 

наукового дослідження, його об’єкта, предмета, сукупності 

засобів, необхідних  для вирішення завдань дослідження, а 

також формує послідовність дій дослідника у процесі вирі-

шення завдання. Близьке до цього поняття методологія нау-

кового пізнання як вчення про систему методів наукового пі-

знання [85]. Головною метою методології є вивчення тих 

засобів, методів та прийомів наукового дослідження, за до-

помогою яких суб’єкт наукового пізнання (вчений, дослід-
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ник) одержує нові знання про реальну дійсність. Предмет її 

вивчення – це поняття і методи науки, їхня сфера застосуван-

ня.  Методологія науки пов’язана з розвитком методів науко-

вого дослідження. 

 

1.4. Методи наукового дослідження 

 
Метод – це спосіб досягнення мети. Метод 

об’єктивний, тому що в розроблюваній теорії дозволяє відо-

бражати дійсність та її взаємозв’язки. Таким чином, метод є 

програмою побудови і практичного застосування теорії. Ме-

тод (від грецької теthodos – спосіб пізнання) у широкому ро-

зумінні слова – «шлях до чогось», шлях пізнання, спосіб до-

сягнення певного результату, здійснення певної діяльності. 

Стосовно наукового дослідження метод визначається як су-

купність визначених правил, прийомів, способів і норм пі-

знання певного об’єкта чи явища [8, 85, 100]. 

Спосіб – це дія або система дій, що застосовуються під 

час виконання будь-якої роботи, при здійсненні чого-небудь  

[85]. 

Методика – це фіксована сукупність прийомів практич-

ної діяльності, що призводить до заздалегідь визначеного 

результату. У науковому пізнанні методика відіграє значну 

роль в емпіричних дослідженнях (спостереженні та експери-

менті). На відміну від методу у завдання методики не вхо-

дить теоретичне обґрунтування отриманого результату, вона 

концентрується на технічній стороні експерименту [8, 85, 

100]. 

З загальної точки зору методи дослідження поділяють-

ся на загальні філософські, окремо наукові, загальнонаукові, 

дисциплінарні та міждисциплінарні [85]. 

Загальні методи – це система принципів, прийомів, що 

мають загальний, 

універсальний характер, є абстрактними, суворо не регламен-

товані, не піддаються формалізації та математизації і не замі-

нюють спеціальних методів (методів окремих наук).  
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Методи окремих наук – це сукупність способів та 

принципів пізнання, прийомів і процедур дослідження, що 

застосовуються в науці. 

Загальнонаукові методи дослідження можна класифі-

кувати залежно від рівнів пізнання – емпіричного або теоре-

тичного. На емпіричному рівні переважає живе споглядання 

(чуттєве пізнання), раціональний момент тут наявний, але 

має підпорядковане значення. Тому досліджуваний об’єкт 

відображається переважно з боку зовнішніх зв’язків та про-

явів, що доступні живому спогляданню. На емпіричному рів-

ні проводять збір фактів (зафіксовані події, явища властиво-

сті, відносини), їх первинний  опис, одержання статистичних 

даних на основі спостережень, виміру, експерименту і їх уза-

гальнення, систематизація та класифікація.  

До основних методів, які використовуються на емпіри-

чному рівні дослідження, відносяться: спостереження, порі-

вняння, моделювання, експеримент.  

Спостереження – це цілеспрямоване, систематичне, 

планомірне, активне вивчення предметів та явищ реальної 

дійсності, що знаходяться в природному стані або в умовах 

наукового експерименту. Під спостереженням також розу-

міють апробацію, обґрунтування висунутих гіпотез або про-

міжних результатів дослідження. Вчений використовує спо-

стереження з метою збору наукових фактів для винайдення 

способу розв’язання проблеми. Наукові факти – відбиті сві-

домістю факти дійсності, причому перевірені, осмислені та 

зафіксовані мовою науки у вигляді емпіричних суджень. 

Порівняння – один із найбільш поширених методів пі-

знання, який дозволяє встановити подібність та розбіжність 

предметів та явищ. Недарма      говорять, що «все пізнається 

в порівнянні». У результаті порівняння      виявляється те за-

гальне, що притаманне ряду об’єктів.       

Різновидом порівняння є аналогія. Аналогія – метод на-

укового дослідження; завдяки якому досягається пізнання 

одних предметів і явищ на основі їх подібності з іншими. 

Одним із різновидів методу аналогій є метод моделювання – 

метод наукового пізнання, що ґрунтується на заміні предмета 

або явища, що досліджуються, на їх аналог – модель, що міс-
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тить істотні риси оригіналу. Розрізняють фізичне та мате-

матичне моделювання. При фізичному моделюванні фізика 

явищ в об’єкті й моделі та їхніх математичних залежностях 

однакова. При математичному моделюванні фізика явищ 

може бути різною, а  математичні залежності однаковими. 

При побудові моделі сам об’єкт і його властивості звичайно 

спрощують, узагальнюють. Модель має бути ближче до ори-

гіналу. Моделі можуть бути фізичні, математичні, натурні. 

Фізичні моделі дозволяють наочно представляти процеси, що      

відбуваються у натурі. Математичні моделі дозволяють кі-

лькісно досліджувати явища, що  важко піддаються вивчен-

ню на фізичних моделях.      Натурні моделі являють собою 

масштабно змінювані об’єкти, що      дозволяють найбільш 

повно досліджувати процеси у натурних умовах.  

Вимірювання – це метод дослідження, за допомогою 

якого визначається      числове значення деякої величини з 

використанням одиниці вимірювання      об’єкта.  

Експеримент – метод емпіричного дослідження, що ба-

зується на      цілеспрямованому втручанні суб’єкта у процес 

наукового пізнання явищ      реальної дійсності шляхом ство-

рення контрольованих та керованих умов, що      дозволяють 

виділяти визначені якості, зв’язки в об’єкті, що досліджуєть-

ся, та      багатократно їх відтворювати.       

До основних методів, які використовуються на теоре-

тичному рівні      дослідження, відносяться: аналіз і синтез, 

індукція і дедукція, ідеалізація,      формалізація, абстрагу-

вання, конкретизація, метод сходження від      абстрактно-

го до конкретного.   

Аналіз – метод дослідження, що полягає в уявному або 

практичному   розчленуванні цілого на складові частини, ко-

жна з яких аналізується окремо у межах єдиного цілого.  

Синтез – метод вивчення об’єкта у його цілісності, в 

єдиному взаємному      зв’язку його частин. Синтез 

пов’язаний з аналізом, оскільки дає змогу поєднати частини, 

розчленованого в процесі аналізу, встановити їх зв’язок і пі-

знати об’єкт як єдине ціле.  

Аналіз і синтез взаємопов’язані. Розрізняють наступні 

види аналізу та синтезу: 
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– прямий, або емпіричний, метод (використовують для 

виокремлення окремих частин об’єкта, знаходження його 

властивостей, найпростіших вимірювань тощо); 

– зворотний або елементарно-теоретичний метод (який 

базується на уявленнях про причинно-наслідкові зв’язки різ-

них явищ); 

– структурно-генетичний метод (містить вичленення у 

складному явищі таких елементів, які мають вирішальний 

вплив на всю решту сторін об’єкта). 

Індукція – метод дослідження, при якому загальний ви-

сновок про ознаки      множини елементів виводиться на ос-

нові вивчення цих ознак у частини      елементів однієї мно-

жини.  

Дедукція – метод логічного висновку від загального до 

часткового, тобто      спочатку досліджують стан об’єкта в 

цілому, а потім його складові елементи.  

Метод ідеалізації – уявне конструювання об’єктів, які 

практично нездійсненні (наприклад: ідеальний газ, абсолют-

но тверде тіло, тощо). Внаслідок ідеалізації реальні об’єкти 

позбуваються деяких властивих їм характеристик і набува-

ють гіпотетичних властивостей. 

Формалізація – метод вивчення різноманітних об’єктів 

шляхом      відображення їхньої структури у знаковій формі 

за допомогою штучних мов,      наприклад, мовою математи-

ки (побудова математичної моделі об’єкта ).  

Абстрагування – метод, який дає змогу переходити від 

конкретних      питань до загальних понять і законів розвитку. 

Цей метод, як правило, здійснюється протягом двох етапів. 

На першому етапі визначаються несуттєві властивості, 

зв’язки тощо. На другому етапі – досліджуваний об’єкт замі-

нюють іншим, простішим, який являє собою спрощену мо-

дель, що зберігає головні властивості . 

 

1.5. Етапи наукового дослідження 

 

Будь-яка наукова робота починається із задуму дослі-

дження – тобто основної ідеї, що визначає порядок прове-

дення дослідження, його основні етапи  
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Задум дослідження визначає і його етапи. Зазвичай, 

дослідження складається з трьох робочих етапів [85]. 

Перший етап містить у собі: 

 – вибір наукової проблеми та теми дослідження;  

– визначення об’єкта та предмета дослідження, мети і 

основних завдань. 

Другий етап роботи містить: 

 – вибір методів і розробку методики проведення дослі-

дження; 

 – безпосередньо спеціальні процеси самого наукового 

дослідження. 

Третій (заключний) етап містить обґрунтування та фо-

рмулювання заключних висновків і практичних рекоменда-

цій.  

Перший етап складається з вибору області сфери дослі-

дження, причому цей досить важливий вибір обумовлений як 

об’єктивними факторами (актуальністю, новизною, перспек-

тивністю, цінністю і т.і.), так і суб’єктивними (досвідом дос-

лідника, його науковим і професійним інтересом, здатностя-

ми, схильностями, складом розуму тощо).  

При формулюванні проблеми передбачають такі кроки: 

– постановка проблеми (на основі вивчення літератур-

них джерел, ознайомлення з тими питаннями, які вже вирі-

шені, ознайомлення з 

Науковими роботами, які дають уявлення про галузь дослі-

дження); 

– визначення актуальності проблеми; 

– розроблення структури проблеми (її конкретизація на 

основі уточнення мети дослідження; уточнення змісту про-

блеми; виділення підпроблем; визначення конкретних за-

вдань; вибору методів дослідження). 

Оскільки наукова проблема є сукупністю складних пи-

тань, то в процесі дослідження проблему поділяють на скла-

дові компоненти – теми. 

Тема – частина наукової проблеми, яка охоплює одне 

або декілька питань дослідження, яке спрямоване на вирі-

шення конкретного питання [85]. Це відображення наукової 

проблеми в її характерних рисах, тому формулювання теми 
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уточнює проблему, окреслює межі дослідження, конкретизує 

основний задум. Вдале формулювання теми уточнює про-

блему, окреслює рамки дослідження, конкретизує основний 

задум, створюючи тим самим передумови успіху роботи в 

цілому. 

Процес формування теми дослідження включає такі 

етапи: 

– формулювання назви теми; 

– обґрунтування, уточнення та конкретизація теми. 

Розглянемо окремі етапи формування теми досліджен-

ня. При виборі теми наукового дослідження можна скорис-

татися такими прийомами: дослідити стан наукових розро-

бок; ознайомитись з новими результатами досліджень у су-

міжних областях науки; оцінити стан розроблення методів 

дослідження; здійснити перегляд відомих наукових рішень за 

допомогою нових методів, з нових теоретичних позицій, під 

новим кутом зору, на більш високому рівні з урахуванням 

нових, істотних наукових фактів. 

При обґрунтуванні (уточненні) і конкретизації теми 

необхідно враховувати такі критерії: актуальність теми; її 

новизна і перспективність; ефективність розроблення, наяв-

ність теоретичної бази; відповідність теми спрямованості 

наукової роботи відповідного закладу (установи); здійснен-

ність розроблення в умовах конкретного дослідження. 

Під актуальністю (від лат. actualis – фактично існую-

чий, сучасний) теми розуміється її значущість, тобто необ-

хідність та невідкладність її розгляду для потреб розвитку 

економіки держави, галузі, підприємства [43, 85, 100]. 

Актуальність – це значущість, важливість досліджува-

ної проблеми в 

суспільному житті й обґрунтування причин, за якими обрана 

дана тема 

Актуальність – обов’язкова вимога до будь-якого нау-

кового дослідження, тому воно й повинно починатися з об-

ґрунтування актуальності обраної теми. Те, як автор вміє 

вибрати тему й наскільки правильно він цю тему розуміє й 

оцінює з погляду сучасності і соціальної значущості, харак-

теризує його наукову зрілість і професійну підготовленість. 
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Головне –показати суть проблемної ситуації, з чого й буде 

видна актуальність теми, головним критерієм якої виступає 

можливість забезпечення найбільшого ефекту.  

Тема має вирішувати таке наукове завдання, яке ще не 

розроблялось,  

тобто необхідно виключити дублювання.  

Новизна розробки повинна бути науковою, тобто прин-

ципово новою. Все, що вже відомо, не може бути предметом 

наукового дослідження.  

Тема повинна бути економічно ефективною і значи-

мою. Будь-яка тема прикладних досліджень має забезпечити 

отримання економічного ефекту для 

народного господарства. Це одна з важливих вимог. На стадії 

вибору теми  очікуваний економічний ефект може бути ви-

значений орієнтовно. 

При розробці теоретичних досліджень вимога еконо-

мічності може замінитись вимогою значимості. Значимість як 

основний критерій теми, має місце при проведенні дослі-

джень, які визначають престиж вітчизняної науки, або є фун-

даментом для прикладних наук.  

Важливою характеристикою теми є її практичне засто-

сування, якщо це неможливо здійснити, то розробка теми є 

неефективною. На стадії формування теми наукового дослі-

дження визначають її назву – змістовний заголовок. Назву 

наукової роботи формулюють за допомогою такого правила: 

в назві теми наукової роботи повинна бути відображена 

спрямованість (проблема) дослідження (мета або укрупнене 

завдання), галузь використання, об’єкт дослідження, предмет 

дослідження.  

Із предмета дослідження випливають мета й завдання 

дослідження. Мета дослідження – це те основне, що намага-

ється зробити дослідник, вона формулюється лаконічно, ко-

ротко й гранично точно. Мета – це очікуваний кінцевий ре-

зультат, який зумовлює загальну спрямованість і логіку тео-

ретичного або прикладного дослідження. Мета визначається 

відповіддю на запитання: «Для чого проводиться досліджен-

ня?». Чітке формулювання конкретної мети – одна з найваж-

ливіших методологічних вимог до програми наукового дос-
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лідження. Мета дослідження полягає у вирішенні наукової 

проблеми шляхом удосконалення вибраної сфери діяльності 

конкретного об’єкта. Поставленої мети треба обов’язково 

досягти, на завершальному етапі досліджень необхідно пере-

вірити, чи відповідають висновки поставленій меті. Мета 

конкретизується та розвивається у завданнях дослідження. Їх 

визначають для того, щоб більш конкретно реалізувати його 

мету. 

Завдання дослідження повинні розглядатись як основні 

етапи і, як правило, можуть бути проранжовані в такому ви-

гляді [43, 85, 100]:  

–виявлення, уточнення, поглиблення, методологічне 

обґрунтування сутності, природи, структури досліджуваного 

об’єкта;  

– аналіз реального стану предмета дослідження, ди-

наміки, внутрішніх протиріч розвитку в часі й просторі;  

– – вирішення теоретичних питань, які пов’язані з 

проблемою дослідження (введення до наукового обігу нових 

понять, розкриття їх сутності і змісту; розроблення нових 

критеріїв і показників;  

– розроблення принципів, умов і факторів застосуван-

ня окремих методик і методів);  

–  виявлення шляхів та засобів удосконалення явища, 

процесу, що досліджується (практичні аспекти роботи);  

–  експериментальна перевірка розроблених пропози-

цій щодо розв’язання проблеми, підготовка методичних ре-

комендацій для їхнього використання на практиці.  

Частіше за все формулювання таких завдань здійсню-

ється у вигляді певного набору підпитань, у формі їхнього 

перерахування (наприклад, «виявити…», «розробити…», 

«експериментально перевірити…» тощо). Визначення за-

вдань дослідження – один з найважливіших творчих етапів 

розв’язання проблеми. Формулювання цих завдань необхідно 

робити як можна більш ретельно, оскільки опис їхнього ви-

рішення повинен скласти зміст розділів дослідницької робо-

ти. Це важливо також тому, що заголовки таких розділів ви-

значаються із завдань дослідження. Таким чином, мета і за-

вдання дослідження повинні бути чітко викладені, передба-
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чати розроблення нових напрямків розвитку або удоскона-

лення існуючої методології чи створення нових методик.  

Другий етап дослідження носить яскраво виражений 

індивідуалізований характер. Необхідно обґрунтовано обрати 

методику дослідження, оскільки з її допомогою можлива те-

хнічна реалізація різних методів. У дослідженні мало ставити 

перелік методів, необхідно їх сконструювати й організувати в 

систему. Методика залежить від характеру об’єкта вивчення, 

методології, мети дослідження, застосованих методів, зага-

льного рівня кваліфікації дослідника. Завдяки добре проду-

маній методиці дослідження забезпечується одержання необ-

хідного фактичного матеріалу, на основі аналізу якого й роб-

ляться наукові теоретичні й практичні висновки, що містять 

відповіді на розв’язувані в дослідженні завдання. Це стано-

вить третій (заключний) етап роботи.  

Наукові висновки повинні відповідати таким методич-

ним вимогам: – бути всебічно аргументовані, узагальнюючі 

підсумки дослідження; – випливати з накопиченого матеріа-

лу. При формулюванні висновків дослідникові дуже важливо 

уникнути двох нерідко, що зустрічаються, помилок: 1) коли з 

великого і ємного емпіричного матеріалу робляться досить 

поверхневі висновки; 2) коли з незначного фактичного мате-

ріалу робляться неправомірно широкі висновки. 

1.6. Визначення предмета та об’єкта дослідження 

 

Наукове дослідження предмета пізнання здійснюється, 

з одного боку, як  

єдиного цілого, а з іншого – як частини більшої системи 

(об’єкта), в якій аналізований (досліджуваний) предмет пере-

буває з іншими предметами пізнання в певних відносинах. 

Тому в кожному науковому дослідженні виділяються об’єкт 

і предмет дослідження. 

Об’єктом дослідження прийнято називати те, на що 

спрямована пізнавальна діяльність дослідника. Це процес, 

система або явище, яке породжує проблемну ситуацію і об-

ране для дослідження. Об’єкт відносно автономний і має чіт-

кі межі. Виділяють об’єкти природні, соціальні, ідеалізовані. 
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Досліджувати можна емпіричні та теоретичні об’єкти. На 

емпіричному рівні вчений має справу з природними і соціа-

льними об’єктами, теорія оперує виключно ідеалізованими 

об’єктами. 

Слід враховувати особливості об’єкта дослідження, які 

впливають на 

організацію й ефективність дослідної роботи, а саме: 

– обов’язковість непізнаних якостей об’єкта на час виник-

нення 

«проблемної ситуації»; 

– динамічність об’єкта дослідження; 

–подільність об’єкта. 

 

Визначення: Об’єкт дослідження – це процес, система  або 

явище, що                         породжує проблемну ситуацію і 

обирається для вивчення. 

 

Предметом дослідження є досліджувані з певною ме-

тою властивості, характерні для даного об’єкта. Предмет до-

слідження включає тільки ті зв’язки й відносини, які підля-

гають безпосередньому вивченню. Предмет пізнання деталі-

зує область дослідження. Предметом дослідження можуть 

бути причини виникнення процесу або явиша, його різнома-

нітні властивості, закономірності розвитку. 

Визначення: Предмет дослідження – явище або процес, що 

знаходиться в межах об’єкта та розглядається як елемент або 

частина об’єкта дослідження. 

 

Об’єкт і предмет дослідження, як категорії наукового 

процесу співвідносяться між собою, як загальне і часткове. В 

об’єкті  виділяється його частина, яка є предметом дослі-

дження. Саме на нього спрямована основна увага науковця, 

оскільки предмет дослідження визначає тему наукового дос-

лідження. В таблиці 2. наведено приклад об’єкта і предмета 

дослідження. 

 

 



 19 

Таблиця 1.1 

Об’єкт і предмет дослідження 

Об’єкт Предмет 

 

Процес вимірювання кутової 

швидкості за допомогою ко-

ріолісового вібраційного гі-

роскопу 

Методи підвищення точності 

вібраційного гіроскопу 

 

Процес оптимального прос-

торового руху безпілотного 

літального апарату 

Метод синтезу оптимального 

за енерговитратам закону ке-

рування  

Процес оптимального керу-

вання динамічними систе-

мами.  

 

Методи оптимального керу-

вання динамічними система-

ми із розгалуженими траєкто-

ріями руху.  

 

1.7. Мета і завдання дослідження 

 

Одним із важливих творчих етапів вирішення проблеми 

є визначення мети та завдань наукового дослідження.  

Метою наукового дослідження є всебічне, достовірне 

вивчення об’єкта, явища або процесу, їх структури, зв’язків 

на основі розроблених у науці принципів і методів пізнання; 

здобуття і впровадження у практику корисних і необхідних 

для суспільства результатів [8].  

Мета дослідження – це кінцевий результат, на досяг-

нення якого воно спрямоване. Вона має адекватно відобра-

жатись у темі роботи, містити в узагальненому вигляді очіку-

вані результати та наукові завдання. Чітке формулювання 

конкретної мети – одна з найважливіших методологічних ви-

мог до програми наукового дослідження. Мета дослідження 

полягає у вирішенні наукової проблеми шляхом удоскона-

лення вибраної сфери діяльності конкретного об’єкта [85, 8].  

Мета конкретизується та розвивається у завданнях 

дослідження. Завдання повинні розглядатись як основні ета-

пи наукового дослідження. Завдання підпорядковуються ос-

новній меті і спрямовані на послідовне її досягнення. Вони не 
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можуть формулюватись як «вивчення», «ознайомлення», 

«дослідження» тощо, оскільки таким чином вказують не на 

результат наукової розробки, а на окремі технологічні проце-

си. Завдання дослідження визначають для того, щоб більш 

конкретно реалізувати його мету.  

Завдання наукового дослідження, як правило, поляга-

ють у [8]:  

– вирішенні теоретичних питань, які пов’язані з про-

блемою дослідження (введення до наукового обігу нових по-

нять, розкриття їх сутності і змісту; розроблення нових кри-

теріїв і показників; розроблення принципів, умов і факторів 

застосування окремих методик і методів);  

– виявленні, уточненні, поглибленні, методологічному 

обґрунтуванні суттєвості, природи, структури об’єкта, що 

вивчається; виявленні тенденцій і закономірностей процесів; 

аналізі реального стану предмета дослідження, динаміки, 

внутрішніх протиріч розвитку;  

– виявленні шляхів та засобів удосконалення явища, 

процесу, що досліджується (практичні аспекти роботи);  

– обґрунтуванні системи заходів, необхідних для ви-

рішення прикладних завдань;  

–  експериментальній перевірці розроблених пропози-

цій щодо розв’язання проблеми, підготовці методичних ре-

комендацій для їх використання на практиці.  

Отже, визначення мети і завдань дослідження – важли-

вий етап розв’язання наукової проблеми.  

 

Види типових завдань 

 

Науковий напрям досліджень у будь-якій галузі вироб-

ництва визначається колом типових завдань, спрямованих на 

розвиток певної галузі [8].  

Фізичне завдання – виявлення закономірностей механі-

чних, електричних, хімічних, теплових явищ, що впливають 

на якість технологічних процесів, енерговитрати, матеріали.  

Завдання з ідентифікації (опису) – математичний опис 

причинних зв`язків між вхідними, змінними і вихідними ха-

рактеристиками різноманітних процесів.  
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Завдання з оптимізації – знаходження оптимального 

співвідношення вхідних змінних для забезпечення заданих 

вимог до процесу.  

Пошукове завдання – знаходження найбільш ефектив-

ного шляху, що веде до задоволення вимог, які виникають.  

Виробничі завдання – випробування нових конструкцій 

обладнання; знаходження оптимальних міжремонтних періо-

дів під час експлуатації обладнання та ін.  

Фундаментальні дослідження – спрямовані на 

розв`язання фізичних задач, які дозволяють відкрити нові 

явища і закономірності під час проведення досліджуваних 

процесів. 

Пошукові дослідження – пошук шляхів створення нової 

технології й техніки та нових способів, запропонованих на 

основі фундаментальних досліджень. 

Прикладні дослідження – розв`язують завдання іденти-

фікації та оптимізації й спрямовані на досягнення конкретної, 

раніше визначеної, практичної мети. 

Промислові дослідження – виконуються безпосередньо 

на виробництві. Коли з числа наведених вище завдань визна-

чено тип завдання науково-дослідної роботи, тоді можна ґру-

нтовно розробляти план послідовного виконання досліджень.  

 

1.8. Моделювання як метод наукового дослідження 

 

Моделювання як метод наукового дослідження виникло 

і набуло широкого застасовуання у зв’язку з тим, що у ряді 

випадків з об’єктивних причин безпосереднє дослідження 

об’єкта чи системи часто буває не-можливим (коли об’єкт 

буває малодоступним по своїй природі, коли він ще не існує і 

треба вибрати найкращий варіант для його створення, коли 

до-слідження об’єкта вимагає багато часу, економічно неви-

гідне і т.д). В таких випадках моделювання дозволяє отрима-

ти знання про об’єкт, явище або систему, що досліджується, 

не шляхом безпосереднього вивчення, а шляхом вивчення 

аналогічного явища на моделі.  
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Тобто, моделювання - це вивчення об'єкта шляхом 

створення та дослідження його копії (моделі), яка за своїми 

властивостями відтворює властивості об'єкта,  

Моделлю називається об’єкт, який у деяких відношен-

нях збігається з оригіналом, і який є засобом подання, пояс-

нення та/або прогнозування його поведінки. 

Модель – це відтворення чи відображення об'єкту, що 

відображає, імітує, відтворює принципи внутрішньої органі-

зації або функціонування, певні властивості, ознаки чи/та 

характеристики об'єкта дослідження чи оригіналу. 

Класифікація моделей може здійснюватися за різними 

критеріями і носить умовний характер. Моделі поділяються 

на два великих класи: реальні  (матеріальні, експерименталь-

ні) та абстрактні (ідеальні, теоретичні). 

Реальні моделі є реальними об’єктами, які у тому чи 

іншому відношенні можуть замішувати об’єкти-оригінали. 

При цьому вони відтворюють ті характеристики та властиво-

сті останніх, що цікавлять дослідника, і є більш зручними для 

дослідження. Прикладами таких моделей можуть бути моделі 

літаків, призначені для аерогідродинамічних випробувань, 

макети архітектурних споруд, еквівалентні електричні схеми 

напівпровідникових приладів тощо. Ще одним прикладом 

реальних моделей є макетні моделі – це реально існуючі мо-

делі, що відтворюють модельовану систему в певному масш-

табі. 

Абстрактні (ідеальні)  моделі описуютьо б’єкт дослі-

дження за допомогою певної мови. Абстрактність цих моде-

лей проявляється в тому, що компонентами моделі є поняття 

(образи, креслення, схеми, графіки, рівняння, алгоритми), а 

не фізичні елементи. Ці моделі мають форму функціональних 

залежностей між групами параметрів досліджуваного 

об’єкту. За ступенем абстрагування математичні моделі зна-

ходяться на найвищому рівні ієрархії. 

 

Класифікація математичних моделей 

 

Стрімкий розвиток методів математичного моделюван-

ня і багатогранність галузей їх використання призвели до по-
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яви великої кількості моделей різного типу. Тому, виникла 

необхідність у класифікації математичних моделей. Під кла-

сифікацією математичних моделей розуміють їх поділ на ви-

ди, групи, класи на підставі певних ознак (наприклад, мате-

матичних засобів, що використовуються; основних парамет-

рів математичної моделі, змістовної побудови), хоча чіткої 

межі між окремими ознаками не існує. 

Так, формальнo класифікацію математичних моделей 

можна здійснювати в залежності від [43]: 

– характеру відображуваних властивостей об'єкта (за 

змістовною побудовою); 

– способу побудови моделі; 

– складності об'єкта моделювання; 

– оператора моделі; 

– вхідних та вихідних параметрів; 

– мети моделювання оптимізаційної моделі; 

– способу дослідження моделі. 

Класифікація в залежності від характеру відображу-

ваних властивостей об'єкта. В залежності від характеру 

відображуваних властивостей об'єкта розрізняють: структу-

рні та функціональні моделі.  

Структурні моделі представляють об'єкт як систему зі 

своєю структурою і механізмом функціонування.  

Функціональні моделі відображають тільки ззовні 

сприйману поведінку (функціонування) об'єкту. В їх гранич-

ному виразі вони називаються також моделями «чорної скри-

ні». В такому випадку описують з відомою точністю зв’язок 

між входами і виходом системи на основі експериментальних 

даних без аналізу внутрішньої структури системи, яку можна 

розглядати як «чорну скриню». 

Класифікація в залежності від способу побудови мо-

делі. В залежності від способу побудови моделі розрізняють 

теоретичні  і емпіричні. 

Теоретичні моделі виводяться математично на основі 

знання первинних законів класичної механіки, теорії автома-

тичного керування електродинаміки, хімії і т.д.  

Емпіричні моделі, одержані з реального життя на основі 

статистичної обробки результатів спостережень. Емпіричні 
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моделі є результатом обробки в алгоритмічній або аналітич-

ній формі вхідних та вихідних даних експерименту. Тобто 

побудова емпіричної математичної моделі зводиться до роз-

в'язування задач ідентифікації. На основі статистичного ана-

лізу експериментальних даних або спостережень можна бу-

дувати регресійні моделі.  

Класифікація в залежності від складності об'єкта 

моделювання. Об'єктом моделювання може виступати як 

деяке матеріальне тіло так і природний технічний процес або 

явище. Тому всі об'єкти моделювання можна розподілити па 

дві групи: прості та об'екти-системи.  

Для простого об'єкта при моделюванні не розгляда-

ється внутрішня будова об'єкта, по виділяються його складові 

елементи, наприклад, простим об'єктом є матеріальна точка у 

класичній механіці. 

Для складних систем характерна наявність великої кі-

лькості взаємодіючих між собою елементів і водночас з ото-

чуючим середовищем вони взаємодіють як єдине ціле. сис-

теми.  

Моделі об'єкти-систем, які враховують властивості та 

поведінку окремих елементів, а також зв'язки між ними, на-

зиваються структурними.  

Структурні динамічні моделі виділяють в окремий клас 

- імітаційні моделі, при цьому системи складаються зі скін-

ченної кількості елементів зі скінченною кількістю станів та 

скінченною кількістю Зв'язків. Моделювання взаємодій еле-

ментів системи здійснюється за допомогою алгоритму, що 

реалізується на ЕОМ. 

Класифікація в залежності від оператора моделі. 

Математичні моделі можуть бути як алгоритмічними, гак і 

аналітичними, тобто оператор може бути алгоритмом або 

записуватися у вигляді деяких функціональних співвідно-

шень і логічних умов. Якщо зв'язки між параметрами об'єкта 

можна виразити в аналітичній формі, то маємо аналітичні 

математичні моделі. 

При алгоритмічному підході сам об'єкт розбивається па 

деякі елементи. У цьому випадку система математичних 

співвідношень для об'єкта-системи в цілому не записується, а 
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замінюється деяким алгоритмом, який моделює поведінку 

системи через взаємодію моделей окремих елементів систе-

ми. Алгоритм, па основі вхідних даних, дозволяє відтворити 

реальні явища в системі й узнати поведінку складної системи 

в конкретній ситуації. 

Застосування алгоритмічних моделей можливе лише 

при наявності ЕОМ, а їх використання аналогічне проведен-

ню експериментів із реальним об'єктом, тільки замість експе-

рименту з реальним об'єктом проводять обчислювальний 

експеримент із алгоритмічною моделлю.  

 

Запитання 

 

1. Що спільного і в чому різниця між «великими», 

«динамічними» і «кібернетичними» системами? 

2. Яка різниця між фундаментальними і прикладними 

дослідженнями? 

3. Надайте визначення поняття методології. 

4. В чому різниця методу і алгоритму? 

5. Які етапи наукового дослідження? 

6. Надайте визначення предмету і об’єкту досліджен-

ня. 

7. Поясніть зв’язок мети і завдання дослідження, мо-

делі і моделювання. 

8. За якими ознаками надано класифікацію моделей? 
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Розділ 2 

 

ВИКОРИСТАННЯ СИСТЕМНОГО ПІДХОДУ  

ДЛЯ ДОСЛІДЖЕННЯ ДИНАМІЧНИХ ОБ’ЄКТІВ 

 

2.1. Визначення системи 

 

Першим кроком розв’язання задачі дослідження дина-

мічного об’єкту (ДО) є її формалізація. На цьому етапі необ-

хідно поставити задачу. Постановка полягає у відображенні 

невизначеної ситуації, що пов’язана з реальним об’єктом, у 

формалізовану задачу, визначену на множині кількісно порі-

внянних елементів. Такими елементами є система, процеси, 

що в ній протікають, критерії (цілі) і стратегії їх оптимізації 

(досягнення цілей).  

З умов фізичної реалізованості подані у праці [20] фун-

даментальні визначення стаціонарної, дискретної, безперерв-

ної, скінченновимірної, лінійної, гладкої та динамічної сис-

тем з точки зору їх зовнішньої поведінки. Для гладких (а реа-

льні системи всі гладкі) систем доведено теорему про те, що 

перехідна функція стану, тобто відображення  
   →T T X Ω X  

водночас є розв’язком диференціального рівняння  

( ), , ,
dx

f t x u
dt

=
                                  

(2.1) 

де хХ ,  ( ) ( ) ;t tu t T=    ; T — впорядкована множина 

моментів часу; , X — множина вхідних впливів і змінних 

стану. 

Стан системи — це та мінімальна інформація про ми-

нуле, яка необхідна для повного опису майбутньої поведінки 

(тобто вихідних змінних) системи, якщо поведінка її вхідних 

змінних відома, починаючи з поточного часу t0.  

Якщо множина X належить скінченновимірному прос-

тору, то модель (2.1) являє собою скінченновимірну систему 

нелінійних нестаціонарних диференціальних рівнянь першо-

го порядку. Із системи (2.1) за певних припущень можуть бу-
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ти отримані системи лінійних і (або) стаціонарних рівнянь 

(2.2). Чим вужча область визначення змінних  , ,X T , тим 

ближче в просторі X буде спрощена модель (2.2) до повної 

(2.1).  

Для гладкої системи (2.1) справедливе існування таких 

, ,
1 1 1

X X T T     , що (з точністю до наперед заданої 

малої похибки ε) системі (2.1) буде еквівалентна система лі-

нійних диференціальних рівнянь із матрицями А і В постій-

них коефіцієнтів:  

1 1 1
( ) ( ) ( );x t Ax t Bu t= +

    1 1
( ) ( )y t Cx t= ,            (2.2) 

де 
1
( )x t  — вектор-функція похідних 1

( )
i

x t , 1,i n= ; 
1
( )x t  

— вектор-функція {x1і(t)}, 1,i n= ; u1(t) — вектор-функція 

{u1j(t)}, 1,j m= ; 
1

( )
i

y t
 

— вектор-функція вимірювань 

 ( )y ti , 1,i r= ; А, В, С — матриці розміру 

( ) ( ) ( ), ,n n n m r n    відповідно.  

Структура і рангові властивості матриць А, В, С визна-

чають умови керованості, спостережуваності й ідентифі-

каційності  

системи (2.2) [41].  

Критерій оптимальності або мета, поставлена систе-

мою більш високого рівня ієрархії, може мати «розмитий» 

характер. Однак у багатьох випадках формалізація критерію 

(мети) досягається шляхом завдання функціонала, який одно-

значно визначає ефективність поведінки системи. Мета сис-

теми — забезпечення екстремального значення цього функ-

ціонала. Під функціоналом I розуміють відображення  

    →T T X R , 

де R — множина дійсних чисел.  

Системі (2.1) для фіксованих початкових 
0

t T  і кін-

цевих 
1

t T  моментів часу, станів 
0 1

,x X x X  , поведінки 

системи x(t), викликаної не нульовими початковими умовами 
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та керувальним впливом и( t ) ,  відповідає конкретне дійсне 

число I з множини R.  

Керувальний вплив u*(t) оптимальний, якщо число I з 

урахуванням початкових умов, рівняння (2.1) та інших обме-

жень на x(t) і u(t) приймає екстремальне (мінімальне або мак-

симальне) значення, де 
*

I R . 

Для знаходження оптимальної стратегії управління 

u*(t) ре-альним об’єктом необхідна його модель (2.1), тобто 

структура і параметри функціонального відображення f.  

Визначення відображення f у рівнянні (2.1) за резуль-

татами вимірів х ( t ) ,  и ( t )  є завданням ідентифікації. Оп-

тимальність моделі f̂  відображення f оцінюється критерієм 

якості ідентифікації J, який також є функціоналом, що відо-

бражає множини реалізацій або конкретні реалізації x(t) і 

х м ( t )  в дійсне число J, де х м ( t )  є розв’язком рівняння моделі  

( )ì

ì, ,ˆ t x u
dx

f
dt

=                     (2.3) 

для спільного з об’єктом  вхідного впливу u(t). 

Оскільки в загальному випадку f̂ f , то оптимальне 

для моделі (2.3) значення 
*

Î  отримане при керувальному 

впливі на об’єкт и( t ) ,  буде дещо гірше істинного оптималь-

ного значення 
*

I . 

Модель (2.3), побудовану з урахуванням не тільки функ-

ціонала J, але і I, назвемо цілеорієнтованою [69, 70].  

Якщо на множині {fi} (i= 1 ,  2 ,  … n )  допустимих відо-

бражень відображення f̂  (2.3) для фіксованого управління 

u(t) дає екстремальне значення 
*

Î , тобто  

ˆ ˆ{ }

ˆ   ,
f fi i

f arg extr I


=  

то таку модель назвемо цілеорієнтованою оптимальною.  

Близькість моделі до цілеорієнтованої оптимальної ви-

значається близькістю вимірюваних змінних ( ) ( )ˆ ˆ,t tx u  до 

дійсних змінних x(t) і и(t) реального об’єкта. При вирішенні 

задачі ідентифікації в (2.3) і в J(x, хм)  підставляють не x(t) і 
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и(t), а їх оцінки ( ) ( )ˆ ˆ,t tx u ,  формування яких є задачею іден-

тифікації сигналів об’єкта. Оцінки ( ) ( )ˆ ˆ,t tx u  сигналів x(t) і 

и(t) в (2.1) отримають за допомогою фільтрів fф : 

( )ф

ˆ
ˆ, ,  ,

dz
f t z z

dt
=                                (2.4) 

де z(t) — вектор-функція виміряних первинними перетворю-

вачами сигналів x(t), и(t), ,
x

u

Nx
z

u N
= +

  
     

 Nx, Nu — похибки 

вимірювання x і и відповідно. 

Оптимальність фільтрів (2.4) оцінюється критерієм 

якості фільтрації Jф — функціоналом від сигналів ˆ,z z  або їх 

спектральних характеристик. 

Оскільки fф не дає ідеального перетворення z у (x, u), то 

від критерію Jф в задачі ідентифікації сигналів ˆ,z z  буде за-

лежати значення критерію J в задачі ідентифікації відобра-

ження f̂  в (2.3), від якого (у свою чергу) залежить значення 

критерію I якості управління реальним об’єктом. Так само як 

і для моделі (2.3), для фільтра (2.4) введемо поняття цілеоріє-

нтованості та оптимальності. Фільтр (2.4) цілеорієнтований, 

якщо при його побудові певним чином бралася до уваги за-

дача ідентифікації f̂  в (2.3). Якщо на множині припустимих 

відображень фіf  відображення fф в (2.4) за фіксованого f̂  

забезпечує екстремальне значення J*, тобто  

 
ô

ô ô

, 
ii

f f

f arg extr J


=  

то фільтр (2.4) буде цілеорієнтованим оптимальним. 

Оптимізація функціоналів I, J, Jф пов’язана з поняттям 

релаксаційного процесу [39]. Множина {Qk}, k ≥ 0, кожен 

елемент якої належить деякій (зазвичай опуклій) області G 

нормованого простору, називають релаксаційним процесом 

(РП) щодо оптимізуємої функції F ( Qk) ,  якщо послідовність 

F ( Qk) , для упорядкованого за значенням k також впорядко-
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вана. Так, в задачі мінімізації послідовність F ( Qk) така, що 

F(Q0)  F(Q1)  F(Q2)  ... РП збігається за функціоналом, 

якщо  

( ) *
lim ( ( )) 0,k
k

F Q F Q
→

− =  

і просто збігається, якщо  
*

lim
k

k

Q Q
→

= , 

де Q* — істинне значення.  

Надалі визначення РП поширимо на випадок, якщо 

елементи Qk належать області G простору, у якому не задано 

поняття норми або відстані, знак  розуміється як символ ві-

дношення порядку. Так, наприклад, в задачі ідентифікації 

при введенні підмножини структур  моделей і множин ме-

тодів Opt оцінювання вектора  параметрів моделі (, ) РП 

не є строго релаксаційним.  Множину {Qk}, k 0 , назвемо РП 

щодо F ( Qk) , якщо для будь-якого k > 0, існує таке значення j 

> 0, що F k + j   Fk.  Такий РП не є релаксаційним, і збіжність 

його за функціоналом F або за Qk залежить від розмірності і 

впорядкованості підмножини ненормованих елементів (у на-

шому випадку це {, Opt}). 

Системою ідентифікації в загальному вигляді будемо 

називати прямий добуток підмножин  ,  ,  ,Opt  ,  J , 

 I ,  T , що позначається як           , , , , , ,Opt J I T    і 

наділений структурою, яка дозволяє реалізувати релаксацій-

ний процес  Qk} відносно показника F, такий що Fk+j  Fk, k = 

1, 2 … ;  j  >  0 ;           , , , , , .
k k

Opt J IQ F     Тут 

 ,   — підмножина моделей;  ,Opt   — підмножина мето-

дів оцінювання вектора   пара-метрів моделей  ,  ; α  —  

вектор параметрів методу Opt; { J } — підмножина оптимізу-

ємих за   методами  ,Opt   функціоналів від ( ), t  ; ( ), t   

— різниця вимірюваних координат реального об’єкта 


  і 
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моделі;  I  — підмножина основних функціоналів, що ви-

значають якість вирішення основної задачі для реальної сис-

теми   з використанням моделі  ,  ; T — підмножина 

моментів t k  часу, на якому реальну систему   представле-

но набором даних {u(tk), y ( t t ) } у вигляді системи з точки зо-

ру її зовнішнього поводження [20]. 

У практичному застосуванні система ідентифікації тим 

ефективніше, чим менше потрібно для її роботи апріорної 

інформації. Забезпечення необхідної якості ідентифікації до-

сягається адаптацією [26, 27, 69, 70], що полягає в цілеспря-

мованій зміні одного, декількох або всіх елементів підмно-

жини {Qk} з метою досягнення екстремуму головного показ-

ника F. За інших рівних умов, чим краще алгоритм адаптації, 

тим ефективніше система. Якщо не враховувати фактор 

складності, то при адаптації {Qk} результат тим ефективні-

ший, чим ширша підмножина {Qk}. У разі врахування в пока-

знику F складності системи існує оптимальна за F потуж-

ність підмножини {Qk}. 

Зазвичай в адаптивних системах ідентифікації підмно-

жина {Opt, α} за типом методу Opt одноелементна. Спільним 

для всіх видів систем ідентифікації є наявність РП {
k } щодо 

показника J, різним — склад підмножин {Qk} і {Fk}.У табл. 

2.1 визначено різні за {Qk} і {Fk} системи ідентифікації.  

1. Системи ідентифікації у вузькому сенсі (сі) реалізу-

ють РП {k} щодо J за постійних , Opt,  і порожній мно-

жині I, тобто Qk = {k}, F = J. Тут задача ідентифікації є екві-

валентною задачі оптимізації функції J(k), яка, залежно від 

виду J, може бути вирішена методами теорії лінійного або 

нелінійного оцінювання або алгоритмами математичного 

програмування.  
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Таблиця 2.1 

Систематизація систем ідентифікації 

№ 

з/п 
Тип 

сигналу 
{Qk} {Fk} 

   Opt J I 

1 сі {k}   Opt J – 

2  СІ {k} {}  Opt J – 

3 асі {k}  {k} Opt J – 

4 АСІ {k} {} {k} Opt J – 

5 басі {k}  {k} {Opt} {Jk} I 

6 БАСі {k} {} {k} {Opt} {Jk} I 

7 СС {k} {} {k} {Opt} {Jk} {Iq} 

 

2. Системи ідентифікації в широкому сенсі (СІ) реалі-

зують РП {k,  k}  щодо J за постійних Opt , і порожній 

множині I, тобто Qk = {k, k}, F = J. Наприклад, у працях [67, 

69, 70] розглянуто динамічні ортогональні, ноніусні або ре-

гресійні моделі з вектором k змінної розмірності, для яких 

оптимальна по J пара {*, *} визначається за умови  

   
{ , }.

* *
, ,arg min .k k

k k

J
 

   =  

3. Адаптивні системи ідентифікації у вузькому сенсі 

(асі) реалізують РП  ,
k k

   щодо J при постійному Opt і 

порожній множині I, тобто  ,
k kk

Q =   , F = J. 

Так, системи [21, 2, 61], що використовують прискоре-

ний градієнтний спуск {k} по J, як 
k

  мають параметр регу-

ляризації, що оптимізується за допоміжної умови мінімуму 

різниці середньоквадратичних значень похибок для двох од-

нотипних моделей, що налаштовуються однаковими алгори-

тмами Opt, але відрізняються параметром : для першого 

k
 =  , для другого 

k
+  =  , де 0, 0

k
    .  
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4. Адаптивні системи ідентифікації в широкому сенсі 

(АСІ) реалізують РП  , ,
k k k

    щодо показника J при пос-

тійному Opt і порожній множині I, тобто  , ,
k k k k

Q =    , F = 

J. Наприклад, системи вибору «найкращої регресії», при оціню-

ванні вектора , який розширюється за розмірністю, із застосу-

ванням регуляризувального параметра , який підбирається за 

алгоритмом гребеневої регресії [15].  

5. Багаторазово адаптивні системи ідентифікації у ву-

зькому сенсі (басі) реалізують щодо основного показника I 

РП   , ,
k k k

Opt   у вигляді композиції двох РП:  

а) РП   , 1, 2,...,
kn

n =  щодо Jk; 

б) РП  , ,
k k k

Opt I , k = 1, 2, ..., щодо I; тобто 

 , , ,
k k k k

Q Opt=        ,
k

F I I= . Поняття багаторазовості 

пов’язано з повторенням РП  kn  для кожного елемента 

 , ,k k kOpt I  РП більш високого рангу.  

Часто кожному показнику Jk відповідає конкретний ме-

тод Opt або для евристичних алгоритмів показник Jk  взагалі 

відсутній, тоді відносно I оптимізується пара «метод — його 

параметри»  ,k kOpt  . 

Прикладом може слугувати система «БАСІ-1» [6]; [20], 

у якій для заданої за одним із п’яти показників I (або їх зва-

женої суми), що включають критерії регулярності та незмі-

щеності [15], точності прогнозування по моделі і т. ін., із се-

ми методів {Optk} і їх параметрів  k
  — визначався опти-

мальний елемент  * * *
, ,Opt   згідно з пп. 5, а і б.  

6. Багаторазові адаптивні системи ідентифікації в ши-

рокому сенсі [25] (БАСІ) реалізують відносно головного по-

казника I РП  , , ,k k k kOpt   у вигляді композиції двох РП:  

а) РП  kn п = 1, 2,…, щодо Jk; 
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б) РП  , , ,k k k kOpt I  , k = 1,2,..., щодо I, тобто 

 , , ,k k k k kQ Opt=    , F =   ,kI I , де I — показник більш 

високого рівня.  

Прикладом БАСІ (для одноелементної множини {Opt}) 

є системи, побудовані на основі методу групового обліку ар-

гументів [15], у яких структуру  і параметри  підбирають з 

умови екстремуму I. За інших рівних умов обґрунтоване [20] 

розширення множини {Optk} дозволить отримати моделі, 

більш ефективні за критерієм I.  

Якісною відмінністю систем за пп. 5, 6 є їх цілеорієнта-

ція на показник I, який регулює і оптимізує задачу вибору 

 * * * *
, , ,Opt   . У багаторазово адаптивних системах зніма-

ється традиційне для систем за пп. 1–4 питання: як оцінити 

якість моделі, отриманої в результаті ідентифікації [98]? 

Якість моделі оцінюють за показником I. Це найбільш 

об’єктивна оцінка, оскільки найкраща та модель, застосуван-

ня якої дає найкраще рішення основної задачі, якість якої ви-

значено показником I.  

7. Системи керування, що самоорганізуються (СС) ре-

алізують щодо деякого показника ( )I  РП 

 , , , , ,k k k k k kOpt J I   , у вигляді композиції трьох РП:  

а) РП,  qkn , n = 1, 2,... (q і k постійні), щодо Jqk зі ста-

ціонарною точкою  

*
 ( , , , ) arg ;arg extr

qkn

qk qk qkn q qk qk qk
J Opt J



 =    =  

б) РП ( ) *
, , ,

qk qk qk qk qk
J Opt   , k = 1, 2,... (q постійне), 

щодо Iq зі стаціонарною точкою  

( ) ( )* * *
  , , , arg extr  arg ;

q q q q q q q qk q
J J Opt I J I=    = =  

в) РП ( ) *
, , ,

q q q q q
J Opt   , q = 1, 2, ..., щодо показника 

 більш високого рівня зі стаціонарною точкою  
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( )* * *
arg extr Λ arg Λ ,

q
I I= =  

тобто  , , ,
k k k k k

Q Opt=    , F = {J, Ik}. 

Приклад 2.1. Задача вдосконалення процесу автомати-

зованого керування складним енергетичним агрегатом.  

Нехай  — показник ефективності підприємства 

{Iq}={I1, I2}; I1 — показник якості стабілізації технологічних 

змінних х агрегату в області робочих режимів x0, що задають-

ся експертами (технологами); I2 — показник якості роботи 

агрегату; {Jqk} — множина показників якості ідентифікації 

локальними моделями  1 1
, ,

q q
   що відображають перетво-

рення управління и в х (k = 1), і моделями якості  2 2, ,q q   

що відображають перетворення и в I2 (k = 2). 

На першому етапі автоматизації (Iq = I1) за J1k визнача-

ють локальні моделі  1 1,k k   за допомогою найпростіших 

методів ідентифікації  1 1,k kOpt  . За моделями  1 1,k k   пі-

дбирають локальні регулятори, стабілізуючі х в області х0 за 

критерієм мінімуму I2. Згідно РП пп. 7а, 7б визначають опти-

мальний по I1 елемент.  

На другому етапі, після автоматизації процесу збирання 

і обробки інформації, переходять до побудови більш повної 

моделі  2 2, ,q q   що пов’язує I2 зі змінними x, u. По моде-

лям  2 2, ,q q   які містять в собі моделі  1 1, ,q q   уточню-

ють параметри локальних регуляторів та оптимальне значен-

ня 
*

0x  робочих режимів х0.  

Далі оптимальний (вже за I2) елемент  * * * *

2 2 2 2, , ,Opt    

визначають уже за результатом РП пп. 7а, 7б. Таким чином, 

перехід від 
1  до 

2  привів до заміни (згідно РП п. 7в) осно-

вного по-казника 
*

1I  на 
*

2I . 
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2.2. Багаторівнева декомпозиція систем  

ідентифікації об’єкту 

 

Декомпозиція є зручним прийомом, що дозволяє точно 

або наближено представити систему великої розмірності зі 

складною мережею прямих і зворотних зв’язків системою 

більш простих підсистем, які краще піддаються формалізації. 

Уявімо (рис. 2.1) завдання проектування системи і саму сис-

тему оптимального адаптивного управління реальним 

об’єктом у вигляді трьох підзадач і відповідних їм підсистем:  

− оптимального управління реальним об’єктом;  

− ідентифікації відображення вхід—вихід об’єкту;  

− ідентифікації сигналів об’єкту.  

Елементи всередині кожної підсистеми утворюють за-

мкнену за місцевим показником якості систему оптимізації, 

працюючу за алгоритмом систем зі зворотнім зв’язком:  

− видача керуючого впливу на об’єкт ;  

− вимір або розрахунок реакції об’єкту ;  

− оцінка оптимальності підсистеми за критерієм її   

рівня.  

Між собою підсистеми об’єднані прямими (знизу вго-

ру) і зворотними (згори вниз) зв’язками. Крайні підсистеми 

об’єднані такими самими зв’язками з не розглянутими тут 

системами більш низького та високого рівнів. Наведемо поз-

начення і фізичний зміст елементів, внутрішніх і зовнішніх 

прямих і зворотних зв’язків.  

Підсистема ідентифікації сигналів об’єкту має такі 

елементи та зв’язки:  

Jф — формувач показника якості ідентифікації (фільт-

рації) вектора x сигналів об’єкта;  

ф — фільтр, що перетворює сигнал виходу первинного 

перетворювача Хпп в його оцінку X̂ ; 

Opt Jф — оптимізатор по Jф структури ф і вектора ф 

пара-метрів фільтра;  

пп, пп — інформація про структуру і параметри пер-

винних перетворювачів (датчиків) фізичних змінних об’єкта 
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 — передаточна функція датчика, статична (тарувальна) ха-

рактеристика і т. д.;  

 Хпп — інформація про похибки датчиків: систематич-

ні, випадкові, часові, частотні та ймовірнісні характеристики 

(закон розподілу, його параметри, кореляційні функції і т. д.);  

J, Jф — інформація про критерії оптимальності систем 

ідентифікації об’єкта і його сигналів: J надходить по каналу 

зворотного зв’язку в дану підсистему, Jф — в підсистему пе-

рвинних перетворювачів.  

 

 

I U X I 

 

Xм 

I Opt I 

(, ) 

 

J Opt I  
Xм (, ) 

J J 

Iф Opt Jф  

X̂  (ф, 

ф) 

Jф Jф 

(пп, пп) Xпп Xпп Jф 

 

Рис. 2.2. Три рівні оптимізації в багаторівневій системі 

Підсистема ідентифікації об’єкту містить:  

J — формувач показника якості ідентифікації об’єкта;  

,  — модель об’єкта зі структурою  і вектором  па-

ра-метрів;  

Opt J — оптимізатор за показником J структури  і век-

тора  параметрів моделі;  
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, , X̂  — інформація про фільтр і оцінку X̂  сигналу 

X, отриману з сигналу Хпп первинного перетворювача; 

, , Хм — інформацію про модель (, ) об’єкта управ-

ління і оцінку Хм сигналу X, отриману за сигналом X̂  фільт-

ра;  

I, J — коригувальні зворотні зв’язки з системи управ-

ління в систему ідентифікації і з системи ідентифікації 

об’єкта в систему ідентифікації сигналів.  

Підсистема оптимального управління об’єктом міс-

тить:  

I — формувач показника якості управління;  

 — реальний об’єкт (його вхідні і вихідні змінні и і x);  

Opt I — оптимізатор показника I по керуючому впли-

ву u; 

х — вихід об’єкту — вхід підсистеми первинних перетво-

рювачів;  

и — вхід об’єкту і моделі;  

, І — коригувальні зворотні зв’язки із системи більш 

високого рівня в систему управління і з системи управління в 

систему ідентифікації відповідно.  

Кожен елемент (оптимізатор, модель, формувач крите-

рію) має три складові:  

− безпосередньо елемент, зав’язаний на розв’язанні своєї 

задачі; 

− множину таких елементів, упорядкованих за їх властиво-

стями; 

− проектор (ПР), що вибирає з множини елементів оп-

ти-мальний за показником якості системи більш високого 

рангу. 

На рис. 2.2 подано схеми задач проектування і самі сис-

теми I, II і III рівнів. Індекси q, qk, qkn відповідають позна-

ченням кроків композиційного релаксаційного процесу оп-

тимізації системи. Наприклад, q — номер ітерації зміни виду 

показника I; qk — відпо-відно зміни J; qkn — номер кроку в 

оптимізації  в системі ідентифікації об’єкта. 
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Уся система складається з 27 елементів, серед яких 

елементи  ô

q
Opt J ,  q

Opt J ,  q
Opt I  — множини методів 

оптимізації, критеріїв      ô
, ,

q

q q
J J I  і моделей 

     ô
, ,

q q

q 
   , складаються з множин наявних упорядко-

ваних елементів. Для конкретного критерію теоретично існує 

єдиний оптимальний набір цих елементів і їх параметрів. За-

вдання полягає у виборі «відповідного» (близького за qI  до 

оптимального) набору за обмежених витратах на його пошук 

в системі. Для повної апріорної невизначеності про всі еле-

менти системи та їх властивості проблема знаходження «під-

ходящого» набору може здійснюватися методом перебирання 

варіантів. Повне перебирання гарантує відшукання оптима-

льного набору, якщо в критерій оптимальності не входять 

витрати на пошук оптимуму. Якщо ці витрати істотні, то во-

ни впливають на оптимальність рішення. Тому, для того щоб 

дана декомпозиція не призвела до ускладнень, необхідний 

ретельний аналіз підсистем та їх елементів, який дозволяє з 

допомогою проекторів ПР систем кожного рівня (рис. 2.2) 

істотно звузити вихідні множини елементів до обмежених 

підмножин претендентів на оптимальні для конкретної ситу-

ації. 

Принцип декомпозиції ефективний для складних систем 

та їх елементів. Так, неможливість одним функціоналом сфо-

рмулювати всі вимоги до створюваної системи призвела до 

розв’язання на практиці задачі декомпозиції цього неформа-

лізованого критерію на множини критеріїв, які піддаються 

чіткій формалізації, і розв’язанням багатокритеріальної зада-

чі оптимізації. Таке розв’язання не дає єдиного результату. 

Воно лише дозволяє виділити обмежену область (підмножи-

на Парето) у просторі критеріїв-функціоналів від оптимізо-

ваних змінних. Остаточний варіант розв’язання, що обира-

ється проектувальником, належить цій під-множині.   
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Рис. 2.2. Цілеорієнтована підсистема:  

а — ідентифікації сигналів; б — ідентифікації об’єкта;  

в — оптимального адаптивного керування об’єктом 
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— метод покоординатної оптимізації I (метод Гаусса–

Зей-деля), а також метод групової релаксації реалізують де-

композицію простору оптимізованих змінних і почергової 

покоординатної або групової оптимізації; 

— для лінійних оптимальних за квадратичним функці-

оналом стохастичних систем управління об’єктом декомпо-

зиція загальної задачі на підзадачі оптимального оцінювання 

станів та пошуку оптимальної стратегії управління [97] до-

зволяє суттєво спростити складну задачу дуального [93] уп-

равління;  

— для задачі спільного оцінювання параметрів і станів 

стохастичних об’єктів (розширений фільтр Калмана [87], ме-

тод квазілінеарізаціі і інваріантного занурення [97]), поділ 

(декомпозиція) на незалежні підзадачі оцінювання сигналів, 

їх коваріаційних матриць, а далі параметрів, дозволяє отри-

мати рішення, близьке до оптимального, досить простими 

алгоритмами.    

Особливу зацікавленість являє задача декомпозиції мо-

делі (2.1) об’єкту, яка описана системою нелінійних нестаціо-

нарних рівнянь 

( ) ( )1 1
,  , , , , , ,   1, ,

g g n m
x t f t x x u u g n=   =              (2.5) 

множиною лінійних систем (2.2), що описують з необхідною 

точністю поведінку системи (2.1) в обмежених областях ви-

значення змінних t, x, u. Ці локальні моделі виду (2.2) дають 

змогу у межах лінійно-пропорційних систем легко 

розв’язувати задачі аналізу, синтезу і реалізації оптимальних 

стратегій керування та ідентифікації. 

За локальними моделями об’єкту можна розв’язати за-

дачу ідентифікації структури невідомої нелінійної залежності 

F моделі (2.1). Уведемо в (2.5) позначення вектора v з компо-

нентами 
i : 

,  1, ;

,  1, ; 

,  1 .

i

i i

x i n

u i n n m

t i n m s

 =


 = = + +
 = + + =


                          (2.6) 
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У силу безперервності і l-кратної диференційованості 

залежності (2.1) залежність (2.5) може бути подана кратним 

рядом Тейлора: 

( )( ) ( ) ( )
0 0

2

0

1 1 1

1

2

s s s

i i j

i i ji i j v

y y
y t y t

+

= = =

 
 =  +  +   +

  
   

( )
0

3

1 1 1

1
,

6

s s s

i j k l

i j k i j k

y
R

= = =



+    ++ 

  
        (2.7) 

де ( ) ( ) 0
;

ii i
t t= −  

0
;G G   .  

( )l
Sup R    ;  — допустима похибка апроксимації за-

лежності (2.1) рядом (2.7). 

Розіб’ємо область G завдання змінних  на підобласті 

r
G  так, що 

а) 
0

0
, , , ;

m

r r r r r
r
U G G G G G r r
=

=    =    

б) 

0
0

 arg min
( )  β ,

r

r r r

r rr

sup dy
G h

GR dx


  
    =  

    
  

 

де r — вектор параметрів лінійної моделі 

( )1
( ),

T

r
y t t =                                        (2.8) 

де i-а компонента 
ri

  якого є оцінка з точністю до h коефіці-

єнта 

0

y






, розкладання (2.7) навколо центру

0r
 . 

Для області G0, яка містить глобальний центр 
0

  розк-

ладання (2.7) за моделлю (2.8) і даними y1(t), (t), знайдемо 

вектор r, який дорівнює (з точністю до h) вектору

0

y






, тоб-

то отримаємо оцінки перших похідних у 

0

y






 (2.7). 
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Аналогічно обчислимо вектори r часткових моделей 

(2.8) для решти областей 
r

G G . Тепер за значеннями r і 

0r  можна оцінити похідні більш високих порядків.  

Так, якщо об’єднати сусідні з G0 підобласті в розшире-

ну 
1

01 11
,

m

rr
G G m s

=
=  , (для простоти позначень будемо вва-

жати, що області перенумеровані з віддаленням від «центра-

льної» G0), таку, що 

( )3

0

,

j

sup R

G

  


 

то розклад (2.7), з точністю до , буде містити члени не вище 

другого порядку.  

Продиференціюємо (2.7) в області G01 по j
 , тоді (з то-

чністю до ( )3
/

j
R   ) 

0 0

2

1

( ( ))
,

s

i

ij j i j

y t y y

y =
 

   
= + 

   
               (2.9) 

де 

0

y






 визначено з (2.8) для підобласті G0.  

Якщо різниця 
0 0ii r i

 =  − , то їй наближено відпові-

дає похідна 

0

( ( ))
.

r

rj

j

y t



 
 


 

Отже, вираз (2.9) можна подати у вигляді  

( )
0

2

0 0 0

1

.
s

rj j r i i

i i j

y

=



 =  +  − 

 
                (2.10) 
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Звідси для r s  і, за умови лінійної незалежності хоча 

б s з r векторів ( )0 0r
 −   однозначно визначають s других 

похідних 

0

2

i j

y





 
, i = 1, 2, …, s. 

Для знаходження всіх коефіцієнтів 

0

3

i j k

y





  
 ряду 

(2.7) необхідно мати не менше s розширених навколо *

1r
G  

підобластей 
*

1r
G , подібних G01 (число таких центральних пі-

добластей повинно бути не менше s).  

Для кожної *

1r
G  із рівняння (2.10) (у якому замість 0 j

  і 

0 i
  взято значення, отримані для центральної підобласті *

r
G ) 

знаходять другі похідні 

*
0

2

.

r

i j

y





 
 Двічі диференціюючи (2.7), 

отримаємо 

( )*

*  0 0
0

2 2 3

00
1

( )
.

r

s

kr k
ki j i j i j k

y t y y

=
  

  
= +  − 

      
  

Звідси для *
r s  і за умови лінійної незалежності хоча 

б s векторів ( )* kr k
 −   однозначно визначають треті похідні. 

Аналогічно отримують всі похідні ряду (2.7) і тим самим ви-

значають його структуру.  

За недостатньої кількості підобластей Gr можливо від-

новлення частини структури з тих j , які змінюються від обла-

сті до області.  

Під час проведення активного експерименту мінімізація 

числа областей Gr і оптимізація точності оцінок похідних в 

(2.7) досягається застосуванням композиційного планування 

експерименту, яке забезпечує ортогональність векторів 

( ) ( )*0 0 00
, 

r r
 −  − .  
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Перевагою такого підходу є обмежена (на кожному 

кроці  

розширення) розмірність вектора невідомих параметрів, мо-

жливість аналізу на кожному кроці значущості знайдених 

коефіцієнтів ряду (2.7) і відкидання незначущих. 

Приклад 2.2. Нехай невідома двомірна залежність (2.5) 

в об’єкті  має вигляд 

( ) ( ) ( ) ( ) 2

1 1 2 2
0,5 ( ),y t t t t =  +   +   

де змінні ( ) ( ), 
i

y t   визначені так: 
01 02 0

( 0,  0) ;G =  =   

11 12 1  
( 1,  0 ;) G = −  =   

21 22 2
(   1) ;0, G =  = −   y(0) = 0. 

У кожній області є по два вимірювання ( )i jr
t , відхи-

лення яких від центрів для кожної області однакові: 

( )1 1
0,1

r
t = ; ( )2 1

0
r

t = ; ( )1 2
0

r
t = , ( )2 2

0,1
r

t = − .  

Враховуючи ці відхилення, отримуємо 

    ( ) ( ) ( )10 20 11
0,1; 0,005; 0,1;y t y t y t =  =  =  

( ) ( ) ( )20 12 22
0,055; 0,5; 0,105  .y t y t y t =  =  =  

Потрібно визначити структуру і параметри невідомої 

залежності y(). 

 

Розв’язання : 

а) для G0 складемо рівняння (2.8) 

( ) ( ) ( )0 01 0 02 2 0j i j j
y t t t =  +  ; 

підставивши дані, отримаємо 

01 02
0,1 0,1 0=  +  ; 

01 02
0,005 0 ( 0,1);=  +  −  

Звідси маємо шукані перші члени ряду (2.7): 

01 02
1; 0,05  ; =  = −  

б) для G1: 
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( ) ( ) ( )1 11 1 1 12 2 1
,

j j j
y t t t =  +   

звідси 
11 12

1; 0,55 =  = ; 

в) для G2: 

( ) ( ) ( )2 21 1 21 22 2 1j j
ó t t t =  +  ; 

звідси 
21 22

0,5; 1,05 =  = ; 

г) маючи 
ir

 , можна, згідно з рівнянням (2.10), перехо-

дити до знаходження оцінок других похідних у (2.7): 

( ) ( )
00 0 0

2 2

01 01 02 022

1 1 1 2

,
1

r

r r

y y y y

  

   
− =  −  +  − 

    
 

де ліворуч різниця 
1r

 , r = 1, 2, і 
01

 , а ( )0 0r j j
 −  , j = 1,2 — 

різниця координат центрів r-й і нульової області.  

Аналогічно друге рівняння 

( ) ( )
0 0 0 0

2 2

02 02 01 012

2 2 2 1 2

.

r

r r

y y y y

   

   
− =  −  +  − 

    
 

Підставивши дані для першого рівняння, отримаємо 

систему 

( )

( )

0 0

0 0

2 2

2

1 1 2

2 2

2

1 1 2

0 1 0;

0,5 0 1 .

y y

y y

 

 

 
=  − + 
  

 
− =  +  −






  





 

Її розв’язання відразу вказує (!) на відсутність квадра-

тичної залежності від х1: 

( ) ( ) ( )
1 1

( ) ( ) ( ) .
p M

k k

j

k

p

b l y j l x j y j x j l
=− =

  + + +=     

Аналогічно, із другого рівняння 
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00

00

2 2

2
1 22

2 2

2
1 22

0.5 0 ( 1);

1 ( 1) (0);

y y

y y





  
=  +  −

 


 
− =  − +   

 

отримаємо рішення 

0 0

2 2

2

2 1 2

1; 0,5.
y y

 

 
= =

  
 

Отримані значення перших і других похідних підста-

вимо в (2.7). Враховуючи, що 
0  = 0, y0 = 0, знаходимо оцінку 

( )ŷ   невідомої залежності y(): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2

1 2 1 2 2
ˆ 0,05 0,5 .y t t t t v t =  −  +   +  

Оцінка ( )ŷ   відрізняється від y() на несуттєву для 

області G величину — 0,05 ( )2
t , яка з’явилася внаслідок на-

ближеності обчислення похідних. 

Не менш ефективний принцип декомпозиції має місце і 

під час опису сигналів. Можна говорити про часове і частот-

не розбиття сигналів. Часове розбиття можна будувати за рі-

зними ознаками, наприклад виділення інтервалів, відповід-

них статичним і динамічним режимам об’єкту, для незалеж-

ного вивчення його статики та динаміки; виділення сильно- і 

слабозашумленних ділянок записів змінних для оптимально-

го вибору інтервалів і алгоритмів оцінювання сигналів; виді-

лення «інформативних» (в сенсі ідентифікації моделі об’єкту 

) ділянок записів з некорельованими або ортогональними 

змінними.  

Частотне розбиття еквівалентно розкладенню сигналів 

об’єкту в ряд Фур’є. Перехід в частотну область дозволить 

достатньо просто синтезувати оптимальний фільтр Вінера 

для оцінювання сигналів [87]. Сучасна спектральна теорія 

аналізу і синтезу систем [2] також заснована на розкладанні 

сигналів і їх функціональних відображень. Розкладання про-

водиться за системою ортогональних функцій. Декомпозиція 
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сигналів складних коливальних об’єктів  дозволяє виділити 

окремі тони і побудувати для них часткові спрощені моделі. 

Отже, принцип декомпозиції доцільний на всіх рівнях і для 

всіх елементів складних об’єктів. 

 

2.3. Принцип узгодженості критеріїв якості  

підсистем складного об’єкту  

 

Для ієрархічної системи управління (див. рис. 2.3) існує 

одне значення для елементів множини  

ф ф ф ф пп пп пп
, , ,   , , , , , , , ,{ }I OptI J Opt J I OptI I OptI     , 

за якого головний показник  оптимальний, якщо не врахо-

вувати витрати на пошук цього значення. Але реальні опти-

мізаційні задачі не можуть не враховувати ці втрати. Тому 

релаксаційний процес відшукання абсолютного екстремуму 

(наприклад, мінімуму) зупиняється на певному етапі, якщо 

подальший приріст втрат на пошук перевищить зменшення 

решти частини функціоналу. 

За повної відсутності інформації про залежність  від 

еле-ментів множини пошук абсолютного екстремуму викону-

ється методом перебору: з усіх п можливих значень т змін-

них множини F вибирається т оптимальних значень. Загаль-

не число кроків РП 
( )

!

!

m

n

n
С

n m
=

−
 для реальних значень m і n 

надмірно велике.  

Задача набагато порядків спрощується, якщо кожен з 

функ-ціоналів 
ï ï

, ,...,I I  оптимізується на підмножині змін-

них свого рівня: X, u, ..., ( ,
nn nn

  ). Це призводить до компо-

зиції умовно оптимальних рішень 
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       *
extr =   

                 *|
I extrI

x
=

 

*
 J extr J

u
=

                                                             (2.11) 

( ) *
ф ф

,
J extrJ=

   

                               
*ф ф

( , )
nn nnJ extrJ=

   

                        пп пп
( , )


  ,  

де ліворуч від кожної вертикальної риски змінна, що оптимі-

зує функціонал «свого» рівня, праворуч — результат умовної 

оптимізації на нижніх рівнях. 

Оптимізаційна задача кожного рівня піддається досить 

суворої формалізації, що дозволяє інтенсифікувати процес 

пошуку  

умовного екстремуму.  

Проблема розмірності знімається, але залишається про-

блема ефективності вирішення (2.11). 

Щоб процедура (2.11) давала рішення, близьке до абсо-

лютного екстремуму головного функціонала, необхідно за-

безпечити непротирічність критеріїв 
ï ï

, ,...,I J .  

Критерії 
ï ï

, ,...,I J  називають абсолютно узгоджени-

ми, якщо композиція умовних рішень (2.11) призводить до 

глобального екстремуму головного показника .  

Два сусідніх за рівнями функціонала назвемо локально 

несуперечливими, якщо їх варіації подібні в обмеженій облас-

ті G простору змінних підсистеми нижнього рівня: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

1

2

ô ô 3 ô ô ô

ï ï ï ï ï ï ïô ï4 ï ï

;

;

;

.

u u k I u u

I k J

J k J

J k J

 +  =  +  


  +  =   +  


  +  =   +  
  +  =   +  

 

Якщо перетин областей Gi існування змінних i-x рівнів 

представляє не порожню множину, яка включає точку, що 
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визначає глобальний екстремум за , то їх багаторазова пос-

лідовна оптимізація від Jпп до  та назад від  до Jпп  в прин-

ципі дозволяє відшукати глобальний екстремум .  

Проте досягти його не просто. Пояснюється це тим, що 

оптимально будувати функціонали зверху вниз неможливо 

через незнання оптимальних по верхньому функціоналу зна-

чень елементів нижніх рівнів. Так, не можна синтезувати фу-

нкціонал I управління u на об’єкті   не знаючи якою ма-

тематичною моделлю (, ) він буде описаний, який рівень і 

вид шумів є в оцінках Хм, отриманих за оцінками підсистеми 

фільтрації і т. д. 

Можна застосувати мінімаксний підхід [93], і будувати 

I так, щоб для найгіршої моделі (, ) та оцінок Хм сигналу 

отримати найкраще гарантоване вирішення. Але ж у загаль-

ній системі (див. рис. В.1) є підсистема ідентифікації, яка в 

результаті оптимізації дасть завжди рішення не гірше гіршо-

го, тому, застосовуючи мінімаксний підхід, програємо в оп-

тимальності. 

Доцільним є наступний алгоритм побудови локально 

несуперечливих функціоналів: 

1. На підставі апріорної інформації про об’єкт 
 , го-

ловний функціонал  і наявних елементах підсистем усіх рі-

внів, з урахуванням принципу раціонального ускладнення 

[27] на першому кроці багаторівневого РП приймають най-

простіші, що задовольняють апріорно відомим даним, підси-

стеми первинних перетворювачів оцінювання сигналів Х і 

моделі (, ) і оптимального управління u. 

2. Вибрані підсистеми i-го рівня оптимізують методом 

перебору структур і методів оптимізації за апріорно прийня-

тим критерієм підсистем i + 1-го рівня: 
пп

  по Jф, ( )ф ф
,OptJ  

по J, ( ),OptJ  по I, (Opt I) по . Оскільки розмірності цих 

змінних невеликі, то витрати на пошук допустимі. У резуль-

таті цієї оптимізації отримаємо оптимальну систему першого 

наближення. 
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3. Методами теорії чутливості, або моделювання і пла-

нування експерименту [40], проектують несуперечливі кри-

терії I, J, Jф, Jпп.  

Розглянемо підхід, заснований на аналітичному обчис-

ленні чутливості функціоналів. Нехай є оптимальна система 

першого наближення, в якій реальний об’єкт 


  замінено 

його моделлю (, ). Знайдемо варіацію основного функціо-

налу  відносно його екс-тремального значення ( )* *
u , ви-

кликану варіацією u  оптимального управління об’єктом. 

Нехай 

*
( ) ( ) ( ),u t u t u t= + 

 

де  — мала величина; ( )

( )

( )

1

m

u t

u t

u t

 
 

=  
 
 

 – вектор-функція часу t. 

Нехай 

( )( ) ( ) ( )( )
1

*
, u t u t u t dt



 =  +    

де 
1

  — оператор інтегрування на інтервалі 
1
  часу t; ( )   

— скалярна функція векторного аргументу u. 

Знайдемо першу варіацію : 

1 1 1

,

T T
u

dt dt udt
u u

  

       
 = = = =    

       
    

де 

1

1

,   .

m

m

u

u

u

u

u

u

 
 
 

 


=  
  

 



 

=  
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Тепер візьмемо другу варіацію: 

1

2

2

2
 

T

udt
u



     
= = =  = 
     


  

 

1 1

  ,

TT
u

u dt u dt
u u u

 

        
=   =     

       


 
            (2.12) 

де 
2 2

1 1 12

2 2

1

.

m

T

m m m

u u u u

u u

u u u u

    
 
   

 
 

 =
   

    
     

 

Якщо  визначено на x(t), а не на u(t), то, діючи анало-

гічно, отримаємо 

1

2

2
,

T

T
x xdt

x x


 

 
 =    

або 

 

1

2

2
,

T

T

T

x x
u udt

u x x u


    
 =   

    
                      (2.13) 

де 

,
x

x u
u


 = 


 

11 1

1 21 1

1

1 2

( ) ( )

,   ,   .

( ) ( )

m

n m n n n

m

xx x

uu ux t u t
x

x u
u

x t u t x x x

u u u

  
      

    
 =  = =     

      
            

    

 

Зіставляючи (2.12) і (2.13), бачимо, що 
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2 2

.

T

T T

x x

u u u x x u

      
=  

      
 

На екстремалі x*(t), u* (t) перша варіація дорівнює ну-

лю, друга варіація (2.12) або (2.13) визначає еталонну [для 

функціонала I(u)] поверхню у функціональному просторі ва-

ріацій ( )u t . Нехай ( ) ( )1u t t =  — одинична вектор-функція 

від t, тоді (2.13) являє еталонну для I матрицю A1 дійсних чи-

сел 

2
2

1
.

T

T

x x
A dt

u x x u


    
  = =  

    
                      (2.14) 

Під час побудови функціонала I будемо прагнути, щоб 

аргументи екстремумів  та I співпали, а другі варіації були 

подібні.  

Тут також можна досягти скорочення кількості різних 

варіантів, застосовуючи методику планування експерименту 

для побудови моделі залежності цього додаткового функціо-

нала від структур і параметрів підсистем нижнього рівня. Уз-

годивши критерії підсистем усіх рівнів та оптимізувавши їх, 

одержимо оптимальну систему другого наближення. Повто-

ривши для неї процедуру узгодження критеріїв і оптимізува-

вши їх, отримаємо третє наближення. Процес узгодження 

припиняється, якщо результати подальших ітерацій мало від-

різняються. 

Забезпечення несуперечності критеріїв теоретичним 

або імітаційним моделюванням на ЕОМ певною мірою на-

близить задачу умовної оптимізації об’єкту  до задачі знахо-

дження найкращого рішення (визначення глобального екстре-

муму головного критерію ). 

 

2.4. Композиція підсистем різних рівнів об’єкту   

в єдину систему 

Третім, завершальним, етапом розробки близьких до 

оптимальних по головному показнику  структури і алгори-

тмів функціонування багаторівневої системи оптимізації, на-
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приклад, об’єкту, є етап композиції (сполуки) окремих підси-

стем в єдиний комплекс. 

Сформульовані визначення системи, релаксаційних 

процесів, принципу раціонального ускладнення [26] дозво-

ляють окреслити коло основних підходів до проблеми компо-

зиції. Це: 

• упорядкування елементів множин моделей і методів 

оптимізації; 

• вибір оптимальної системи першого наближення;  

• організація релаксаційних процесів ускладнення і 

вдосконалення окремих елементів систем і, можливо, струк-

тури самої  

системи, починаючи з оптимальної системи першого набли-

ження і закінчуючи оптимальною за . 

Упорядкування елементів підсистем реалізується прое-

кторами ПР, звужуючими на першому кроці початкову мно-

жину елементів до підмножин допустимих, а потім до підм-

ножини претендентів на оптимальні елементи. Наприклад, 

допустимими за неповної прямої спостережуваності змінних 

об’єкта   є методи ідентифікації, які не потребують повної 

спостережуваності  . На першому рівні проектори ПР1  ви-

діляють ті елементи (методи і моделі), які можуть бути засто-

совані в цій ситуації, яка визначається сигналами ˆ ˆ,u x , що 

спостерігаються, і заданими критеріями Jф, J, I, . Тут проек-

тори є багатовимірними дискримінаторами, що пропускають 

на вихід ті елементи, властивості яких повністю узгоджують-

ся з факторами, що визначають реальну ситуацію. На друго-

му рівні проектори ПР2 виділяють два-три претенденти на 

оптимальність. Для цього в проекторі ПР2 для кожного еле-

мента закладено  регресійні залежності відповідних критері-

їв ф
ˆ ˆ,...,J 

 від кількісно розрахованого вектора факторів , 

який характеризує конкретну ситуацію. 

Для елементів-методів лінійного оцінювання чинника-

ми є співвідношення сигнал-шум за амплітудою і шириною 
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спектрів, корельованість сигналів, наближеність моделі (ве-

личина кінцевої похибки апроксимації) і та ін.  

Визначивши в просторі цих факторів кілька найбільш 

характерних для практики регресійного аналізу областей, 

далі для кожної області будують регресійну залежність від-

повідного критерію Jф,…,  або його оцінки ф
ˆ ˆ,...,J 

 від . 

Тоді проектор ПР1 визначає область, а ПР2 — для кожного 

елементу значення критерію для конкретного , що належить 

цій області. Задача побудови проекторів відноситься до етапу 

проектування і вимагає тим більших витрат, чим точніше 

проектори і ширше області та розмірності факторів . 

Вибір оптимальної системи першого наближення було 

подано вище. Основним процесом на цьому етапі є організа-

ція структури системи.  

Розглянемо варіант структури системи оптимізації J, 

тобто систему ідентифікації. У табл. 2.1 структурно система-

тизовані підсистеми ідентифікації від найпростішої до такої, 

що само-організується для створення підсистеми ідентифіка-

ції в багаторівневій системі оптимізації головного показника 

 (якщо 
*

  і Орt* апріорно невідомі).  

Із табл. 2.1, як припустиму, приймаємо структуру БАСІ. 

Для цієї системи ідентифікації, на відміну від більш простих, 

характерна замкненість по основному (для неї) критерію I і 

неодиничність елементу .  

Складемо функціональну схему БАСІ, визначивши її 

взаємозв’язок з підсистемами верхніх і нижніх рівнів 

(рис. 2.3).  

Характерні частини системи (підсистеми) обведено пу-

нктиром і пронумеровано: 1 — оптимізація ; 2 — оптиміза-

ція I; 3 — оптимізація J, що доповнює найпростішу систему 

ідентифікації (частина 4) до багатократно адаптивної (части-

ни 3 і 4); 5 — оптимізація Jф.  
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Рис. 2.3. Функціональна схема багатократно  

адаптивної підсистеми ідентифікації 

Частина 4 системи містить функціонал qk
J

, який за-

дається вище, модель qk


 з вектором qkn


, параметрів, що на-
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лаштовуються, оптимізатор 
( ),

qk qk
Opt 

. Тут реалізується РП 

 qkn


, n = 1,2 ,..., щодо qk
J

 за допомогою оптимізатора 

,
qk qk

Opt 
. Після закінчення РП інформація про оптимальні 

за qk
J

 структурі qk


 і векторі qk


 параметрів моделі надхо-

дить у підсистеми верхніх рівнів. 

Частина 3 містить три множини 
 1qk


, 
 1qk
Opt

, 
 1qk

J
; 

проектори першого рівня ПР1, що звужують ці множини до 

підмножин 
 ,qk

 
 qkOpt

, 
 1qk

J
 допустимих елементів; 

проектори ПР2 другого рівня, що вибирають з числа допус-

тимих претенденти на оптимальні елементи. Для конкретного 

виду q
I

 і потрібного значення qk
J

, що задається вище, прое-

ктори ПР1, ПР2 задають елементи 
, , ,

ql ql ql ql
J Opt 

 частини 4, 

де в результаті РП 
 qkn


 отримують оптимальну по qk
J

 мо-

дель
( ),

qk qk
 

. У підсистемі частини 2 на реальному об’єкті 


  або його моделі 

( ),
qk qk

 
 оцінюється значення критерію 

qk
I

 для k-й структури БАСІ, і якщо воно не задовольняє не-

обхідному, то в одному з проекторів ПР2 відбувається зміна 

претендента. Знову повторюється процес 
 qkn


 і так до ви-

конання умови, що qk
I

 буде не гірше необхідного, або до за-

кінчення процесу перебору всіх претендентів. При зміні qk
I

 в 

частинах 4 та 5  

можливі зміни структури і параметрів підсистеми нижнього 

рівня. У частинах 3 та 4 має місце композиція двох РП 
 qkn


 

по n і 
 qk

I
 по k, що відповідає визначенню БАСІ. 
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Частина 2 містить реальний об’єкт 
 , його оптиміза-

тор 
q

u

Opt I
, множину 

 qk
I

 і проектор ПР, що визначає (на 

основі значень qk
I

 і ) вид qI
 критерію qk

I
. Сигнал x з вихо-

ду об’єкта 
  надходить  в підсистему нижнього рівня, з ви-

ходу якої його оцінка x̂  потрапляє в системи ідентифікації і 

управління. Оптимізатор 
qk

u

Opt I
 на основі інформації 

ˆ, , ,
ql ql ql

I x 
 виробляє керувальний вплив u, що надходить на 

об’єкт або його модель (на стадії пошуку оптимальних еле-

ментів системи).  

Якщо після закінчення РП 
 qk


 по k оптимальне зна-

чення Iq не задовольняє систему частини 1, то з системи вер-

хнього рівня може надійти команда в проектор ПР на зміну 

по q виду функціоналу Iq. Крок по q призводить до повторен-

ня кроків по k, а k по n в МАСІ, тобто в частинах 1–4 має мі-

сце композиція з трьох РП, що відповідає визначенню систе-

ми, яка самоорганізується (СС)  

(див. табл. 2.1). 

Глибокий зворотній зв’язок за критеріями від  до I, від 

I до J, від J до Jф, оптимізувальний і цілеорієнтуючий струк-

туру і параметри підсистеми всіх рівнів об’єкту , здійснює 

регуляризацію рішення в широкому сенсі.  

 

2.5. Приклад побудови проекторів ПР1, ПР2 в БАСІ 

 

2.5.1.  Алгоритми роботи проекторів q qkOpt Opt→  в БАСІ 

 

Ефективність системи другого рівня БАСІ визнача-

ється потужністю множин  q
Opt  і кінцевим результатом 

 qk
Opt  роботи проекторів ПР1, ПР2. Оптимальність по qkI  

елемента  qk
Opt  залежність від правила побудови в проек-
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торах відображення сигналів ( ))(),( tutx  об’єкта в індекс 

k . Відображення ( ) ktutx →)(),(  в ПР1 було реалізовано 

таблицями з обмеженим входом (  0,1 ), а в ПР2  необме-

женим, якщо R , R — множина дійсних чисел.  

В і-му рядку таких таблиць розташовані коефіцієнти 

зв’язку і-го елемента ( iOpt  або i ) або його показника якості 

з j-ою властивістю даних ( ))(),( tutx . Індекс k  оптималь-

ної підмножини  qkOpt  в ПР1 знаходиться за умови  

 
 

,

arg max
i i r

k


=   ,                             (2.15) 

де   — матриця бінарних коефіцієнтів {0,1}; 0,
ij ij

   =  як-

що ефект впливу і-го елемента на j-й фактор негативний і, 

навпаки, 1
ij

 = , якщо ефект позитивний;   — вектор бінар-

них факторів {0,1},
j

   які вказують на присутність чи від-

сутність відповідної властивості; r — потужність множини 

{ }
qk

Opt . 

У проекторі ПР2 із підмножини претендентів на оп-

тимальність, яка (унаслідок бінарності ij
  в ПР1) може місти-

ти декілька елементів { }
qk

Opt , відбирається єдиний найкра-

щий 
*

k
Opt  елемент за умови  

*
arg min[ [ ] ],

j
K diag=                            (2.16) 

де   —матриця ij
  коефіцієнтів чутливості показника І яко-

сті і-го елемента до j-го фактору; ij
R  ; j

  — коефіцієнт 

подібності між тестовим j
  і реальним j j

   рівняннями j-го 

фактора;   — вектор рівнів тестових факторів. 

Для реалізації правила (2.16) побудуємо такий тест. 

2. Рівняння тестової моделі 

* * * * *

1 1 2 2 0 6
( ) ( ) ( ) ( )y k x k x k k=  + +   ,             (2.17) 
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де 
0 6
( )k   — нев’язка, визначена наближеністю структури 

моделі (2.17); виміри  

*

0 1

* * *

1 1 1 2 1 2

( ) ( ) ( ) ;

( ) ( ) ( ) ; 1;

y k y k N k

x k x k N k

= + 

= +   =  =
 

*

2 2 2 2 5
( ) ( ) ( ) ; 1, ;x k x k N k k= +  =   

* *

1 7 2 7 4

2 2
( ) sin ; ( ) sin ;

k k
x k x k

M M

  
=  =  +  

 
 

4

0 7

2
( ) sin ;

2

k
k

M

  
 =  + 

 
 

0

3 3
( ) ( ) (1 ) ( 1); 0,1, 2;

i i i
N k N k N k i=  + −  − =  

0
( )

i
N k  — гаусів білій шум з одиничною дисперсією. 

Фактори та їх рівень: 

1
  та 

2
  — рівень перешкод у у та х; 

3
  та 

7
  — ширина спектрів сигналу і шуму; 

4
  — взаємозв’язок оцінок 

1
  і 

2
  унаслідок неортого-

нальності 
1

x  і 2x ; 

5
  — представництво вибірок даних; 

6
  — наближеність моделі (2.17). 

 

2.5.2. Методика оцінювання кількісних характеристик  

метода ідентифікації 

 

Побудуємо ортогональний план у вигляді адамарової 

матриці 8-го порядку [51], і-й рядок якої є і-ою функцією 

Уолша (табл. 2.2). Для цього введемо нормовані змінні 

( ) / ,
i i i i 
 =  −        

 (2.18) 



 61 

де 
0

1,7; 1i =  = ; 
i

  — значення 
i

  для базового режиму; 

i
  — крок варіювання фактора 

i
 ; j

I  — значення показ-

ника якості метода ідентифікації для j-го набору факторів. 

 

Таблиця 2.2 

Числові значення факторів і 

№ 0  1  2  3  4  5  6  7  I  

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
I  

2 1 –1 1 –1 1 –1 1 –1 2
I  

3 1 1 –1 –1 1 1 –1 –1 3
I  

4 1 –1 –1 1 1 –1 –1 1 4
I  

5 1 1 1 1 –1 –1 –1 –1 5
I  

6 1 –1 1 –1 –1 1 –1 1 6
I  

7 1 1 –1 –1 –1 –1 1 1 7
I  

8 1 –1 –1 1 –1 1 1 –1 8
I  

У табл. 2.3 наведено числові значення факторів 
i

 , які 

відповідають трьом значенням (±1,0) нормованих факторів 

i
 , а також значення відхилень 

³
 . Як показник j

I  було 

прийнято значення модулів зміщення 1 j
I  і 2 j

I  оцінок 1
̂  і 2

̂  

плюс три кореня квад-ратного із оцінок  2

3 j
I  і 2

4 j
I  дисперсій 

оцінок 1
̂  і 2

̂ : 

2 2
1 2 3 4

3
2 2

j j j j

j

I I I I
I

+ +
= + ,                    (2.19) 

1,8j = ; 
1 2

1
 

 =  = , якщо 6
1 = −  (точна модель); 

1 2
1,251

 
 =  = , якщо 

6
1 =  (модель наближена, а коефіцієнти  

1 2
,

 
   визначено по МНК за відсутності перешкод у y  і ix , 

тобто 


= yy , 


= ii xx ).  
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Таблиця 2.3 

Комп’ютерний експеримент відповідно до плану 

 

i
  i

  
i

  

0
1 =  1 — 

 

1

1

0,5

0

=


 =
=

 0,5 

 

2

1

0,5

0

=


 =
=

 0,5 

 
3

0,6

0,8

1

=


 =
=

 0,2 

i
  i

  i
  

0
1 =  1 — 

 
4

/15

19 /120

/ 4

= 


 = 
= 

 
11 /

/120


 

  
0,3 

 
6

0,5

0,025

0

=


 =
=

 0,25 
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7

4

2,5

1

=


 =
=

 2,5 

 

Показник (2.19) наближено визначає як зміщення (уна-

слідок перешкод у )(tx ), так і три середньоквадратичних ві-

дхилення (унаслідок перешкод в )(ty ). 

Базові значення факторів:  

1
50 %

á
 =  — рівень перешкод у )(ky ; 

2
50 %

á
 =  — рівень перешкод у )(kx ; 

3
0,8

á
 =  — час автокореляції перешкод ( 85   дискре-

тів k ); автокореляційна функція експоненційна зі сталою 

часу 
3

T    ,   — крок між дискетами k ; 

4
19 120 28

á
 =     — зсув по фазі між сигналами 

)(1 kx


 і )(2 kx


; тоді коефіцієнт кореляції 
1 2

cos 28 0,87
x x

r   =  = . 

Якщо модель об’єкту n-вимірна, то інваріантною до ро-

змірності n буде величина визначника 1D  кореляційної мат-

риці:  

1 1 1

1

1
det

n

n n n

x x x x

x x x x

r r

D

r r

 
 

=  
 
  

.                      (2.20) 

Для базового варіанту  

1 0,87
det 0,243

0,87 1
T

D
 

= = 
 

; 

5
500

á
 =  точок k ; 

6
0,25

á
 =  (тобто 

0
( )k  становить 25 % амплітуди )(1 kx


 і 

)(2 kx


 або 12,5 % амплітуди )(ty


. 
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Комп’ютерний експеримент відповідно до плану (Табл. 

2.2) виконувався jm  разів, кожного разу з новими шумами і 

результати усереднювались. 

Далі, внаслідок ортогональності ( )
i

j  по МНК незале-

жно обчислювались коефіцієнти  
i

 , 

8

1

( ) ( ), 1,5
8

iá
i i

j

I j j l
=


 =  = ,                  (2.21) 

регресійної моделі залежності показника (2.19): 
7

0

( ) ( ); 1,8
i i

j

I j j j
=

=    = ,                      (2.22) 

де 
0

  — значення I  для базового режиму 
á
 ; 

1 2
,   — ви-

значають чутливість показника lI  до перешкод у )(ky  і 

)(kx ; 
3 6

   —  

відповідно чутливість до змін полоси спектра перешкод, ко-

рельованості )(kxi , розмірності вибірок даних, неточності 

структури моделі. 

 

 

2.5.3.  Вибір найкращого з множини  qk
Opt   

методу ідентифікації для реальної ситуації 

 

Шляхом експрес-аналізу оцінюється рівні реальних фа-

кторів: 

( ) ( )

1

22 2

1

1

ˆ ˆ( ) ( ) ( )
M

k

y k y k y k
=

 
 = − 

 
 , 

де ˆ( )y k  — прогладжене ковзним середнім значення )(ky ; 

2
  — середнє по всім )(kxi  значення шум-сигнал; 

3
  — ви-

значається шляхом апроксимації експонентою 

2
( )

k t
T

e e
R e

− 

 =    автокореляцної функції оцінки перешкоди в 
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)(ky ; тоді 
3

/t T =  ; 1
4

19

120
T

D

D
 =  ; 

5
  — кількість М точок 

реальної вибірки; 
1/ 2

6
ˆ ˆT T

Y Y  =  
 

 — нормові СКО, де   — 

похибка між Y  і Ŷ ; 

7
  — середній період оцінки ˆ( )y k  сигналу )(ky


: 

( )7
5 1 90Ì r =  −   , 

де r — кількість перетинів ˆ( )y k  її середнього значення, в ба-

зовому варіанті  ( )2 1 90Ì r − = . 

Обчисливши експрес-аналізом оцінки 
i

  реальних 

факторів, визначаємо значення показника (2.19) для конкрет-

ного s-го метода  sOpt : 

7

0

0

s i i

i

I I
=

= +   .                                (2.23) 

Як найкращий беруть той метод, для якого показник 

(2.23) мінімальний. У табл. 2.4 наведені регресійні моделі 

(2.23) показника I  (2.19) для множини методів ідентифікації 

(розділ 3 і [69]): МНК — метод найменших квадратів; УМНК 

— узагальнений МНК; МПК — метод прогнозу кореляцій; 

МБК — метод багатократного корелювання; МОД — метод 

однократного ділення; МБД— метод багатократного ділення. 

 

Таблиця 2.4 

Регресійні моделі показника 

 0
  

1
  

2
  

3
  

4
  

5
  

6
  

7
  

Модель МНК  

J  0,83 0,72 0,18 –1,9 0,7 1,15 
–

0,89 
–

0,15 

Модель УМНК  

J  0,77 0,89 0,1 
–

1,37 
0,78 1,4 

–

0,65 
–

0,08 
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Модель МПК  

J  1,6 
–

1,17 
2,17 

–

4,53 
1,75 –2,05 3,04 

–

0,48 

Модель МБК 

J  18,85 
–

25,7 
36,2 

–

67,8 
35,68 

–

44,39 
68,7 

–

9,24 

Модель МОД 

J  2,72 4,51 –3,4 10,8 4,36 7,34 
–

7,87 
–

1,29 

Модель МБД 

J  0,96 0,81 0,27 
–

2,12 
0,77 1,34 

–

0,95 
–

0,14 
 

Взагалі за результатами тестування методів qk
Opt  

можна зробити такі висновки: 

− СМНК добре працює, якщо шуми N у X типу «біло-

го шуму», модель наближена ( 0

  ), X*— гладка функція, 

Nі у N — взаємно не корельовані; 

− МПК — на відміну від СМНК добре працює і з «ко-

льоровим» шумом у X; 

− УМНК — на відміну від МНК перешкоди можуть 

бути взаємокорельовані; 

− МБК — має робастність до збоїв у даних, але чутли-

вий до неточності моделі (бажана малість 
 ); 

− МБД — стійкий до широкополосних перешкод, в 

іншому подібний до МБК; 

− МОД — простіший за МНК, для малих 
  дає не-

зміщені оцінки параметрів   за наявності шумів у X. 

 

2.6. Енергетичний підхід до побудови  

параметричних моделей об’єкту  

 

Для кількісної і якісної оцінки процесів енергоперетво-

рення, що протікають в об’єкті , використовують параметри-

чні математичні моделі, що припускають застосування сис-
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тем диференціальних або диференційно-алгебраїчних рівнянь 

[21, 22, 23, 48, 51]. Найбільш загальним підходом у матема-

тичному моделюванні цього типу, який дозволяє детальніше 

враховувати процеси перетворення енергії в об’єкті , є енер-

гетичний формалізм Лагранжа [36, 48, 51]. 

Відповідно до сучасних уявлень енергія W є мірою кі-

лькості руху матерії, незалежно від форми її прояву (механі-

чною, електромагнітною, тепловою, хімічною, атомною). 

Енергія може акумулюватися на одних елементах об’єкту  у 

вигляді потенційної або кінетичної складових (індуктивні і 

ємнісні елементи електричних кіл, пружні елементи механіч-

них пристроїв, теплопередавальні елементи теплових при-

строїв тощо). На інших елементах об’єкту енергія  

розсіюється (резистивні елементи електричних пристроїв, 

дисипативні елементи механічних пристроїв, теплопередава-

льні елементи теплових пристроїв).  

Для системи, що складається з М елементів, припасена 

енергія визначається виразом: 

1 1

,
N P

T U

K i j

i j

W W W
= =

= +                              (2.24) 

де ,  1
T

i
W i = , (1), N M  — величина кінетичної енергії, при-

пасеної в N елементах об’єкту ; ,  1
U

j
W j = , (1),P M — вели-

чина потенціальної енергії, припасеної в P елементах об’єкту 

.  

Якщо в системі присутні G елементів, кожний з яких 

розсіює енергію 
R

k
W , тоді розсіяна енергія визначається як 

сума: 

1

.
G

R R

k

k

W W
=

=                                  (2.25) 

Стан об’єкту визначається набором змінних, що харак-

теризують процеси в підсистемах. Кожен з наборів є окре-

мою підсистемою певної фізичної природи. Для представ-

лення процесів перетворення енергії об’єкту  в цілому, і для 

взаємозв’язку різнорідних підсистем між собою, згідно з фо-

рмалізмом Лагранжа, вводять: 
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– узагальнені координати qi,i = 1… S — усі S фізичних 

змінних, незалежно від їх фізичної природи, які однозначно 

визначають стан об’єкту  в цілому (кут повороту, заряд, тем-

пература, ...); 

– узагальнені сили fi, — сили, що діють у напрямі узага-

льнених змінних qi, і визначувані як i
i

i

dW
f

dq
= ; 

– співвідношення  
T U

L W W= − ,                                     (2.26) 

T U
H W W= +                                      (2.27) 

називаються силовими функціями.  

Ці функції відомі як функція Лагранжа L і функція Га-

мільтона Н. Вони містять досить глибоку інформацію про 

процеси в підсистемах і їх взаємодію. З їх допомогою досяга-

ється універсальність моделювання різнорідних підсистем 

об’єкту  з одночасним збігом опису електричних кіл рівнян-

нями Кірхгофа, які моделюють в об’єкті  основний елемент 

ЕТП — електротехнологічний перетворювач. 

Рівняння Лагранжа другого роду для систем, у яких 

присутні елементи, що розсіюють енергію, і на які чинять 

зовнішні дії F(t) [36, 73, 92, 94]: 

( ) ,  1 ,
m m m

d L L D
F t m M

dt q q q

   
− + = =  

   
          (2.28) 

де D — функція розсіяння Релея; m
m

dq
q

dt
=  — швидкість змін 

m-ї  узагальненої координати. 

Рівняння (2.28) має ряд властивостей, які роблять їх ви-

бір переважним порівняно з іншими підходами: 

1) для основної частини об’єкту (джерела електричної 

енергії, електричного перетворювача, електротехнологічного 

перетворювача) рівняння Лагранжа другого роду (2.28) тото-

жні рівнянням, складеним за законами Кірхгофа, що дає мо-

жливість використання прийомів, методів і способів, добре 

розроблених у теорії електричних кіл [48]; 
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2) рівняння Лагранжа, так само як і рівняння для енер-

гій, зберігають незмінною свою форму для різнорідних під-

систем, унаслідок чого відпадає необхідність використання 

відповідно різнорідних систем змінних параметрів і понять; 

3) рівняння Лагранжа другого роду (2.28) виражають 

через силову функцію Лагранжа L (2.26), яка дозволяє визна-

чити всі необхідні векторні величини (сили, моменти, швид-

кості, ...), будучи в той самий час скалярною функцією, чим 

досягається істотне спрощення процедури моделювання. 

Для ілюстрації застосування енергетичного формалізму 

Лагранжа розглянемо найпростіший приклад. 

 

Приклад 2.3. Електричне коло, що містить активний 

опір, індуктивний і ємнісний елементи (рис. 2.4). Дана систе-

ма характеризується однією узагальненою координатою q1 — 

зарядом q. Швидкість зміни узагальненої координати q1 є 

струм, що протікає у колі 
1

q i= . Кінетичною енергією в да-

ному випадку є енергія магнітного поля, запасена індуктив-

ним елементом 
21

2

T

K
W Li= . В якості потенційної енергії ви-

ступає енергія електричного поля, що запасається конденса-

тором, 
2

2

U

K

q
W

C
= . Ha активному опорі відбувається розсію-

вання частини енергії системи. 

За законом Джоуля–Ленца величина розсіяної енергії 
2

D R i=  . У системі (рис. 2.4) присутня одна узагальнена си-

ла F1(t), яка дорівнює значенню ЕРС джерела e(t). Значення 

активного опору, індуктивності і ємності, що називаються 

параметрами системи, вважаємо постійними, тоді силова 

функція Лагранжа (2.26) для даної системи матиме наступ-

ний вигляд: 

 
2

21
.

2 2
K

q
L Li

C
= −                                 (2.29) 
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Рис. 2.4. Електричне коло, яке містить елементи,  

що запасають і розсіюють енергію 

 

Похідні, що входять в рівняння Лагранжа другого роду: 

1

;K
L

Li
q


=


                                     (2.30) 

 
1

;K
d L di

L
dt q dt

 
= 

 
                          (2.31) 

1

;K
L q

q C


=


                                 (2.32) 

1

.
D

Ri
q


=


                                  (2.33) 

Підставляючи отримані вирази в (2.27), отримуємо: 

.
di q

L Ri e
dt C

+ + =                            (2.34) 

Співвідношення (2.34), складене за допомогою рівнян-

ня Лагранжа другого роду повністю співпадає з рівнянням 

для даного кола, складеним за II законом Кірхгофа.  

Далі, рівняння (2.34) може бути використане для визна-

чення поточних значень узагальненої координати за відоми-

ми значеннями параметрів системи і закону зміни узагальне-

ної сили (пряме  

завдання), або для визначення невідомих значень параметрів 

за відомими законами зміни узагальненої координати і узага-

льненої сили (завдання ідентифікації або зворотне завдан-

ня). 

 

2
0,5

T

K
W Li=  

2 2
2

T

K
D Ri W q C= =  

( )1
F e t=  ( )q i t= →  
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Запитання 

 

1. Визначте поняття системного підходу. 

2. Чому не існує моделей, ізоморфних до об’єкта? 

3. В чому принципова різниця між системами (табл. 

2.1)? 

4. Поясніть сутність декомпозиції, композиції і цілес-

прямованості підсистем різних рівнів.  

5. Поясніть принцип узгодженості підсистем різних 

рівнів (формула 2.11). 

6. Яка роль проекторів у багаторівневій системі? 

7. В чому полягає універсальність енергетичного під-

ходу до побудови моделей? 

8. Поясніть принцип роботи тренажера (рис. 2.5). 
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Розділ 3 

 

ДОСЛІДЖЕННЯ МОЖЛИВИХ ОБМЕЖЕНЬ 

 СТАТИСТИЧНО ОПТИМАЛЬНИХ 

 МЕТОДІВ ІДЕНТИФІКАЦІЇ ОБ’ЄКТІВ 

 

3.1. Ідентифікація статичних характеристик  

в об’єктів методом найменших квадратів 

 

3.1.1.  Регресійні моделі об’єктів та їх ідентифі-

кація  

Лінійні і нелінійні, одновимірні і багатовимірні статич-

ні залежності між змінними стану об’єкту, як було показано в 

розділі 1, можна подати рядом Тейлора або відповідним йому 

степеневим поліномом від однієї чи декількох змінних, скла-

дові якого можна умовно розглядати як незалежні змінні 
i

x  

лінійної (відносно невідомих коефіцієнтів 
i

 ) регресійної 

моделі вихідної змінної Y. 

Якщо на вихідну змінну Y об’єкту впливає декілька 

вхідних 
1 2
,

m
X X X , то маємо справу з множинною регресі-

єю [1, 2, 5, 8, 9, 13]: 

                    1 2
/ ,

m
M Y X X X X=  ,                        (3.1) 

де ( )1 2
, , ,

T

m
X x x x= , ( )1 2

, , ,
T

m
 =     — вектор па-

раметрів i
 , які оцінюються 1,i m= ,  /M y x  — умовне 

математичне сподівання вихідної змінної Y  від m  вхідних 

( )1 2
, , ,

m
x x x . 

Теоретична лінійна модель у скалярному вигляді: 
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1 0 1 11 2 12 3 13 1 1

2 0 1 21 2 22 3 23 2 2

3 0 1 31 2 32 3 33 3 3

0

              ,

             ,

              ,

                             

    

m m

m m

m m

n

y x x x x

y x x x x

y x x x x

y

=  +  +  +  +  +  + 

=  +  +  +  +  +  + 

=  +  +  +  +  +  + 

              

=  +
1 1 2 2 3 3

          ,
n n n m nm n

x x x x +  +  +  +  + 

   

(3.2) 

де 
i

  — теоретичні коефіцієнти регресії, 1,i m= ; 
0

  — віль-

ний член, який визначає значення Y за умови, що всі ij
x  дорі-

внюють нулю. 

Для однозначного визначення параметрів 
i

 , 1,i m= , 

необхідно, щоб число n даних задовольняло умові  

 1,n m +                                             (3.3) 

де 1m +  — число параметрів, якими визначається теорети-

чна множинна лінійна регресія (3.2), значення яких оціню-

ються на основі обробки вибірки  з n даних експерименту на 

об’єкт. 

Векторно-матрична форма теоретичної моделі (3.2): 

   
,Y X=  +                                          (3.4) 

де 

1 0 1

11 12 1

2 1 2

21 22 2

3 2 3

1 2

1

1
, , , .

1

m

m

n n nm

n m n

y
x x x

y
x x x

Y y X

x x x
y

      
      

       
      = =  =   = 
      
      
            

 

Похибка   є випадковим вектором, компоненти 
i
  яко-

го характеризують відхилення, викликані випадковими збу-

реннями, які не враховано в структурі моделі. При оцінюван-

ні параметрів теоретичної лінійної множинної регресії для 

забезпечення статистичної надійності число n спостережень 

має суттєво перевищувати кількість 1m +  оцінювальних па-
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раметрів. Емпірична модель є статистичним аналогом теоре-

тичної. За її допомогою визначаються оцінки параметрів мо-

делі (3.2) шляхом статистичної обробки вибірки даних. Емпі-

рична модель Y  у векторно-матричній формі 

 *
,Y X e=  +                                        (3.5) 

де 

*
1 0 1

11 12 1 *
2 1 2

21 22 2 *

3 2 3

1 2 *

1

1
, , , ,

1

m

m

n n nm

n m n

y e
x x x

y e
x x x

Y y X e e

x x x
y e



     
      

      
      = =  = =
      
      
           

  

(3.6) 

де *
  — статистична оцінка теоретичного вектора   лінійної 

множинної регресії (3.4); e — статистична оцінка випадково-

го вектора похибок  цієї ж моделі. 

Якщо компоненти вектора   — це невідомі випадкові 

величини, то компоненти 
i

e  вектора e можуть бути обчислені 

за даними вибірки. 

Для визначення вектора *
  використовується метод 

найменших квадратів. Для оптимальності МНК мають бути 

виконані умови Гаусса–Маркова: 

1) ( ) 0, 1,
i

M i n = = ; 

2) 
2

0, ;
cov( )

, ,
i j

i j

i j



  = 

 =
 

тобто між випадковими відхиленнями 
i
  і j

  повинен бути 

відсутній кореляційний зв’язок, та дисперсія 
2 2

const
i

 = =  ; 

3) між регресорами моделі і випадковим вектором   

теж має бути відсутній кореляційний зв’язок, тобто 

cov( ) 0, 1,
i i
x i n = = ; 

4) регресори моделі повинні бути точними; 
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5) модель має бути лінійною відносно своїх парамет-

рів; 

6) між векторами 
1 2
, , ,

m
X X X ,  

де 

11 12 1

21 22 2

1 2

1 2

,    , ,  ,  

m

m

m

n n nm

x x x

x x x
X X X

x x x

     
     
     = =  =
     
     
       

має бути відсут-

ня лінійна залежність, щоб визначник матриці XTX був біль-

ше нуля; 

7) випадковий вектор   має багатовимірний нормаль-

ний закон розподілу ймовірностей: 

( )~ 0;
n

N I   ; 

кожний компонент i
  вектора   також буде мати нормаль-

ний закон розподілу 

( )i
~ 0; ,    1,N i n  = ; 

8) ранг ( )r X  матриці X  повинен бути не менше 

( )1m + . 

Виконання цих умов дає право на використання зви-

чайного МНК для визначення статистично-оптимальних оці-

нок *
  пара-метрів   теоретичної лінійної множинної регре-

сії, як моделі статики об’єкту, перевірки статистичних гіпо-

тез та побудови інтервальних статистичних оцінок. 

 
3.1.2.  Оцінювання вектора  за методом  

найменших квадратів (МНК) 

Із виразу (3.5) вектор похибок e буде дорівнювати:  

*
.e y X= −                                       (3.7) 

Для визначення компонент вектора *  — статистичних 

оцінок компонент вектора   використовується МНК. Він 

полягає в мінімізації по *  суми квадратів похибок T
e e : 
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( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

* * **

* **

* * * *

2 ,

T T
T T T

TT
T T T T

TT
T T T

e e y X y X y X y X

y y y X X y X X

y y X y X X

 
= − − = − − =    

 

= − −  + =  

= −  +  

   
(3.8) 

де літерою (T) позначено транспонування вектора чи матри-

ці.  

Необхідна умова мінімуму виразу (3.8): 

* * *

* *

* *

* * *

( )
( 2( ) ( ) )

2 (( ) ) 2

2 2 0.

T
T T T T T

T T T T T T

T T T T

e e
y y X y X X

X y X X X X X y

X X X X X y X X

 
= −  +   =

 

= − +  +  = − +

+  +  = − +  =

         (3.9) 

Звідси отримаємо оцінку *  вектора  : 

( )
1

,
T T

X X X y
−


 =                                (3.10) 

яка складається з точного значення   і випадкової складової: 

* T 1 T
( ) .X X X

−
 =  +                           (3.11) 

 

3.1.3.  Числові характеристики МНК-оцінки * 

Оскільки *  є випадковим вектором, то його компоне-

нти *

i
  будуть випадковими величинами. Тому виникає пот-

реба у визначенні їхніх числових характеристик. 

Враховуючи (3.11) отримаємо математичне очікування 
*

( )M   МНК-оцінки * : 

* 1

1 1

( ) ( ( ) ) ( )

(( ) ) ( ) ( ) .

T T

T T T T

M M X X X M

M X X X X X X M

−

− −

 =  +  =  +

+  =  +  = 
.     (3.12) 
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Оскільки ( ) 0,  M  =  то ( )*
M  =  . Таким чином емпі-

ричний вектор *  є точковою незміщеною статистичною 

оцінкою для теоретичного вектора   параметрів.  

Для отримання  дисперсій компонентів *

i
  емпіричного 

вектора * , як випадкових величин, визначимо коваріацій-

ний момент: 
* * * *

1 1

1 1

1 1

cov( ( ) ) ( )( )

( ( ) )( ( ) )

[( ) (( ) ) ]

[( ) (( ) ) ]

T T

T T T T T

T T T T T

T T T T T

M

M X X X X X X

M X X X X X X

M X X X X X X

− −

− −

− −

  =  −  − =

=  +  −   +  −  =

=   =

=  =
 

1

2

1 1

3 1 2
( ) ( , ,..., ) ( )

T T T

n

n

X X X M X X X
− −

  
  
  

 
 =     = 
  
  
    

 

2

1 1 2 1

2

2 1 2 2

1 1

2

1 2

( ) ( )

n

n

T T T

n n n

X X X M X X X
− −

     
 
     
 = =
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2

1 1 2 1

2

2 1 2 2

1 1

2

1 2

2

2

1 1

2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

0 0

0 0

( ) ( )

0 0

n

n

T T T

n n n

T T T

M M M

M M M

X X X X X X

M M M

X X X X X X

− −





− −



     
 

     
 = =
 
 
      

 
 

 
 = =
 
 
  

 
 

1 2 1

1 2 1

2 1 1 2 1

1 0 0

0 1 0

( ) ( )

0 0 1

( ) ( )

( ) ( )( ) ( ) ,

T T

T T T

n

T T T T

X X X X X X

X X X I X X X

X X X X X X X X

− −



− −



− − −

 

 
 
 
 =  =
 
 
 
 

=  =

=  = 

 

оскільки 2
const


 =  і  ( )i j

M    
 
для

 
i j

 
дорівнює нулю. 

Таким чином коваріаційна матриця оцінок  

( ) ( )
1

* * 2
cov σ .

T
X X

−



 
  = 
                       

(3.13)      

Позначимо ( )1,
ij

c i, j n=  елементи оберненої матриці 

( )
1

T
C X X

−

= . Тоді 

( )( ) ( )
1

* * 2 2
cov ,

T
T

X X C
−

 
  =  = 

                       
(3.14) 
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або 

11 12 1

21 22 2

2 2

1 2

n

n

n n nm

ñ ñ ñ

ñ ñ ñ

Ñ

ñ ñ ñ

 

 
 
 
  = 
 
 
 
 

. 

Далі, враховуючи що 

( )

*

0

*

1

* * * **

0 1 22

*

, , , ,
T

m

m

  
  

  
   =     
  
  
    

, 

одержимо коваріаційну матрицю оцінок *
 : 

0

1

* *

2 * * * * * *

0 1 0 2 0

* * 2 * * * *

1 0 1 2 1

* * * * * *

2 0 2 1 2

* * * * * * 2

0 1 2

cov( ( ))

cov( ) cov( ) cov( )

cov( ) cov( ) cov( )

.cov( ) cov( ) cov( )

cov( ) cov( ) cov( )
m

m

m

m

m m m







  =

       
 

       
 =       
 
 
          

(3.15) 

Оскільки ( ) ( ) *

2
* * 2

i
cov ,    0,1,2, , ,

i
i

D i m


 =  =  =   то ви-

раз (3.14) набуває такого вигляду: 
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0

1

2

* * * * * *2
0 1 0 2 0

2 * * * *
* *

1 2 1
1 0

* * 2 * *2 * *
2 1 22 0

* * * * * * 2

0 1 2

cov( ) cov( ) cov( )

cov( ) cov( )cov( )

cov( ) cov( )cov( )

cov( ) cov( ) cov( )
m

m

m

m

m m m

Ñ









      
 

      
      = =  
 
 
        

 

11 12 1, 1

21 22 2, 1

2

1 2 1, 1

,

m

m

m m m m

c c c

c c c

c c c

+

+



+ +

 
 
 
 = 
 
 
 
 

                     (3.16) 

де 

* * * *
0 1 2

2 2 2 2 2 2 2 2

11 22 33 1, 1
,    ,   ,   , .

m
m m

c c c c
    + +   

 =   =   =    =   

Отже дисперсії оцінок *

i
  будуть дорівнювати добуткам 

діагональних елементів ij
c  матриці С, помножених на 2


 , 

де ( )
1

T
C X X

−

= . 

 

3.1.4.  Числові характеристики рівняння регресії  

Розглянемо рівняння множинної лінійної регресії з па-

раметрами ( )*
0,1,2, ,

i
i m =  , визначеними за даними вибір-

ки: 

* * * * *

0 1 1 2 2
,

i m m
y x x x=  + + + +                   

(3.17) 

де 
*

i
y  — одне із можливих значень для заданого вектора 

( )1 2
, , ,

T

m
x x x x=  .  

Оскільки емпіричні коефіцієнти функції (3.17) випадко-

ві величини, то і емпірична функція *

i
y  буде випадковою.  

Постає питання про визначення її характеристик:  
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1. Математичне очікування: 

* * * * *

0 1 1 2 2

* * *

0 1 1 2 2

*

0 1 1 2 2

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) .

i m m

m m m m

M y M x x x

M x M x M

x M x x x

=  +  +  + +  =

=  +  +  + +

+  =  +  +  + + 

              (3.18) 

Тобто * *
y x=   є незмінною оцінкою теоретичної функ-

ції y x=  . Із рівняння (3.18) випливає, що для емпіричної 

функції  

регресії * *
y X=   буде виконуватися рівність 

* * *

0
( ) ( ) ( )M y M X XM X=  =  =  .            (3.19) 

2. Дисперсія: 
 

* * * * *

0 1 1 2 2

* 2 * 2 * 2 *

0 1 1 2 2

* * * * * *

1 0 1 2 0 2 0

* * * *

1 2 1 2 1 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2 cov( ) 2 cov( ) 2 cov( )

2 cov( ) 2 cov( )

m m

m m

m m

m m

D y D x x x

D x D x D x D

x x x

x x x x

=  +  +  + +  =

=  +  +  + +  +

+   +   + +   +

+   + +   + +

 

* * * *

1 1
2 cov( ) cov(( ) )

T T

m m m m
x x x x

− −
+   =   .                (3.20) 

Векторно-матричний вигляд рівняння (3.20): 

( ) ( )
1

* 2
.    

T T

i
D y x X X x

−


=   

3. Середньоквадратичне відхилення: 

*

1
( ) .

i

T T

y
x X X x

−


 =        

                       
(3.21) 

4. Коефіцієнт детермінації для множинної лі-

нійної регресії — це неспадна функція від числа m ре-

гресорів x: 

2

2

2
1

( )

i

i

e
R

y y
= −

−




.                              (3.22) 

Кожна нова змінна надає моделі додаткову інформацію 

і область невизначеності при цьому зменшується. 
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При обчисленні R2 для одержання її незміщених стати-

стичних оцінок здійснюють поправку в чисельнику і знамен-

нику (3.22) на число ступенів вільності. Такий коефіцієнт 

називають скоригованим [1, 2, 6]: 

2

2

2

ñê 2 2

( 1)11 1 .
( ( 1) ( )

1

i

i

i i

e

n en mR
y y n m y y

n

−− −= − = −
− − − −

−




 
     

(3.23) 

Враховуючи, що 

2

2

2
1 ,

(

i

i

ó
R

y y
= −

−


     

                            

(3.24) 

остаточно одержимо 

( )2 2

ñê

1
1 1 .

1

n
R R

n m

−
= − −

− −                         
(3.25) 

5. Довірчі інтервали: 

Для перевірки значущості статистичних оцінок *

i
  і 

щоб знайти для них, а також для множинної лінійної регресії, 

довірчі інтервали, необхідно визначити їхні закони розподі-

лу, як випадкових величин. 

Оскільки ( )i
~ 0,N


   випадковий вектор, який має  

n-вимірний нормальний закон розподілу ( )2
0,

n
N I


 , то із ви-

разу (3.11) випливає, що 

( )( )
1

* 2
~ , .

T

i
N X X

−


       

                    
(3.26) 

Тоді компоненти *

i
  вектора 

  будуть мати розподіли 

( )* 2
~ ,

i i ii
N c


   .                             (3.27) 

Розподіл випадкової величини:  

( )
*

~ 0,1i i

ii

N
c



 −


.                                (3.28) 
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Розподіл випадкової величини: 

( )( )

* * * *

0 1 1 2 2

1
2

0 1 1 2 2

( ... ) ~

~ ,

m m

T T

m m

x x x

N x x x x X X x
−



 +  +  + + +

 +  +  ++ 
. 

Позначимо 
* * * * *

0 1 1 2 2
,

i m m
y x x x=  + + ++                  

(3.29) 

0 1 1 2 2
.

i m m
y x x x=  + + ++                   

(3.30) 

Тоді випадкова величина 
*

*

i

i i

y

y y−


 теж буде мати нормо-

ваний нормальний закон (3.28) розподілу ймовірностей: 

( )
*

*

~ 0;1 .

i

i i

y

y y
N

−


                              

(3.31) 

Для визначення законів розподілу ймовірностей оцінок 

дисперсій, як випадкових величин 2
S


 і S


, слід дослідити 

випадковий вектор залишків i
 . Відповідно до передумов 

МНК компоненти i
  вектора i

  мають нормальний закон 

розподілу із параметрами ( )i
0M  = , ( ) 2

i
constD


 =  = , 

( )~ 0;
i

N  .   

Тоді 

( ) ( )
1

2

1 2 2
, , , 1 .

T

n i

n

T n m

 
 


 
   =      = − − 
 
 
  



                

(3.32) 

Враховуючи що ( )~ 0;
i

N


  , випадкова величина буде 

мати 2
  розподіл із 1k n m= − −  степенями вільності 
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( )
( )2

2
~ 1

1

T
n m

n m


 
 − −

− − 
.                       (3.33) 

Якщо  

( )e TY T X TX T T= =  +  =  +  = 
 
і 0TX = , а T

T T= ,   (3.34) 

то 

( ) ( ) ,
T TT T T T T T T T T T T

e Ty y T X T X T T T= = =  +  =  +  = 
 

і ee TT T =   =   , 

оскільки 
T

T T T= . Тоді випадкова величина (3.33) має 2
  

розподіл  із 1k n m= − −  степенями вільності. 

( )2

2
~ 1 .

T
ee

n m − −


 

Отже, оцінка дисперсії похибки  дорівнює 

( )2 2
~ 1 ,S n m


 − −                               (3.35) 

і її середньоквадратичне значення  

( )~ 1 ,S n m


 − −
                              

 (3.36) 

відповідно мають розподіл 2
  і розподіл  із 1k n m= − −  

степенями вільності. 

Враховуючи те, що 
  і е статистично незалежні, то ви-

падкова величина t буде мати розподіл Стьюдента із 
1k n m= − −  степенями вільності: 

( )
*

2
~ 1 .

1

i i

i

ii

t t n m
e

c
n m

 −
= − −

− −


                 (3.37) 

Аналогічно, для функції регресії маємо випадкову ве-

личину 
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( )
*

*

~ 1 ,

i

i i

y

y y
t n m

S

−
− −

                            

 (3.38) 

яка має t-розподіл із 1k n m= − −  степенями вільності, де 

( )*

1

.
i

T

T T

y
S S x X X x

−


=    

                     
(3.39) 

Враховуючи те, що 

( )
( )

2
*

21

2
~ ,

m

i ii m=
 −






   
                    (3.40) 

а 

( )
( )

2

2

2
~ 1 ,

1

i
e

n m
n m

 − −
 − −


 

то відношення 

( )
2

*

1

1 22
~ ( , 1)

1

m

i ii

i

m F k m k n m
e

n m

=
 −

= = − −

− −




            (3.41) 

буде мати F-розподіл Фішера із 
1

k m= , 
2

1k n m= − −  степе-

нями  

вільності. 

 

3.1.5. Довірчі інтервали моделі статики об’єкту  

та її параметрів і  

Для побудови довірчих інтервалів оцінок параметрів 

i
  використовують співвідношення (3.37). Із надійністю γ 

цей інтервал визначається за умови, що 
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*

2
| ( , ) .

1

i i

i

ii

P t k
e

c
n m

 
 

 −  
  = 

 
 
 

− − 



                    

(3.42) 

Враховуючи що * 

2

 
1 i

i

ii

e
c S

n m 
=

− −


 є незміщеною оцін-

кою середньоквадратичного відхилення для 
i


 , вираз (3.42) 

набуде такого вигляду: 

( )
*

*

,

i

i iP t k
S


 
 −

   = 
 
   

або 

( ) ( )( )* *

* *
, , .

i i
i i i

P t k S t k S
 

 −      +  =             (3.43) 

Тобто, із заданою надійністю   параметр 
i

  буде міс-

титися в проміжку 

( ) ( )* *

* *
, , ,

i i
i i i

t k S t k S
 

 −      +        
            

(3.44) 

де ( ),t k  знаходять за таблицею (дод. 1) за заданою надійніс-

тю   і числом степенів вільності 1k n m= − − . 

Аналогічно для побудови довірчого інтервалу для тео-

ретичної множинної лінійної функції регресії із заданою на-

дійністю   використовується рівність 

( )
*

*

~ , ,

i

i i

y

y y
P t k

S

 
−

  = 
 
 

                       (3.45) 

або 

( ) ( )* *

* *
, , ,

i i
i i iy y

y t k S y y t k S−    +             (3.46) 
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де i
y


, 
iy

S   визначають за формулами (3.17), (3.37) для фіксо-

ваних значень вектора 
1 2

( ,  , , )
T

n
x x x x=  . 

Якщо до значень 
0  1 1 2 2

...
m m

y x x x= + + + +  додати 

можливі відхилення залежної змінної Y від функції регресії, 

то до дисперсії ( )i
D y

  необхідно додати дисперсії випадкової 

величини 
i
 , яка дорівнює 2

 . Однак, враховуючи, що 2

  

невідома величина, використовуємо її точкову незміщену 

статичну оцінку 2
S


: 

( ) ( )( )*

2 1
* 2

.
i

T T

y
S S I x X X x

−


= +                    (3.47) 

Тоді довірчий інтервал для yi буде дорівнювати: 

( ) ( )* *

* *
, , .

i i
i i iy y

y t k S y y t k S−    +             (3.48) 

 

3.1.6. Перевірка статистичної значущості коефіцієнтів  

теоретичного рівняння регресії 

Статистична значущість коефіцієнтів теоретичної мно-

жинної лінійної регресії із m регресорами здійснюється на 

основі t-ста-тистики 

*

*

*

*
,   1, 2, , ,

i

i

i it i m
S



 −
= =                      (3.49) 

яка має розподіл Стьюдента із 1k n m= − −  степенями віль-

ності. 

Для заданого рівняння значущості  здійснюється пе-

ревірка правдивості статистичної гіпотези 
0

: 0
i

H  =  за аль-

тернативної гіпотези : 0
i

H

  . 

Формулювання альтернативної гіпотези дає підстави 

для побудови двобічної критичної області. Враховуючи те, 

що t-розподіл визначається парною диференційною функці-

єю, то за заданим значенням   і числом степенів вільності 
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1k n m= − −  знаходять критичне значення 
êð

;
2

t k
 

  
 

 за таб-

лицею [  ]. 

Враховуючи те, що 
êð êð

; ;
2 2

t k t k
    

 =   
   

, тобто крити-

чні точки симетрично розташовані відносно нуля, область 

прийняття гіпотези 
0

H  дорівнюватиме 

êð êð
; , ; .

2 2
t k t k
          

    
 

Спостережуване значення статистичного критерію об-

числюється за формулою 

*

*
*

i

i

it
S






= .                                      (3.50) 

Якщо *

êð êð
; , ;

2 2i
t t k t k


     
      
    

, то коефіцієнти 
i

  

вважають статистично незначущими, тобто вони статистично 

близькі до нуля. Це буде означати, що змінна 
i

X  лінійно не 

пов’язана із залежною змінною Y  і її присутність у моделі 

можна вважати зайвою із статистичного погляду. 

За виявлення такої ситуації рекомендується вивести 
i

X  

із моделі, що не викличе зниження її якості, але надасть 

більш чіткої конкретності. Якщо 

*

êð êð
; , ; ,

2 2i
t t k t k


     
      
    

 

то коефіцієнти 
i

  вважаються статистично значущими, а вхі-

дна змінна 
i

X  має вплив на вихідну змінну Y  об’єкта. 

 

3.1.7.  Перевірка загальної якості моделі об’єкту 

Після оцінювання індивідуальної статистичної значу-

щості кожного із коефіцієнтів 
i

  здійснюється сукупна пере-
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вірка коефіцієнтів, тобто перевіряється на правдивість стати-

стична гіпотеза: 

0 0 1 2
: ...  0

m
H  =  =  = =  =  

для заданого рівня довіри . 

Якщо 
0

H  не відхиляється, то можна зробити висновок, 

що сукупний вплив усіх m змінних xi на залежну змінну Y  

можна вважати статистично не суттєвим, а загальну якість 

рівняння регресії низькою. 

Перевірку цієї гіпотези можна здійснити на основі дис-

персійного аналізу, де порівнюються пояснювальна 

( )
2

i
y y

m

 −
 
 
 


 та залишкова дисперсії. 

У цьому разі нульова гіпотеза набуває такого форму-

лювання: 

( )
2

* 2

0
: ,

1

i i
y y e

H
m n m

−
=

− −

 
                    

 (3.51) 

за альтернативної гіпотези 

( )
2

* 2

: .
1

i i
y y e

H
m n m



−


− −

 
                   

 (3.52) 

Для перевірки правдивості 
0

H  беруть статистичний 

критерій  

( )

( )

( )

( )

2
*

2
*

2 2
* *

( 1)
,

1

i

i

i i i i

y y

n m y y
mF

y y m y y

n m

−

− − −
= =

− −

− −




 

   

 (3.53) 

який має розподіл Фішера із 
1k m= , 

2 1k n m= − −  степенями 

вільності і який визначений на інтервалі  )0, . 

Формулювання альтернативної гіпотези дає підстави 

для побудови правобічної критичної області. Критична точка 
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для неї визначається за заданим  і числом степенів вільності 

1k m= , 
2 1k n m= − −  за таблицею F-критерію [  ].  

Спостережуване значення критерію 
ñï

F
  обчислюється 

за формулою (3.53). Якщо ( )ñï êð 1 2
; ;F F k k

     , то 
0

H  відхи-

ляється на користь H


. Це означає, що пояснювальна диспе-

рсія є суттєво більшою залишкової, а це говорить про те, що 

рівняння регресії якісно моделює об’єкт ідентифікації. 

За умови ( )ñï êð 1 2
0, ; ;F F k k

      немає підстави для від-

хилення 
0

H . А це означає, що пояснювальна дисперсія буде 

спільновимірною із дисперсією, викликаною впливом випад-

кових факторів. Це дає підстави стверджувати, що сукупний 

вплив пояснювальних змінних моделі на залежну змінну Υ 

несуттєвий, а тому якість моделі в цьому випадку буде низь-

кою. 

На практиці частіше замість вище розглянутої гіпотези 

перевіряється на правдивість тісно з нею пов’язана гіпотеза 

про статистичну значущість коефіцієнта детермінації: 

                                      

( )

2

2

2
1 ,

i

i

e
R

y y
= −

−




                      (3.54) 

де 

( )

2

2

i

i

e

y y

 
 
 −
 




 визначає частку розсіювання залежної 

змінної Y відносно емпіричної регресії. 

Отже, необхідно перевірити правдивість 2

0
: 0H R =  при 

альтернативній 2
: 0H R


 . За статистичний критерій обира-

ють ви-падкову величину 

  

2

2

1
,

1

R n m
F

R m

− −
= 

−    
                         (3.55) 

яка має розподіл Фішера із 
1

k m= , 
2

1k n m= − −  степенями ві-

льності 
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( )

( )

2
*

2
*

( 1)i

i i

y y n m
F

my y

− − −
= 

−




.                     (3.56) 

Критерій (3.55) отримано із F-статистики, якщо чисе-

льник і знаменник поділити на  ( )
2

i
y y− . 

Із виразу (3.55) випливає, що 0F =  якщо 2
0R = . 

Отже, для перевірки статистичної гіпотези 
2

0
: 0( 0)H F R= =  для заданого рівня значущості  за табли-

цею [  ] знаходять ( )êð 1 2
; ;F k k , який буде визначати крити-

чну область ( )( )êð 1 2
; ; ;F k k  . Обчисливши спостережуване 

значення критерію, за формулою (3.55) визначаємо наступне: 

1) якщо
*

ñï êð
F F , то Н0 відхиляється, а це рівнозначно 

твердженню, що 2
0R  , тобто 2

R  є статистично значущим. 

У цьому разі можна зробити висновок, що рівняння регресії 

достатньо якісно моделює динаміку зміни залежної змінної 

Υ; 

2) якщо 
*

ñï êð
F F  немає підстав для відхилення Н0, 

2
0R = , а це інформує про те, що сукупний вплив регресорів 

моделі несуттєвий, а отже, якість моделі в цьому випадку 

низька. 

3.1.8. Визначення моделі статики генератора  

постійного струму 

За даними пасивного експерименту (табл. 3.1) необхід-

но знайти залежність не точно виміряної напруги генератора Υ 

від струмів якоря Х1 та збудження Х2. 
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Таблиця 3.1 

Залежність Uя  від  Iя і Iз 

№  

з/п 

Напруга  

у вольтах, Uя 
Струм якоря Х1,  

в амперах Iя 

Струм збудження  

Х2, в амперах Iз 

1 111 6 3 

2 103,2 10 1,3 

3 108,7 10 1,8 

4 101,6 16 1,8 

5 117 2 2,4 

6 118,9 4 4,0 

7 115,8 3 2,0 

8 118 6 3,0 

9 119 3 4,0 

10 106 6 1,6 

11 113 6 2,6 

12 123 5 2,1 

13 114 3 2,0 

14 111 3 1,5 

15 109,5 8 2,6 

16 128 3 2,2 

17 106 8 1,8 

1 8  105,8 9 1,6 

19 102,8 11 1,6 

20 126 1 2,2 

21 110,5 6 2,0 

22 116,9 7 2,3 

23 103,4 9 1,5 

24 114 1 1,4 

25 123 1 1,8 

Середнє 113,024 5,88 2,16 

 

Припустимо лінійну залежність напруги Y від струмів 

Х1  і Х2: 

0 1 1 2 2
.Y X X= + + +   

Необхідно: 

1) обчислити статистичну оцінку вектора ; 

2) проаналізувати ступінь адекватності побудованої 

моделі вибірковим даним; 
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3) виконати дисперсійний аналіз моделі та обчислити 

коефіцієнт множинної детермінації 2
R ; 

4) перевірити статистичну значущість коефіцієнта де-

термінації на основі критерію Фішера; 

5) визначити оцінки дисперсій * * *
0 1 2

2 2 2
, ,S S S

  
 та середньо-

квадратичні відхилення * * *
0 1 2

, ,S S S
  

 для статистичних оцінок 

* * *

0 1 2
, , ;    

6) для заданої надійності 0,95 =  побудувати довірчі 

інтервали параметрів 
0 1 2
, , ;    

Розв’язання : 

1. Обчислення статистичної оцінки для вектора . 

Емпіричний вектор *
  визначимо за формулою (3.10): 

( )
1*

,
T

X X X y
−

 =
 

де  

( )
1

T

0,67227 0,02897 0,21347

,0,02897 0,00330 0,00441

0,21347 0,00441 0,08667

X X
−

− − 
 

= −
 
 − 

 

T

325,6

1400,4 .

762,95

yX

 
 

=
 
 
 

 

Статистичні точкові МНК-оцінки параметрів моделі: 
* * *

0 1 2
115,4; 1,44; 2,79. =  = −  =  

Залежність напруги від струмів якоря і збудження: 

*

1 2
115,4 1,44 2,79 ,   1,25.

i i i
y x x i= − + =  

2. Аналіз ступеня адекватності побудованої моделі ви-

бірковим даним 

Обчислимо вектор *

i
y  за формулою 

* *

i
y X=  . 
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Правильність виконаних розрахунків можна перевіри-

ти, порівнюючи середні значення y  та y
 , де 

*1 1130,24; 130,24,

n n *

i ii i
y y

y y
n n

= == = = =
 

 

оскільки y y


= , попередні розрахунки правильні. 

Визначимо ступінь адекватності моделі за статистич-

ними даними табл. 3.1 через відхилення між фактичними 

значеннями та обчисленими за моделлю. Запишемо їх як 

елементи вектора e: 

*
.

i i i
e y y= −  

Середнє значення дорівнює нулю , отже, розбіжностей 

не існує, модель адекватна. 

3. Перевірка статистичної значущості коефіцієнта 

множинної детермінації 2
R  за критерієм Фішера 

Для перевірки статистичної значущості впливу регре-

сорів на залежну змінну моделі використовуємо статистич-

ний критерій Фішера 
2

2

1
.

1

R n m
F

R m

− −
=

−
 

Для рівня значущості 0,05 =  та степенях вільності 

1
2,k m= =  і 

2
1 22k n m= − − =  за таблицею [  ] знаходимо 

( )1 2
; ; 3,44.F k k =  

Спостережуване значення критерію Фішера: 

2

*

2

1 0,6736 22
22,7.

1 1 0,6736 2

R n m
F

R m

− −
= =  =

− −
 

Критерій Фішера має правобічну критичну область із 

кри-тичною точкою 3,44. Оскільки F F

 , то статистична 

гіпотеза 2

0
: 0H R =  відхиляється, отже, всі регресори мають 

вплив на за-лежну змінну. 
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5. Оцінювання дисперсій оцінок параметрів
 0 1 2

2 2 2
, ,S S S

    
та їх стандартних похибок 

0 1 2
, , .S S S

    Незміщена оцінка для 

дисперсії залишків 


 : 

2 21
;

1
i

S e
n m


=

− −


 

2 1
438 19,9.

22
S

=    

Коваріаційна матриця оцінок парамет-

рів: 

( )( ) ( )
1

* * 2
cov ;

T
T

S X X
−


  =  

звідки дисперсії оцінок параметрів: 

* * *
0 1 2

2 2 2
13,38; 0,0658; 1,725.S S S

  
= = =  

Середньоквадратичні відхилення оцінок параметрів: 

* * * * * *
0 0 1 1 2 2

2 2 2
3,6587; 0,256; 1,313S S S S S S

     
= = = = = = . 

6. Перевірка статистичної значущості оцінок пара-

метрів 
0 1
,  ,

2
 . Сформулюємо нульову гіпотезу 

0
: 0

i
H  =  

за альтернативної гіпотези : 0
i

H

  : 

* *
0

*

* *
1 2

*

* *

* *

0 115.4
, 0,1, 2; 31.5;

3,658

1, 44 2,79
5,62; 2,12.

0, 256 1,313

j

j

j
t j t

S

t t

 



 

 −
= = = =

= = = =

 

За обчисленими значеннями *

*

i

t


 знаходимо, що оскільки 

( )*

*
2,07 0,1,2

i

it

 = , то нульову гіпотезу про рівність нулю 

пара-метрів 
0 1
,    та 

2   
  відхиляємо. 

7. Розрахунок довірчих інтервалів оцінок параметрів 

1
  та 

2
  із надійністю 0,95. =  



 96 

 

0

1

2

(115,4 3,658 2,07) (115,4 3,658 2,07);

( 1,44 0,256 2,07) ( 1,44 0,256 2,07);

(2,79 1,313 2,07) (2,79 1,313 2,07);

−     + 

− −     − + 

−     +       

(3.57) 

або 

0 1 2
107 123; 1,97 0,91; 0,067 5,516.  −   −    

Як бачимо, з пасивного експерименту (табл. 2.2), за не-

точно виміряної напруги Y і майже точних значень струмів 

якоря і збудження, довірчі області оцінок параметрів досить 

великі. Суттєве зменшення розкиду інтервальних оцінок 

(3.57) можливе або шляхом збільшення числа вибірки даних, 

або шляхом побудови активного експерименту, за умови ве-

ликих вибірок використання вагових функцій з метою псев-

до-ортогоналізації регресорів.  

 

 

Запитання 

 

1. За яких умов МНК дає оптимальні оцінки парамет-

рів? 

2. Якфі числові характеристики МНК? 

3. Як визначають довірчі інтервали МНК-оцінок? 

4. Як впливає число обумовленості інформаційної ма-

триці на якість МНК-оцінок паарметрів? 
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Розділ 4 

 

ДОСЛІДЖЕННЯ МЕТОДІВ ОЦІНЮВАННЯ 

ПАРАМЕТРІВ МОДЕЛЕЙ ЗА НЕТОЧНИМИ 

ВХІДНИМИ І ВИХІДНИМИ СИГНАЛАМИ 
 

4.1. МНК в ситуації зашумленості вихідних 

і вхідних сигналів 

 

У розділі 2 було показано, що за відповідних умов точна 

нелінійна, нестаціонарна модель (2.1) може бути зображена 

наближено лінійною стаціонарно моделлю (2.2) вигляду 

( ) ( ) ( ) ,X t AX t BU t= +  кожен i-й рядок якої 

( ) ( ) ( )
1 1

n m

i ij j ik k

j k

x t a x t b U t
= =

= +   

можна подати як рівняння регресії, де ( ) ( )i
y t x t= , а множи-

на функцій ( ) ( ){ , }
j k

x t U t  утворює вектор-функцію ( )X t  

відповідних регресорів { , }
ij ik

a b  — вектор   параметрів. 

Реально маємо ситуацію (3.23), за якої всі змінні вимірю-

ються з випадковими похибками. 

У розд. 3 було показано, що наявність випадкових збурень 

у вимірах незалежних змінних Х призводить до зміщення 

оцінок ̂  вектора β параметрів моделі Υ = Хβ, якщо вони 

визначаються методом найменших квадратів. Ця ситуація не 

відповідає умові 4 Гаусса–Маркова. Лише за наявності 

апріорної інформації про дисперсії 
2

i
  білих шумів у вимірах 

Хі(k), (і = 1,n ; k = 1,m , M >> n), ситуацію можна дещо випра-

вити, якщо від діагональних елементів аіі матриці ХТХ відня-

ти присутню в них складову М
2

i
 . Тоді в асимптотиці 

(М→∞) — це математичне сподівання оцінки ̂  буде 
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незміщеним: М( ̂ ) = β, бо складова diag 2

i
 ∙М буде ском-

плексована складовою — М 2

i
 .  

У випадку, якщо апріорі відомо, що ( )*

i k
X t  — гладкі 

низькочастотні функції, а шуми Ni(tk) вимірів Xi(tk) високоча-

стотні, оцінку 2ˆ
i

  дисперсії 2

i
  шуму в вимірах Хі(tk) можна 

отримати шляхом низькочастотної фільтрації сигналів Хі(tk) 

— формування моделі шуму ( )ˆ
i

N t , як різниці Хі(tk) і ( )ˆ
i k

X t , 

де ( )ˆ
i k

X t  — відфільтроване значення. Тоді 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )
2

1

1ˆ ˆ ˆˆ,
1

M

i k i k i k i i k i kk
N t X t X t X t X t

M
 =

= −  = −
−
 . 

Скоригувавши діагональні елементи інформаційної мат-

риці ХТХ на ці дисперсії, отримаємо незміщені МНК-оцінки 

̂  вектора β. 

Практична постановка задачі часто містить в собі суттєву 

частку невизначеності статистичних властивостей перешкод 

у вимірах вхідних Х і вихідних Y даних про об’єкт, модель 

якого може бути подано як регресійну: 

* * * *
Y X=  +  ,                                     (4.1) 

де 
* * * *
, , ,Y X    — точні значення змінних виходу, входу і 

нев’язки, яка утворюється за умови, що оцінку β* для точних 

значень отримано за методом найменших квадратів: 

( )

( )

1
* *T * *T *

1
*T * *T *

;

,

X X X Y

X X X C

−

−

 =

=

                            (4.2) 

тобто, за умови 

β* = argmin ε*T∙ε*.                                                 (4.3) 

На практиці МНК-оцінку (4.2) отримують за збуреними 

перешкодами Nx i Ny: 
*

*

,
x

y

X X N

Y Y N

= +

= +
,                                   (4.4) 
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де 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 2

1 1 1 1

2 1 2 (2)
.

.......................................

i n

i n

i n

x x x x

x x x x

x M x M x M x M

Х

   
 

  
 
 

   

=   

( )T *

*

[ 1 (2) ( )], ( ) ( ) ( ), ( )

( ) ( ), 1, .

i i xi i

i y

Y  y y y M   x j x j N j    y j

y j N j j M

=  = + =

= + =
 

МНК-оцінка (4.2) ̂  вектора β*знаходиться з умови (4.3), 

але вже для реальних даних (4.4) у звичайній 

( ) ( )T T T T
  , , Х Х Х Y CY C  X X X = = =              (4.5)  

або у рекурентній формах: 

Tˆ ˆ ˆ  ( 1)  ( ) ( 1) ( ) ( ) – ( )  ( ) ,j  j  P j X j Y j  X j j  + =  + + 
 

 

1
T T

( 1) ( ) – ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 1 ( ) ( ),P j P j  P j X j х j р j Х j X j P j
−

 + = +   

з початковими умовами Р(0), ̂ (0).  

Якщо останні невідомі, то приймають ̂ (0) = 0, P(0) = 

2
 β∙I, 

2
(0)  →∞. 

Для спрощення аналізу покладемо, що перешкоди Nx i Ny 

— гауссівські білі шуми, авто- і взаємонекоректовані. 

Визначимо зсув Δβ оцінки (4.5) відносно точного значення 

(4.2): 

 

 

 

* * * * *

* * *

1
*T * T *T * *

1
*T * 2 *T * *

{ } ( )

( )

diag .

y

x x

i

M   M C C N Y N

M C C N Y

X X M N N X Y

X X  МI X Y

−

−

    =  −  = +  +  + − =   

 = +  − = 

 = + − =
 

 = +  − 

  (4.6) 

Позначимо 
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 *T * * T *T * *
, , .

x x
X X A M N N A X Y B= =  =  

Тоді:  

( )
1

* * * *ˆ, .A B   A A B
−

 =  +   =
   

Звідси ( )* * *ˆ ˆ ˆ ,А A A  = −  − = −   тобто 

( )* *ˆ ˆ ,A  A  +  = −   

або  

( )
1

* *ˆ .A A A
−

 = − +                                 (4.7) 

Як бачимо, оцінка ̂  за умов навіть некорельованих білих 

шумів Nx і Nу, буде занижена відносно істинної β* на 

величину (4.7). Остання, за умови, що норма ||δA|| → 0 пря-

мує до нуля, а ̂  до β*;  

І за умови, що норма ||δA|| → ∞ прямує до нуля. 

Коваріація оцінки (4.5) за наведених вище умов та прий-

маючи, що норма T

x
N   набагато менша, ніж *T

X  або 

T *

x
N Y , наближено дорівнює: 

   
   

T

1 2 1 2

T T T T

1 1 2 2

ˆcov

,

Х x

X X

M С C N С  C N

С М С С M N N C

    +  + =
 

=  +

               (4.8) 

де *
,

Y
  N =  +  

 
1

*T * T *T

1

1
*T * T *T

2

,

{ } .

X X

X X

C  X X M N N X

C  X X  M N N Y

−

−

 = +
 

 = + 

 

Перша складова виразу (4.8) зі зростанням рівня Nх змен-

шується, в другій С2 зменшується, а 
T

{ }
X X

M N N  збільшується. 

Але С2 входить до виразу (4.8) квадратично, тоді як 
T

{ }
X X

M N N  — лінійно. Тому для білого шуму, якщо 
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 T

X X Nx
M N N


=  МІ, зі зростанням 

Nx


  коваріація оцінки ̂  

зменшуватиметься. Таким чином МНК має властивість регу-

лярізації системи до нормальних рівнянь, подібно за Тихоно-

вим 1. Остання полягає в мінімалізації звичайного квадра-

тичного функціонала m
I =    з регуляризуючим додатком 

Tˆ ˆ  , де α — параметр регуляризації: 

* T * T
( – ) ( ˆ) ,ˆ–

ò
I Y X Y X=   + =

 

      ( )*T * *Tˆ ˆ  0 2   ,
I

X X X Y   


= = − + 


                      (4.9) 

звідки ( )
1

*T * *Tˆ     . X X I X Y
−

= +   

Зіставляючи (4.7) і (4.9), бачимо, що в МНК параметр 

Тихонова дорівнює diag σi
2∙M. 

 

4.2.  Узагальнений МНК та його практична реалізація 

У цьому методі знаходяться МНК-оцінки за зваженими  

U–1 (відфільтрованими) даними: 

1 1 1ˆ ˆ  ,    X U X Y U Y
− − −
= = , 

що еквівалентно мінімізації функціонала 

( ) ( )
2

1

1ˆ0,5 ,
j

M

y j x j QI  
−

=

− =                        (4.10) 

де Q — матриця ваги кожного j-го виміру: Q = (cov ̂ )∙UT. 

Тоді зважена вагою Q–1 оцінка узагальненого МНК 

(УМНК), отримана за умови мінімуму (4.10), дорівнює: 

( )
1

T 1 T 1
 ̂  X Q X X Q Y.

−
− −

 =                            (4.11) 

Коваріація оцінки (4.11): 

( )   ( )
1 1

T 1 T T 1 T 1ˆcov  .
y y

 X Q X X M N N Q X X Q X
− −

− − −
 =  
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Оцінка (4.11) має мінімальну дисперсію за умови, що  

 T
,

y y
Q M N N=  

тоді  

 
1

T Tˆcov   .
y

X M NyNN X
−

 =
 

 

Для некорельованого білого шуму в вимірах ( )y
YQ j I


=  . 

Тоді рекурентна формула УМНК збігається із зваженим 

МНК: 

T

2

( )

1ˆ ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ) ,
y j

j j P j X j y j X j j
 

  + =  + + −      

  (4.12) 

1
T 2 T

( ) ( ) – ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).
y

P j 1 P j X j X j P j  X j  j X j P j
−

 + = +    

Неточність визначення чи апріорного завдання матриці 
1

Q
−  призводить до суттєвої втрати оптимальності оцінок 

(4.11), (4.12).
 
Тобто, алгоритм не є робастним 2: статистич-

на незначна неадекватність матриці Q коваріації перешкод 

Ny, викликана, наприклад, окремими перебоями в даних, які 

утворюють в законі розподілення перешкод Ny так звані 

«тяжкі хвости» 2, під час оцінювання вектора ̂  за алго-

ритмом (4.11), це може привести до суттєвої помилки. Тому в 

практичній реалізації більш зручним і надійним буде 

квазіоптимальний УМНК:
 

– на першому етапі відбувається виявлення та виправ-

лення аномальних даних та квазіоптимальне оцінювання сиг-

налів X, Y шляхом згладжування лінійними фільтрами їх за-

шумлених вибірок X(j), Y(j), j = 1, M ; 

– на другому — МНК-оцінювання вектора ̂  за отрима-

ними на першому етапі оцінками X̂  i Ŷ  точних значень X*, 

Y* сигналів. 

Для такого підходу перешкоди , 1, ,
X y

N i n N


=  можуть бу-

ти взаємокорельованими. Окрім того, оскільки модель (4.1) 

лінійна, то, за умови фільтрації всіх змінних Xi(t), Y(t) одним 
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лінійним фільтром, невідповідність згладжених значень *
X̂  i 

*
Ŷ  істинним X*, Y* не приводить до зміщення оцінки ̂  

відносно β*. Дійсно, знак рівності в рівнянні (4.1) не пору-

шується, якщо на його ліву і праву частину подіяти лінійним 

оператором фільтра Wф: 

       * * * * * * *

ф ф ф ф
 W Y  W Х W Х W= =  +  =  +  .      (4.13) 

Математичне сподівання оцінки ̂ : 

( )  
1

*T * T * *ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ .
x

M   X X M N N X Y
−

  = +
 

 

Якщо для спрощення прийняти що 

( )  T 2ˆ ˆ diag ,
sx N

M N N I=   а також покласти, що власні числа 

матриці ( )  
1

*T * 2ˆ ˆ diag
iNX X

−

  менше одиниці, то вираз 

( )  
1

1
*T * 2ˆ ˆ diag

iNI  X X

−
− 

+ 
  

 можна подати рядом. Тоді : 

( ) ( )  

( )  

1
1

*T * *T * 2 *T *

1
*T * 2 *T *

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆdiag

ˆ ˆ ˆ ˆdiag .

i

i

N

N

X X I X X X Y

I X X X Y

−
−

−

  = +  
  

  − 
  

 

Звідси  

( ) ( )  
1

1 2
*T * *T * *T * 2 *T *ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆdiag .

iN
X X X Y X X X Y

−
− −   − 

  
 

Враховуючи, що : 

( )
1

*T * *T *ˆ ˆ ˆ ˆ ,X X X Y
−

   

отримаємо вираз для зсуву: 

 ( )
1

2 *T * *ˆ ˆ ˆˆ ˆdiag .
iN X X

−

 =  − = −                      (4.14) 
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Оскільки норма   не більше добутку норм складових 

правої частини рівняння (4.14), то справедлива нерівність: 

 
1

2 * *T

ˆ
*

ˆΔ
ˆ ˆdiag .

ˆ iN
X X

−

  



                   (4.15) 

Що сильніша фільтрація X, Y оператором Wф фільтра, то 

менша норма матриці збурень 2

ˆ
iN

 . Тобто фільтр заглушує 

перешкоди, не порушуючи рівняння (4.13). Але згладжуван-

ня фільтром складових Xi(t) вектор-функції X(t) звужує їх ча-

стотні спектри і, як наслідок, зменшує їх лінійну незалеж-

ність. Зменшується число обумовленої матриці ( )T* *ˆ ˆX X  і, як 

наслідок, збільшується норма зворотної матриці ( )
1

* *Tˆ ˆX X
−

.  

Для кожних конкретних випадків існує оптимальне зна-

чення згладжуючого ефекту фільтра Wф, за якого норма 

зміщення (4.15) буде мінімальною. 

Коваріація оцінки ̂  за методом УМНК при допущенні 

взаємонекорельованості перешкод, подібна до МНК (4.8), але 

матриці М{εεT}, M{NyNT
y} вже недіагональні. Чим далі роз-

несено спектри сигналу і перешкоди, то краща фільтрація і, 

відповідно, оцінки квазіоптимального УМНК. 

 

4.3. Інтегрований МНК 

4.3.1. Загальні положення 

 

МНК- і УМНК-оцінки попередніх методів знаходяться як 

координата точки мінімуму відповідних функціоналів εТε і 
Tˆ ˆ  . Оскільки функціонал є усередненим на кінцевому інтер-

валі Т значенням квадрата ε чи ̂ , які є сумішшю корисного   

сигналу  
* *

Y X−   і випадковою збурення y x
N N−  , то він як функція 

від β не є точним. Відомо 3, що операція диференціювання 
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( )T
 


  зашумленої функції T

   є некоректною. Цим обу-

мовлена невисока точність МНК-оцінок на коротких сильно-

зашумлених вибірках даних X, Y. УМНК дещо покращує точ-

ність завдяки згладжуванню перешкод в X, Y. Але на корот-

ких вибірках впливає на точність фільтрації невизначеність 

граничних умов. Окрім цього зглад-жування зменшує обумо-

вленість матриці Tˆ ˆX X , що еквівалентне зменшенню крутості 

функціонала. Тоді знову зростає область невизначеності G 

оцінки ̂ . Бажано зменшити розкид значень функціонала, не 

зменшуючи його кривизни в зоні екстремуму. Це можливо 

зробити для незгладжених X, Y шляхом додаткового усеред-

нення по множині квазістатистично незалежних функ-

ціоналів, близьких до середньоквадратичного. Такими 

функціо-налами можуть бути зсунуті у часі t на інтервал   

середні добутки ( ) ( )
T

0

1
t t dt

T
  +  . Усереднюючи їх на ін-

тервалі  1 1
,−  , отримаємо критерій: 

 
−

+=
1

2 0

,)()()(
2

1






T

dtdttI              (4.16) 

де ( )   — функція ваги, в найпростішому вигляді одинична. 

Необхідна умова мінімуму І за k , k = 1,n :  

( )
( )

( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )

1

1

1

1

T

0

T

0 1

1

1 ( )
( ) ( )

2

( ) ( )

0, 1, .

k k k

n

k i i

n

i

i i

i

k

tI t
t t dtd

d

x t y t x t

x t y t x t k n

−

=−

=









  +   
=    +  +   = 

   

 
=   − +  −  +  + 

 

 
+ − +  −  = = 

 

 

 



   (4.17) 

Із виразу (4.17) випливає система нормальних рівнянь: 

А∙ ̂  = В,                                           (4.18) 
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де А — матриця nn з елементами 
ik

a ; B — матриця-

стовпчик n1 з елементами 
k

b ; 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

1 0

,

t T

ik i k i k

t

a x t x t x t x t dtd
−

   +  + +  =             (4.19) 

( )( ) ( ) ( )
1

1

0

( ) ( ) .

t T

k i k k

t

b y t x t y t x t dtd
−

   +  + +   =                (4.20) 

 

Для дискретних у часі t вибірок інтеграли замінимо 

відповід-ними сумами. Тоді : 

( ) ( ) ( )
1 1

( ) ( ) ( ) ,
p M

ik i
j

k i k
p

a l x j l x j x j x j l
=− =

  + + + =    

( ) ( ) ( )
1 1

( ) ( ) ( ) .
p M

k k
j

k
p

b l y j l x j y j x j l
=− =

  + + +=     

Розв’язок системи (4.18) дає шукану оцінку ̂ : 

ˆ .A B =                                            (4.21) 

 

4.3.2. Аналіз складових методу 

Проаналізуємо наскільки ця оцінка відрізняється від 

істинної β* див. рівняння (4.2). Для цього спочатку розгля-

немо одну зі складових інтеграла (4.16) суми 

 
1 1

( ) ( ) ( ),
1

2
e

p j

p M

l j j lI
=− =

   +=                          (4.22)  

наприклад, якщо l = –m.  

Тобто зсув τ = –m∆t, де ∆t — крок дискретності вимірів X, 

Y у часі t. Тоді, без урахування ваги η(m), –m — складова 

дискретної моделі інтегрокореляційного критерію (4.22) 

дорівнюватиме: 
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( ) ( )

( )

Т
Т

0 0

Т Т Т Т Т

0 0 0 0

1 1ˆ ˆ ˆ
2

1 1 ˆ ˆ  –
2 2

1
,

2 2

m
I Y X Y X

Y Y X Y X Y X X

− − −

− − − −
 

=   =  −  =

= − + + 

   (4.23) 

де індекс –τ, що означає зсув xi(t), y(t) на τ = m∆t:  

( )

( )
1

1

1

(1) (1) 1

(2) (2) 2
, ,

( ) ( ) ( )

n

n

n

x x y

x x y

x M m x M m y M m

X Y
− −

   
  


  
   
  

−  − −   

= =  

( )

( )1

0 0

1

1

( 1) ( 1) 1

( 2) ( 2) 2
, .

( ) ( ) ( )

n

n

n

x m x m y m

x m x m y m

x M x M y M

X Y

+  +  + 
  

+  + +  
   
  

   

= =  

Якщо зсув –τ більше часу кореляції перешкод N i ̂ , то 

математичне сподівання Іm   (4.21) буде інваріантне до цих 

перешкод. 

*Т *

0

1

2
{ } .

m
М І

−
=    

Необхідна умова мінімуму Іm: 

( ) ( )T T T T

0 0 0 0

1

ˆ 2

1 ˆ 0,
2

m

T
X Y X Y X X

I
Y Y

− − − −
+ + += −


 =




    (4.24) 

достатня умова 

( )T T

0 0
de 0.

2
t

1
X X X X

− −
+                          (4.25) 

На відміну від МНК, для додатної визначеності матриці 
T T

0 0
X X X X

− −
+  в (4.25) недостатньо лінійної незалежності 

функції xi(k). Визначимо верхню границю τгр для зсуву τ, за 

якого нерівність (4.23) перетворюється в рівність, тобто си-

стема стає виродженою. 
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Оскільки перешкода N лише покращує обумовленість 

матриці ХТХ, то при виведенні τгр братимемо N = 0, Х = Х*. 

Зобразимо 
*

X
−

 рядом Тейлора: 

( )* * * *

0 0 0 1 0 ,X X X   X R X− = −  +                       (4.26) 

де *

0X  = 
*

0

d
X

dt
, ( )*

1 0R X  – матриця залишкових членів в роз-

кладенні (4.24). З точністю до ( )*

1 0R X  маємо: 

( ) ( )

( )

*T * *T * *T * * * * T *

0 0 0 0 0 0 0 0

*T * *T * *T *

0 0 0 0 0 0 1

1 1

2 2
(

,
2 2

)

Г Г

X X X X X X X X X X

X X X X X X

− −
+ −  + −  =




 


= + = −

      (4.27) 

де Г, Г1 – симетричні матриці: Г – матриця Грама, тому вона 

додатно визначена.  

Відомо, що дві симетричні матриці, з яких одна додатно 

визначена перетворенням Т, можна одночасно привести до 

діагонального виду так, що на діагоналі матриці Г будуть всі 

одиниці, а на діагоналі Г1 — власні значення 


  матриці Г–1 

(для виразу (4.27) – 
2


Г–1 Г1): 

11

1

1n

1

1 0 0

Г Г .
2

0 1 0
2

Т T
−

   
     

− =      




      


−                (4.28) 

Граничне значення τгр зсуву визначається за умови: 

1
ma 0x ,

2
i

p
1 


− =  

або  

    гр

1

2
,

max i




=                                      (4.29) 

де 
1i

  – власні значення матриці 
1

Г
2

−
 .  
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Зрозуміло, що чим більше τ, то гірше обумовлена мат-

риця Г (більше || 1
Г
− ||), то більше max

1i
  і, як наслідок, мен-

ший граничний зсув τгр.  

Розглянемо, як вплине симетрія зсуву   на граничне 

значення. Тут  

( ) ( ) ( )

( )

T
T T

0 0

T T T T T T

0 0

0

0

0

( ) ( )

ˆ ˆ( ) (

ˆ ˆ ˆ) ,

I Y X Y Y  X X Y Y

Y X Y Y X X Y X Y Y

 −     



− −

  − − − −  

=   +  = −  + − +  = +

 −    + ++ + + +

    (4.30) 

10

1

0

1

( 1
( 1) ( 1)

( 2)
( 2) ( 2) , ,

( ) ( )
( )

n

n

n

y m
x m x m

y m
x m x m Y

x M m x M m

X

y M m

+ 
+ +   

+   +  +
   
 − −   

− 

= =  

де 

1

1

1

1

1

1

(2 1
(2 1) (2 1)

(2 2)
(2 2) (2 2) , ,

( ) ( )
( )

(1)
(1) (1)

(2)
(2) (2) , ,

( 2 ) ( 2 )
( 2 )

.

n

n

n

n

n

n

y m
x m x m

y m
X x m x m Y

x M x M
y M

y
x x

y
X x x Y

x M m x M m
m

m

y M



− −



+ 
+ +   

+   +  +
   
    

 

 
   
   
   
 − − 

= =

= =

 
− 





=

 

Необхідна умова мінімуму I 

T T

0 0T

T T

0 0

( ) ( )

( ) ( ) ˆ 0.

I
X Y Y X X Y

X Y XX X X





−  −

−  −


 = + + + + 

 + +  =+ +

 

Достатня умова мінімуму І 

T T

0 0T
det ( ) ( ) 0.

I
X X X X X X

 −  −


= + + +

 



     (4.31) 
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Аналогічно висновку (4.29) знайдемо граничне гр із умо-

ви, що  у формулі (4.31) дорівнює нулю. Розглянемо вже три 

члени ряду (4.26): 

( )* *
2

* *

0 3

*

0 0
, ,

2
X X X X R X


= + + +


             (4.32) 

2
* *

0

* *

0 30
( , ).

2
X X X R XX

−


= + +− −  

З точністю до ( )3
,R X  , отримуємо 

( ) ( )
T

*T * * * *

0 0

2 2

*T * *T * *T *

20 0 0 0 0 0
4 4

,

Х X X X X X

Х Х XХ Х X

 −  −

+ + = 

+ + + 


  +



 

        (4.33) 

де Г і Г2 – подібні матриці до рівняння (4.28); Г – додатно-

визначена матриця Грама.   

Тоді як і рівняння (4.28), вираз (4.33) приводиться пере-

творенням Т до вигляду: 
2 2

21

2

2

01 0
,

00 14 4
Г Г

i

n

Т T
−

   
+   

  

 
+ =

 



 

де  
2i

  – власні значення матриці ( )
2

1

2
1,

4
T i n

−
 = . 

Граничне значення зсуву гр визначатиметься з умови  

2

гр

2
1 max 0

4
i


+  = , 

або 

гр

2

2

max | |
i




= ,                           (4.34) 

де 
2

max | |
i

  береться за множиною {
2i

 } від’ємних власних 

значень матриці 1
2

2
4

−
   на відміну від (4.27) для несимет-

ричного зсуву. 
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Якщо продовжити розкладання (4.30) і підставити його в 

(4.31), легко впевнитися, що всі непарні члени розкладання 

(4.31) скоротяться.  

Таким чином, для точних Х* матриця 

( ) ( )
T

*T * * * * *

0 0
Х X X X X X

 −  −
+ + +  

відрізняється від матриці *T *

0 0
Х X  МНК лише парними члена-

ми розкладання (4.32), ураховуючи припущення гладкості 

( )0
x t . 

Можна очікувати, що ця різниця буде суттєво меншою, 

ніж у (4.25) для точних Х*, оскільки там присутні всі члени 

розкладання  (4.32). Таким чином, граничне значення (4.34) 

більше, ніж за умовою (4.29), а при тому ж τ показник (4.30) 

при неточних Х = Х* + N ближче до показника МНК (при 

точних Х*), ніж показник у рівнянні (4.23). Щоб це підтвер-

дити, розглянемо зсув і коваріацію оцінки ̂ :  

1
T T

0 0

T T

0 0

ˆ ( )

[ ( )

)

) ( ].

Х X X X X X

Х Y Y X X Y

−

 −  −

 −  −

  = + ++

 ++

 

+


              (4.35) 

 

4.3.3. Кількісні показники (4.35) 

Зсув ˆ : 

   
( ) ( )

0

* * * *

0 0 0 0 0

1
* T T

0

1
T T T T

0

(

(

ˆ ˆ ˆ ) ( )

) ( ) ,

Х X X X X

Х Y Y X X Х

M M

Y X Х

X

Y

 −  −

 −  −

−

−

+ +

+ +

  =  − = +  

   + −    

 

або 
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( ) ( )

( ) ( ) 

 ( ) ( )

  ( )

T T

0

T T *T * *T

0 0

1

0

1
*

0 0

*

0 0

1

0 0

1
*

0

0 0

T* * * T

0

TT T

0

T T *T *

0 00

(

(

ˆ ) ( ) ]

) ( )

( )

( )

( ) ( )

т

Х X X X X

Х Y Y X X Х X Х

Х X X X X

Х Y Y X X

X

M

X Х X

X

M Y Y

X M N N N

N N N Y

M ХX

 −  −

 −  −

 −  −

 −  −

 −

−

−

 −

−

 −

−

 −

  = +  

  + − = 

= + + + +


+ + + +


 + 

+

+ 

+

+ +

+ +

+



+

++ − 
*T *

0 0
.Y

 

Скориставшись розкладанням (4.32) і формулою (4.33), 

отримаємо: 

( )

( )( )

( )* * * *

*T *

1

2 *T * *T *

0 0 0 0 0 0

1

2

2

*T *

0 0

ˆ

4 2( 2 )

( ) ( ) ,

4 4( 2 ) ( )

X

N

X

N

X Y X Y X Y M m

R X

M m R

R X
−

 

−

  =  
 

 +  + + − 


  + − −

 +  + − 




 

де ( )
NN

R   — матриця (nn) кореляційних функцій ( )
i jN N

R  , 

, 1, ,i j n=  ( )* *X
R


  — вектор-стовпчик (n1) кореляційних 

функцій ( )
i jX

R


 , i, j = 1,n . 

Зсув ˆ  викликано членами (М – 2m) ( )
NN

R   і 

 ( 2 ) ( ) ( ) .
X X

M m R R
 

−  + −  Член при τ більшому часі коре-

ляції перешкод дорівнює нулю. Друга складова 

  ( )
2

*T * *T *

0 0 0 0
( 2 ) ( ) .

2
X

M m R X X



−    +   

Тоді  

( )

1
2

2
ˆ 2 ( 2 ) ( ( )) ( ) .

4
X X

M m R R

−

 

 
 =  +  −  + − 
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Звідси бачимо, що зсув ˆ  зменшився, якщо виконується 

нерівність 

( )
2

1

1

2 1

2
2Г Г 2Г Г ,

2

M m

M m

−

−
 − 

+  −  
−




 
  


          (4.36) 

або за того ж зміщення ˆ оцінки ̂ , граничне гр  зросло. 

Оцінка дисперсії оцінки ̂ : 

 ( )  ( )
T

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcov M M M
   =  −   −     

. 

Подамо ̂  із рівняння (4.35) так:  

( ) ( )

( ) ( )( )

( ) ( )

T
* * * * *

0 0

1
* *

0 0

* * *

0

T *

T

0

ˆ 4( 2 ) (

,

)

.

,

т

NN

т

Х X X X X X R

X N Х N Y

X N X N Y

M m

Y

 −  

−

 −



−

 − −



 = + + −  +


+  + +  +

+ +

 +  +


+ + + + +



 

За великих M, нехтуючи випадковою складовою і випад-

ковими компонентами ( ) ( )
0

T

0N N N − − 
  +  +
 

 другого 

порядку малості, позначивши: 

( ) ( )
1

* * * * * * *

1 0 0

T

0 4( 2 ) ( ) ;
т т

NNС Х X X X X X M m R Х
−

 −  −
 = +
  

 + + + − 

 

( ) ( )
1

* * * * * * *

1 0

T

0 4( 2 ) ( ) ;
т т

NNС Х X X X X X M m R Х
−

 −  − −
 = +
  

 + + + − 

 

( ) ( )
1

* * * * * * *

1 0 0

T

4( 2 ) ( ) ;
т т

NNС Х X X X X X M m R Х
−

 − − 
  + + + −= +
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( ) ( )
1

* * * * * * *

2 0 0

T

04( 2 ) ( ) ;
т

NNС Х X X X X X M m R Y
−

 −  −
 + + + − =

  
+

 

( ) ( )
1

* * * * * * *

2 0 0

T

4( 2 ) ( ) ;
т

NNС Х X X X X X M m R Y
−

 −  − −
 + + + − = +

 



 

( ) ( )
1

* * * * * *
T

*

2 0 0 4( 2 ) ( )
т

NNС Х X X X X X M m R Y
−

 −  − 
 = +
  

 + + + − 

, 

отримаємо: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 
    ( )

( )  ( )

1 2 1 0 2 2 2 0

1 1 1 0 2 2 2 0

TT T

1 1 1 0 1 1

T T

1

T

1 1

T

1

ˆcov

) )

(

( )(

)

(

С С С С N N С С N

С С С С N N С С N

С M С С M С С

С С С N N

M

MM С

 −  −

 −  −

 −  −  −

 −  −

      +  +  + +

      +   + +

     +   +   +  



     + + +   

 + + + + =

= + + +

+ + +    + ( )

( )   ( )  ( )

TT

0 1 1

T TT T

1 1 0 1 1 1 0 0 1 1( )

N С С

С С M N N N C С С M N N С С − 

+ +

+

 

   + + +   + +

 

або  

 ( )( )  

  ( ) ( ) 
 

T T

5 0

TT

0 5 6

0 0 6 5 3 5 6

T T

0

3 6

0 0

T T T T

2 ( )ˆcov

)

,

2 (

M

M

M N N C C Q C

С M

M С С N

C

N N

F

M

C

 −  −  −

 −   −



  +   +  +  +   +

+   +   

  =
 

+ + +


+ = +

+   (4.37) 

де 
1 1 1 5 2 2 2 6,C C C C C C C C       =   = .  

Враховуючи співвідношення (4.36), для |τ| > 0 можна 

сподіватися, що 3 5 1 ,C C C   4 6 2 ,C C C   тоді як  

3 2 ,Q Q=  3 2 .F F=  

Внаслідок того, що в (4.37) має місце співвідношення 

діагональних і нільпонтепних матриць, тому при рівних τ 

зсув і коваріація оцінок ̂  при τ буде менше, ніж для –τ. 
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Тобто симетричний зсув наближає критерії ( )T

0  −  +   до 

ідеального *T *

0 0  . Таким чином, кожна m-нa складова інте-

грокореляційного критерію (4.22) у межах зсуву m t  =  , 

меншого за модулем, ніж гр (4.34), при її мінімізації дає 

оцінку ̂  (4.35), близьку до істинної *
 , якщо зсув τ більший 

ніж час Ткор кореляції перешкод і менший ніж граничний гр. 

 

4.3.4. Рекурентна форма обчислення 

Розглянемо рекурентну форму обчислення за критеріями 

(4.23) і (4.30) для М вимірів кроком t , тобто 

, 1, ,k k t  k Mt =  =  

( ) 2
0 0

2
1

ˆ( ˆ( () .) )i
k i

n n

i i
i

M

iI ky k x y k m x k m
= = =

   
−    

 
= + − 


+


    

З умови (4.24) отримаємо систему : 

1

1 1

( ) ( ) ( )

( ) (

(

)

)

ˆ ( ) ( ) , 1,

M

j

n M

i

j
k

i
i j j j

k

y k x

x x k

k m y k m x k

m x x k j nk k m

=

= =

+ 
 

  + + = 

+ + =

= +



 

 

або у векторній формі : 

T T

0
ˆ

m mX Y YX+ = . 

Позначимо 

T T
1

0 0 .m mP X X X X
−

 = +
                   (4.38) 

Тоді 

( )T T

2 0
ˆ .m mX YY XP = +                    (4.39) 

Подамо рівняння (4.38) в блочному вигляді для (k + 1)-го 

виміру: 
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( ) ( )
T T T T

1 0 0 0( 1) ( 1)1 0 1

1
T T 1 T T

0 0 0

1

0

1

,

k k mk mk k k m km k k

k mk mk k k k mk mk k

P X X X X X X X X

x x x x P x x x x

−

− − −

−
−

−

+ −
 = + = +

 



+
 

  + + = + +
 


 


 

 

( ) ( ) ( )T

0 1 2, , , ,k nx x k x k x k=     

де 

( ) ( ) ( )T

1 2, , , .mk nx x k m x k m x k m+ + +=            (4.40) 

Із рівняння (4.40) знайдемо, що  

1 1 T T

1 0 0 .k k k mk mk kP P x x x x
− −

+ − = +                         (4.41) 

Тоді для k-го виміру отримуємо ̂  (4.39): 

( )T T

1 0( 1) 0
ˆ ( 1) k k mk mk kk P X Y X Y+ − + = + =  

( 1) 0( 1)T T

1 0 0 ( 1), ,
( ) ( )

m k k

k k k m k mk

Y Y
P X x X x

y k m y k

− −

+ −

   
   = + =      +   

 

1

1 0
ˆ ( ) ( ) ( )k k k mkP P k x y k m x y k

−

+
 =  + + + =
 

 

1 1

1 0 1
ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .k k mk k kk P x y k m x y k P P k

− −

+ +
 =  + + + + − 
 

 (4.42) 

Із формули (4.42), враховуючи (4.40), отримаємо: 

1 0
ˆ ˆ( 1) ( ) ( ) ( )k k mkk k P x y k m x y k+ + =  + + + −  

( )T T

0 0 2
ˆ ( )k mk mk kx x x x k − +  =


 

 1 0
ˆ ( ) ( ) ( ) ,k k mkk P x k m x k+=  +  + +   

де 1kP +  — визначено згідно з рівнянням (4.38), 

( ) ( ) ( )T
,ee y e x e = −   ,e k k m= + . 

Для критерію (4.30), з умови мінімуму, отримаємо          

систему: 
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( )( )
1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
M

j j j
k

y k m y k m x k y k x k m x k m
=

 + + − + + + − =
   

( ) ( )
1

ˆ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
n

i i i j i j j
i

x k m x k m x k x k x k m x k m
=

 =  + + − + + + −
   

або у векторній формі: 

0 0 0 0

T T T Tˆ ( ) ,m mX Z Z X X Y Y Z Y−
 +  = + +
 

 

де  

Z = Xm + X–m. 

Позначимо: 
1

0 0

T T
X Z Z X P

−
 + =
  . 

Тоді 

0 0
ˆ ( ) .

T T

m mP X Y Y Z Y−
  = + +
 

 

 

4.3.5. Вагова функція інтегрованого МНК 

В умовах невизначеності характеристик збурень Nx і Ny  

вибір вагової функції ( )m  функціонал (4.16) слід 

виконувати за зовнішнім (головним) показником I. 

Знаходитимемо ( )m  у класі симетричних відносно m = 0 

фінітних функцій (таких, що ( ) ( ) )0 0m =   = , наприклад 

такого вигляду: 

( ) ( ) ( )
êð

1
, , 1 1 cos ,

m
m m m

m



  
 =    = + − 

 
 

 

де ( ) ( ) кр, 0, , m     визначається за умови (4.34), пара-

метри   і   оптимізуються (в системах класу БАСІ) за го-

ловним показником I. Параметр   впливає на ширину ім-

пульсу ( )m , а  

  — на його асиметрію відносно максимуму (рис. 4.1).  
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                                а                                                            б 

 

 

 

 

 

 

 

                                 в                                                            г 

Рис. 4.1. Залежність η(m, θ, γ): 

а —  = 0,  = 0,1; б —  = 0,  = 1; в —  = 2,  = 0,1; г —  = 2,  = 

0,1 

Якщо, 0 → , то ( )m прямує до прямокутного імпульсу; 

якщо  →  , то ( )m  — до  -функції Дірака, маємо оцінку 

(4.35); якщо 0→ , то імпульси ( )m  симетричні відносно 

їх максимумів; якщо  →  , то імпульс ( )m  наближається 

до 0m = , а метод до МНК; якщо → − , то маємо оцінку 

(4.35) для крm m= . Змінюючи   і  , за умови екстремуму I 

можна забезпечити оптимальність оцінки (4.19) інтегровано-

го МНК. 

 

4.3.6. Алгоритм методу ІМНК 

Розглянемо алгоритм роботи ІМНК. 

За відомими вхідними та вихідними даними N  спостере-

жень: 
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здійснюється: 

1. Знаходження критичного значення зсуву крm .  

2. Знаходження матриць A  та B . 

3. Оцінка параметрів моделі. 

Розглянемо три етапи методу ІМНК докладніше. 

1.Знаходження критичного значення зсуву крm .  

1.1. Знаходження коефіцієнтів матриці 
1A  для 1=m : 

  
−

= −=

+++=
mN

mk

m

ml

jijiij kxlkxlkxkxla
*2

)()()()()( ,    (4.43) 

 

де .1,0,
,,0

;,1
)( +=







=
= nji

mlякщо

mlякщо
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1.2. Знаходження визначника нормованої матриці 1A  – 

det( 1A ), де 
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1.3. Пошук матриці mA , де Nm ,2= , поки не знайдемо 

таке крm , за якого виконується рівність: 

1det1.0det AAm  . 

Елементи матриці 
1A  знаходяться за формулою (4.43). 

2. Знаходження матриць A  та B  здійснюється за форму-

лами: 

  
−

= −=

+++=
.

.

.

.

*2

)()()()()(
кр

кр

кр

кр

mN

mk

m

ml

jijiij kxlkxlkxkxla  ,    (4.44) 

  
−

= −=

+++=
.

.

.

.

*2

)()()()()(
кр

кр

кр

кр

mN

mk

m

ml

jjj lkxkykxlkylb  .   (4.45) 

В результаті маємо отримати матрицю A  розмірності 

)1()1( ++ nn  та матрицю B , що є вектор-стовпець розмір-

ності )1( +n . 

3. Оцінка параметрів ̂  моделі (2.1) є розв’язком матрич-

ного рівняння BA = ̂ , тобто BA =
−1̂ . 

Алгоритм ІМНК (рис. 4.2, а) являє собою послідовне об-

числення крm  (рис. 4.2 б) та матриць A  і B  (відповідно рис. 

4.3 а, 4.3 б). 
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Рис. 4.2. Блок-схема алгоритму 

а – методу ІМНК; б – функція знаходження крm
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Рис. 4.3 – Блок-схема алгоритму  

а – функція обчислення матриці А; б – функція обчислення 

матриці В. 

 

4.3.7. Тестування методу ІМНК 

Розглянемо лінійну багатофакторну модель 

nn xxxy  ++++= 22110
. 

Для тестування методу ІМНК згенеруємо множину вхід-

них та вихідних значень моделі заданої функцією (4.46) для 

10 експериментів, які представлені в таблиці 4.1. На вхідні та 

вихідні значення проектованої моделі накладемо білий шум, 

прикладом якого є випадкові числа з діапазону  1;1−  з рів-

номірним розподілом. 

yetxtxty ++= )()()( 21 ,                              (4.46) 

де 1,0 210 ===  ; ),1( Nktkt == ; 

1000

T
t = ; 

11 sin)( xettx +=  ; 
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22 )sin()( xettx ++=  ; 

T




2
= ; 


30 . 

yxx eee ,, 21 – випадкові числа з діапазону  1;1−  з рівномірним 

розподілом. 

Таблиця 4.1 

Значення вхідних та вихідних значень 

 

№ 
1x  2x  y  

1.  -0,9438 -0,2901 -1,23305 

2.  0,72135 0,60548 1,29894 

3.  -0,9154 -0,1151 -1,00631 

4.  0,64704 -0,149 0,48419 

5.  -0,7017 0,19377 -0,52352 

6.  0,25831 -0,117 0,15577 

7.  0,25434 0,93337 1,15011 

8.  0,53885 1,1005 1,62137 

9.  -0,5241 1,07417 0,57768 

10.  -0,3195 0,45229 0,06318 

Застосуємо для вибірки (табл. 6.1) метод ІМНК та МНК 

для порівняння оцінок параметрів. 

Для застосування методу ІМНК використовується про-

грамне забезпечення розроблене згідно алгоритму ІМНК. Ре-

зультати виконання представлено на рис. 4.4.  

Коефіцієнти вагової функції було обрано з врахуванням 

типу шуму, оскільки згладжування при білому шумі і 

коефіцієнтах 01.0,2 =−=   буде максимальним. Графік 

вагової функції ),,(  l  представлено на рис. 4.5. 
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Рис. 4.4. Результати ідентифікації моделі за методом ІМНК 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.5. – Графік вагової функції )1.0,2,( −l  

В результаті проведених обчислень отримано наступні 

оцінки параметрів за методом ІМНК: 0ˆ
0 = ; 

006762.1ˆ
1 = ; 973709.0ˆ

2 = . 

Отже, згідно обчислених оцінок параметрів моделі за до-

помогою ІМНК отримали модель: 

)(973709.0)(006762.1)(ˆ 21 txtxty +=               (4.47) 
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Для застосування методу МНК використаємо додаток 

Analysis Tools Park у середовищі MS Excel (рис. 4.6). 

 

 
Рис. 4.6. – Результати ідентифікації моделі за методом МНК 

В результаті застосування методу МНК в середовищі MS 

Excel, отримали наступні оцінки моделі: 0096.0ˆ
0 −= ; 

986785.0ˆ
1 = ; 991208.0ˆ

2 = . 

Згідно розрахунків методом МНК отримали модель: 

)(991208.0)(986785.096.0)(ˆ 21 txtxty ++−= .   (4.48) 

Виконаємо дослідження побудованої моделі. Результати 

розрахунків дослідження побудованих моделей методами 

ІМНК та МНК наведено в таблиці 4.2 та таблиці 4.3 

відповідно. 

1. Перевірка правильності виконаних розрахунків. 

Правильність розрахунків можна перевірити, порів-

нюючи середні значення y  та ŷ . 

26.0
10

10

1 ==


=i

i
y

y ; 

26.0
10

ˆ

10

1 ==


=i

IMHK

i
y

y ; 

26.0
10

ˆ

10

1 ==


=i

MHK

i
y

y . 
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З проведених розрахунків видно, що середні значен-

ня 
IMHKŷ , 

MHKŷ  та y  рівні між собою, що свідчить пра-

вильність проведених розрахунків. 

 

Таблиця 4.2 

Результати розрахунків дослідження методом ІМНК 
№ 

iy  iŷ  ie  
2

ie  yy i −ˆ  2
)ˆ( yy i −

 

2
)( yy i −

 

1.  -1,235 -1,233 0,000 0,000 -1,49 2,224 2,2257 

2.  1,2984 1,316 -0,017 -0,017 1,06 1,117 1,0818 

3.  -1,001 -1,034 0,027 0,027 -1,29 1,671 1,6006 

4.  0,4849 0,506 -0,022 -0,022 0,25 0,061 0,0508 

5.  -0,552 -0,518 -0,006 -0,006 -0,78 0,603 0,6121 

6.  0,1557 0,146 0,010 0,010 -0,11 0,013 0,0106 

7.  1,1501 1,165 -0,015 -0,015 0,91 0,821 0,7944 

8.  1,6217 1,614 0,007 0,007 1,36 1,837 1,8565 

9.  0,5778 0,518 0,059 0,059 0,26 0,067 0,1017 

10.  0,0638 0,119 -0,056 -0,056 -0,14 0,020 0,0383 


 

2,59 2,60 -0,001 0,009 - 8,434 8,372 

 

Таблиця 4.3 

Результати розрахунків дослідження методом МНК 

№ iy  iŷ  ie  
2

ie  yy i −ˆ  
2

)ˆ( yy i −

 

2
)( yy i −

 

1.  -1,23305 -1,228 -0,0046 0,000021 -1,49 2,212 2,2257 

2.  1,29894 1,302 -0,0034 0,000012 1,04 1,089 1,0818 

3.  -1,00631 -1,027 0,0207 0,000429 -1,29 1,653 1,6006 

4.  0,48419 0,481 0,0030 0,000009 0,22 0,049 0,0508 

5.  -0,52352 -0,510 -0,0135 0,000183 -0,77 0,591 0,6121 

6.  0,15577 0,129 0,0264 0,000698 -0,13 0,017 0,0106 

7.  1,15011 1,167 -0,0164 0,000270 0,91 0,824 0,7944 

8.  1,62137 1,613 0,0084 0,000071 1,35 1,834 1,8565 

9.  0,57768 0,538 0,0397 0,001575 0,28 0,078 0,1017 

10.  0,06318 0,123 -0,0603 0,003633 -0,14 0,018 0,0383 


 

2,59 2,60 0 0,0069 - 8,365 8,372 
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2. Обчислення залишків моделей та їх середньо-

го значення: 

iii yye ˆ−=  

Середнє значення 0IMHKe , 0MHKe , що свідчить про 

адекватність моделі побудованої за методами ІМНК та МНК. 

3. Обчислення коефіцієнта детермінації 2
R  та коре-

ляції R . 

Коефіцієнт детермінації показує, яка частка за-

гальної варіації результативної ознаки визначається 

досліджуваним фактором: 





=

=

−

−=
N

i

i

N

i

i

yy

e

R

1

2

1

2

2

)(

1 , 

 

9989.0
372425.8

008531.0
1

1
=−=IMHKR , 

9991.0
372425.8

006902.0
1

2
=−=MHKR . 

Відповідно, 





=

=

−

−=
N

i

i

N

i

i

yy

e

R

1

2

1

2

2

)(

1 , 

9994.0=IMHKR , 

9995.0=MHKR . 

З проведених розрахунків можна зробити висновок про 

щільний взаємозв’язок між показниками і факторами  моделі 

за методами ІМНКта МНК. 

4. Перевірка статистичної значущості отриманих ре-

зультатів. 

4.1 Перевірка адекватності моделі за критерієм 

Фішера здійснюється за формулою: 
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1

)(

)(

1

2

1

2

−−

−

−

=





=

=

nN

yy

n

yy

F
N

i

ii

N

i

i

 . 

За таблицею Фішера знаходимо критичне значення .крF  з 

n  та )1( −− nN  ступенями вільності, задавши рівень довіри 

%100)1( −  (як правило 05.0= ). 

Якщо .крFF  , то модель адекватна. Якщо модель не 

адекватна, то необхідно повернутися до етапу побудови мо-

делі і, можливо, ввести додаткові фактори або перейти до 

нелінійної моделі. 

Згідно проведених обчислень: 

75.3434=IMHKF , 

45.4242=IMHKF . 

Табличне значення 35.19. =таблF , очевидно, що об-

числені значення значно перевищують табличне, що 

свідчить про адекватність побудованих моделей (4.47) 

та (4.48). 

4.2 Перевірка значущості коефіцієнтів рівняння 

регресії здійснюється за критерієм Стьюдента за 

формулою: 

iie

i

i
c

t


=
2


, 

де ( )
2

1

2 ˆ
1

1

=

−
−

=
N

j

jj yy
N

 ; 

iic  – діагональний елемент матриці ( ) 1−

XX
T

. 

Розраховані значення за методом ІМНК: 

3804.2
1
=t , 

5304.22 =t . 
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Розраховані значення за методом МНК: 

7430.00 −=t , 

3637.58
1
=t , 

2686.482 =t . 

Табличне значення для рівня значимості 05.0=p  та 

ступенів вільності 10 дорівнює 22.2. =таблt . 

Оскільки розраховані значення 
1

t  та 
2

t  для методів 

ІМНК та МНК більші за табличне .таблt , то можна ствер-

джувати про статистичну значимість коефіцієнтів 
1  та 

2  і істотний вплив на узагальнюючий показник. Врахо-

вуючи, що 
0. ttтабл   коефіцієнт 0  можна вважати не 

значимим для моделі (4.48). 

Висновок: Виходячи із проведених розрахунків та розгля-

нутого прикладу, можна зробити висновок про ефективність 

використання інтегрованого методу найменших квадратів 

для оцінки параметрів моделі, заданої зашумленими вхідни-

ми та вихідними даними. Правильність розрахунків, адекват-

ність моделі та значимість обчислених коефіцієнтів підтвер-

джено методами статистичного аналізу. 

 

4.4. Дослідження методу адаптивного одноразового ділен-

ня (МОД) 

4.4.1. Сутність методу 

Даний метод можна розглядати як метод допоміжних 

змінних,  

в якому допоміжна змінна 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
1 2

1 2

1 1 1

( )

n

n

u u u
U

u M u M u M

  
=  

 
                         (4.49) 

має такий вигляд 
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( ) ( )

( )

1 1

1

, ;

0, , 1, , 0.

i i i

ij

i i i

x j x j
u

x j j M

− −

−

  


= 
  =  

  

Система функцій ( ) 1

ix j
−  лінійно незалежна, так як за 

умовою  ( ) ix j  лінійно незалежна.  

Згідно з методом допоміжних змінних, існує оцінка ̂ , яка 

може бути знайдена з рівняння  

T T ˆ ,U Y U X=   

T 1 Tˆ ( ) ,U X YU
−

 =                                (4.50) 

де 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

1 1

1 2 2
1 1

1
1 1

1 1

2 1 1

T 1 1

1 1

2

M M

n
k k

n
k

M

k

n
k k

M

M M

M x k x k x k x k

U X x k x k M x k x k

x k x k x k x k M

=

− −

=

= =

=

−

−

=

−

−

 
 
 
 =
 
 
 
  

 

 

 

, 

( ) ( )

( ) ( )

( )

1

1

1

2

1

T

1

1

1

( )

M

M

M

k
n

k

k

y k x k

y k x k
U Y

y k x k

−

=

=

−

−

=

=







 

і розглядається множина М відліків k, у яких виконується 

умова:  

1
( )j ix j

−
  . 
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4.4.2. Зміщення оцінок 

Якщо перешкоди 
iN  не корелюють між собою, а також з 

X*, Y* і малі, то, вважаючи наближено 

( ) ( ) ( )1 * 1
,i i ix j x j N j

− −
= −  

неважко отримати, що оцінка ̂  для точної структури моделі, 

коли *
0 = , буде незміщеною, оскільки  T T* *

,M U X U X=  

 T T* *
M U Y U Y= . Зміщення може мати місце, якщо *

0  . 

При цьому 
*T * 1 *T *ˆ ,( )U X U

−
 =                              (4.51) 

так як з умови *T *
0X  =  в загальному випадку не випливає 

умова *T *
0U  = , хоча *

U  та *
X  зв’язані співвідношенням 

(4.49). Зміщення (4.51) менше зміщення оцінок МНК через 

перешкоди 
iN  в X, якщо вплив *

0   з формули (4.51) мен-

ше впливу перешкод N на зміщення оцінок МНК. 

 

 

4.4.3 Коваріація оцінок) 

 

   
T

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆcov .M M M
      = − −      

 

 


  

Вважаючи некорельованість випадкових похибок у 

( )
1

T
XU

−

 і ( )T
U Y  розкладаючи (4.50) у ряд 

  ( ) ( )
1 1

T *T * *T * T * *Tˆ ˆ ,M U X U Y U X U Y U
− −      +  +  +

    
  

 
 

отримаємо 
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  ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

  ( )

1
T 1 *T * * * T * *T

1 1 T
T *T * *T * T * *T

TT1 1
T *T * *T * T

1
T1

*T * *T T *T * *

cov (

]

T
M U X U Y U X U Y U

U X U Y U X U Y U

M U X U Y U Y U X

U X Y M U U U X Y

−
−

− −

− −

−
−

       =  +  +  
       

        +  +  =
       

      =   +          

  +  
    

  ( )
1

T1
*T * *T T *T * *

,U X U M U X U
−

−

+

  + 
    

(4.52) 

де перший і другий компоненти залежать від порогів 
i  у 

(4.49) і від шумів N в X, а третій — від шумів у Y. При змен-

шенні порога   до нуля перший компонент (як і в МНК, яка 

залежить від N) прямує до нуля, оскільки при 0 →  можуть 

існувати точки k, у яких ( )iu k → , а отже, ( )
1

T
0U X

−

→ . 

При 0, 0u→ → , ( )
1

T
0U X

−

→ , тобто перший компонент 

при зменшенні   спадає. Другий компонент (4.52) пропор-

ційний коваріаційній матриці  T
M U U   і при 0 →  пря-

мує до нескінченості, а при  →   — до нуля. Третій компо-

нент від ∆ не залежить. Отже, для конкретних умов існує оп-

тимальний вектор порогів * *
, , 1,i i n  = , за якого норма ко-

варіації мінімальна.  

Якщо перешкоди ,iN   некорельовані, а *
0 → , то оцінка 

(4.50) буде незміщеною. Ефективність оцінок оптимізується в 

БАСІ за основним показником qkI  шляхом підбору 

вектора  . 
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4.5. Метод прогнозу кореляцій 

 

Постановка задачі така ж, як і в попередньому методі: 

сигнали * *
,X Y  гладкі, перешкоди , N  взаємонекорельовані, 

нормовані кореляційні функції перешкод затухають швидше, 

ніж відповідні функції сигналів * *
,X Y ; за зашумленими 

вибірками X, Y треба отримати оцінку ̂ , близьку до оцінки 

МНК для точних даних. 

Згідно з МНК, 

( )
1

T T 1ˆ ,X X X AY B
−

−
= =                          (4.53) 

де 
1

n

ij i
A a

=
 =   , В — вектор-стовпчик скалярних добутків 

( ) ( )( ), ,
i

y k x k  1,k M= . 

Коефіцієнти aij можна подати як відповідні кореляційні 

функції при нульовому зсуві змінних: 

( ) ( )0 ; 0 .
i j iij x x i yx

a MR b MR= =  

Відповідно для зсуву m маємо 

( ) ( )( ) ( )
; .

i j i

m m

ij x x i yx
a MR m b MR m= =  

Нехай ( ) ( ) ( )*
, 0 ,

i i i i i ix x x x x x
R R R r m =  +      +  де 

i ix x
R  — 

по-хибка, переважно пов’язана з шумами Ni  у вимірах xi. 

Покладемо в інтервалі [m, rm] лінійну модель автокоре-

ляції 

( ) ( )0 1 ср
ˆ .

i ix x
R  =  + −                           (4.54) 

Тоді як оцінки коефіцієнтів aij в формулі (4.53) візьмемо 

прогнозні в точку k = 0 оцінки рівняння (4.54) кореляційних 

функцій, побудованих на інтервалі [m, rm], де кореляція пе-

решкод майже відсутня: 

( ) ( ) ( )0
ˆ 0 ; 0 , ; 0 .ˆ

i i j j iii x x i ij x x i yx
MR a MR i j b MR=  == =  (4.55) 

У рівнянні (4.54) моделі ˆ
i ix x

R  
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( )

( )

ср 0

2

1 ср ср

1 1
; ;

1 1

( ) ) ./ (

i i

i i

r m r m

k x x k

r m r m

i

k m k m

i m k m

k x x k k

R
r r

R

= =

=

+ =

+ +

=

 =  = 
+ +



 −    − =

 

 

 

Тоді (4.53) і (4.55) визначають МПК
̂  — оцінку за даним 

методом — методом прогнозу кореляцій (МПК).  

Позначимо 
1

ˆ , [ ]
n

ii ii ii ii i
a A

=
 − =   =   — вектор-стовпчик;  

*

МПК МПК
, ,E A A A A =  = +   де через 

*
A  позначено мат-

рицю А для МНК за відсутності шумів. 

Використовуючи розкладання в ряд Тейлора, загалом от-

римаємо 

( )

( )

1
* * * 1 *

2
* 1 * * 1 * * 1 *

* 1 * 1 * * 1 *
.

B A A B A B

A B A AB A B

A AA B A A

−
−

− − −

− − −

 = +  − 

 −  −

−  = −  

=

=

 

Розглянемо два випадки: 

1) на рис. 4.7, а ( )  * *
ˆ , 0,

i ix x
R r m  +  — опукла функція. 

Тоді 
МНК МПК

ˆ ,
ii ii

A A     . Отже, МПК МНК
   ;  

2) на рис. 4.7, б 
( )* *

i ix x
R 

 — увігнута функція. Підбором 

інтервалу (m, r) можна досягнути аналогічного результату і в 

цьому випадку. Із рис. 4.7 видно, що інтервал 2 2( ,  )m r  задо-

вольняє ці вимоги на відміну від інтервалу 1 1( ,  )m r . Отже, і в 

цьому випадку можна отримати менший зсув. Для опису 

* * ( )
x x

R 
 можуть застосовуватися ортогональні системи 

функцій та інші види моделей. У системах типу БАСІ струк-

тура і параметри 
( )R 

 можуть вибиратися за головним по-

казником qkI
. Метод передбачає згладжування і прогно-

зування у точці 0 =  кореляційних функцій від сигналів 
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( ) ( ), i jx t x t
. Аналізуючи дисперсії цих оцінок кореляцій, лег-

ко переконатися, що 
2

 R


 тим більше, чим менша довжина 

вибірки T. 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

                                   а                                                         б 

Рис. 4.7. Графік лінійної екстраполяції опуклої (а)  

і увігнутої (б) кореляційних функцій 

 

4.6. Дослідження системи ідентифікації типу БАСІ 

 

Показники економіки як функції часу, можуть мати 

найрізно-манітнішу структуру, довжину ряду, точність, тип 

прихованої закономірності розвитку (зміни) у часі, кроку у 

часі, інтервалу прогнозу тощо. 

Елементи, з яких складається модель часового ряду, мо-

жуть бути аналітичними функціями часу t (степеневі: 

,  ;
i

t i−     періодичні тригонометричні: sin( )wt + ; 

комбіновані та інші функції f(t) часу або затриманими у часі t 

значеннями самого ряду y(t) ( )( ) 1
,0y t t−     , де 

1
t  — кін-

цеве значення часу. Як правило, час t зображено дискетами 

k
t , k = 0, 1, 2,… не завжди з рівномірним кроком t . 

У випадку невідомої структури моделі ряду, перебираючи 

різні варіанти структур, побудованих на вказаних елементах, 

можна в БАСІ-системі підібрати найкращу структуру (за ос-

новним критерієм I — критерієм точності прогнозу). Моделі 

(0)ˆ
i ix x

R  

m              r + m           
m2               r2  m1        r1     

0 

ˆ ( )
i ix x

R   

ˆ ( )
i ix x

R    

( )
i ix x

R 

 
* * ( )
i ix x

R 

 

( )
i iN N

R   (0)
i iN N

R  

ˆ (0)
i ix x

R  

(0)ˆ
i ix x

R  

* * (0)
i ix x

R  

(0)
i ix x

R  

(0)
i iN N

R  (0)
i iN N

R  

* * (0)
i ix x

R  

(0)
i ix x

R  
( )

i ix x
R 

 ( )ˆ
i ix x

R   

* * ( )
i ix x

R   
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зі степеневими елементами, як правило, краще використо-

вувати для коротких рядів, а авторегресійні — для довгих (де 

не так сильно впливає невизначеність початкових умов). 

Показник I точності прогнозу, який фізично реалізується, 

зобразимо зваженою сумою часткових показників 

( )1,2,3
i

I i = , що відповідають за якість окремих властивостей 

моделі ряду. Показник 
1

I : 

П Н

ˆ

ˆ ˆ
1

diag , 1, ,
i i

i

i

I tr i n
n

  −
 = =
 
 



 

де Пˆ
i

 , Нˆ ,
i

  ˆ
i

  — оцінки i-го параметра моделі, отримані за 

вибіркою парних, непарних та всіх дискретів k часу 
k

t , це так 

званий параметричний показник регулярності.  

Показник 
2

I : 

( )( )
1

T

2
,

t
I x x

−

=    

( ) ( ) ( ) ( )T Tˆ1 , , , 1 , , ,ˆ ˆM x x Mx =     =              (4.56) 

де ( )k  — похибки апроксимації сигналу x(k) відповідною 

моделлю в k-й точці ряду, це так званий показник 

незміщеності або точності моделювання ряду моделлю.  

Показник 
3

I : 

3 1 ,I K= −  

( ) ( )

( ) ( )
1

1 1

ˆ
.

ˆ

L

i

L L

i i

i

i i

x M i M i
K

x M

x

i Mx i

=

= =

 − −
=

 −   −



 
                (4.57) 

Тут 
i

  — коефіцієнт розподілу бажаної точності прогнозу 

за L останніми точками вибірки x(k), 1, ;k M=  
1

1;
L

ii=
 =  

( )x̂ M i−  — прогнозні значення, отримані з моделі, 

побудованої на скороченій на L останніх точок вибірки 

1, .k M L= −  

Оскільки вважається, що прогнозований ряд x(k) 

складається з прихованої детермінованої гладкої у часі 

складової і випадкової складової, близької до гауссівського 
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шуму, то у варіаційному ряді упорядкованих за складністю 

(мірності вектора ), показник I1 збільшується тоді, як 

показник I2 зі зростанням n зменшується. Залежно від мети 

ідентифікації варіюються коефіцієнти ваги 
i

g  зваженої суми 

показників: 

1

3

1

3

, 1, 0.
i i

i i i
I g I g  g 

= =

= =                                  (4.58) 

Для задачі контролю параметрів 
i

  моделі відомої струк-

тури максимальна вага 
1

g ; для задачі точної апроксимації 

ряду x(k) моделлю ( )x̂ k  — 
2

g ; для задачі прогнозу — 
3

g . 

Сукупність показників 
1 2 3
, ,I I I  забезпечує компроміс між 

стабільністю оцінок моделі, точністю T
   апроксимації та 

точністю прогнозу. 

На конкретному прикладі реального часового ряду, що 

має 43 дискрети x(k) з рівномірним кроком 4t =  місяці 

(один з показників у енергетиці України) (табл. 4.4).  

 

Таблиця 4.4 

Залежність х від k 

k x k x k x k x 

1 10550 12 13600 23 59250 34 57800 

2 47070 13 14550 24 16850 35 49630 

3 47350 14 49900 25 17830 36 18780 

4 11500 15 56750 26 54800 37 16000 

5 10900 16 16050 27 50700 38 53950 

6 54700 17 14680 28 14150 39 57500 

7 50000 18 59300 29 13550 40 22000 

8 14320 19 57700 30 47430 41 19650 

9 12900 20 15500 31 56350 42 59900 

10 51650 21 13350 32 19450 43 57550 

11 50740 22 55600 33 17600   
 

Розглянемо розв’язання задачі прогнозу x(k), на шести остан-

ніх точках, вважаючи їх невідомими.  

Така постановка задачі дозволяє реалізувати 7,1,3k =  

фізично не реалізований при прогнозі в майбутнє, 
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об’єктивний показник І відносної точності прогнозу на ці 

шість точок: 

( ) ( )

( ) ( )

T

T

38 , , (43) 38 , , (43)
,

38 , , (43) 38 , , (43)
I

x x x x

          
=
        

           (4.59) 

тобто відносне середньоквадратичне відхилення 

( ) ( ) ( )ˆ ,k kx x k = − = 38,43k  прогнозованих значень ( )x̂ k  

від відомих ( )x k . У критерії (4.57) взято 
1 1

6
i

L
 = = . 

Коефіцієнти ваги 
i

g  в узагальненому критерії (4.58) прийня-

то такими: 
1 0,9;g =  

2 30,4; 0,4.g g= =  Середнє значення ряду 

35 100, середньоквадра-тичне відхилення ряду від середнього 

— 19 550, коефіцієнт варіації — 0,55. Наведеному у табл. 4.4 

ряду в БАСІ відповідали різні математичні моделі: 

1) моделі у вигляді степеневого полінома (від дискретів k 

часу) з цілими, дробовими, додатними та від’ємними показ-

никами степеня: 

( ) 0 1
ˆ ;k kx =  +                                          (4.60) 

( ) 2

0 1 2
ˆ ;k k kx =  +  +                                     (4.61) 

( ) 2 3

0 1 2 3
ˆ ;k k kx k =  +  +  +                               (4.62) 

( )
11 1 3

34 2 2
0 1 2 3 4

ˆ ;k k kx k k=  + + + +                     (4.63) 

( ) 1 3

0 1 2 3
ˆ ;k k k kx

− −
=  + + +                          (4.64) 

2) моделі авторегресії від k із постійним та змінним 

кроком: 

( ) ( )0 1
1 ;ˆ x kx k =  + −                                           (4.65) 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3
1 2 3 ;ˆ k x k x kx k x=  + − + − + −               (4.67) 

( ) ( )0 1
4 ;ˆ x kx k =  + −                                          (4.68) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3 4
1 2 3 4 ;ˆ k x k x k x k kx x=  + − + − + − + −        (4.69) 



 139 

( ) ( ) ( )0 1 2
4 ;ˆ 1k x k xx k=  + − + −                      (4.70) 

( ) ( ) ( ) ( )0 1 2 3
1 4 8 ,ˆ k x k x kx k x=  + − + − + −             (4.71) 

3) комбіновані поліноміально-авторегресійні моделі, які 

вияви-ла БАСІ як інтелектуальна система в процесі іденти-

фікації багатьох часових рядів: 

( ) ( )0 1 2
;ˆ 1k k x kx =  + + −                      (4.72) 

 

( ) ( )0 1 2
;ˆ 1k k x kx =  + + −                      (4.73) 

 

( ) ( )0 1 2
ˆ 4 ;x k k x k=  + + −                      (4.74) 

 

( ) ( ) ( )0 1 2 3
ˆ 1 4 .x k k x k x k=  + + − + −  

На множині структур (4.60)–(4.74) моделей часового ряду  

(табл. 4.4) та множині методів (МНК, ІМНК, УМНК, МОД) 

було перевірено ефективність використання фізично реалізо-

ваного критерію (4.58) щодо його близькості до фізично не 

реалізованого критерію (4.60). Під ефективністю розумілася 

правильність вибору найкращого за фізично не реалізованим 

критерієм (4.60) методу, вибраного за фізично реалізованим 

критерієм (4.59).  

Результати числового моделювання в 15 рядках подано в  

табл. 4.4 в стовпчиках: 

1 – типи моделей (степеневі, авторегресійні, комбіновані); 

2 – відносна середньоквадратична похибка моделювання 

ряду відповідною моделлю на 1,3,7k =  при ідентифікації її за 

МНК; 

3 – значення фізично не реалізованого ідеального критерію (4.60) за 

МНК; 

4 – фізично реалізований критерій (4.59) при ідентифікації 

моделі за МНК; 

5 – найкращий за критерієм (4.59) метод ідентифікації для 

відповідної до рядка моделі; 

6 – значення ідеального критерію (4.60) для вибраного за 

реальним критерієм (4.59) методом для відповідної до рядка 

моделі; 
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7 – значення критерію (4.59) для вибраного за ним 

найкращого методу ідентифікації для відповідної до рядка 

моделі; 

8 – найкращий за ідеальним критерієм (4.60) метод іден-

тифіка-ції відповідної до рядка моделі; 

9 – значення ідеального критерію (4.60) для найкращого 

за ним методом ідентифікації моделі відповідного рядка; 

10 – значення реального критерію (4.59) для найкращого 

за критерієм (4.60) методом ідентифікації моделі відповідно-

го рядка; 

11 – коефіцієнт ефективності БАСІ-системи. 

Таблиця 4.5 

Результати моделювання 

№ 

з/п 
1 2 3 4 5 

6 7 8 9 10 11 

1 10,89 0,49 0,47 0,25 УМНК 0,41 0,242 МОД 0,363 0,26 1,3 

2 10,90 0,484 0,593 0,26 ІМНК 0,415 0,223 ІМНК 0,415 0,223 1,43 

3 10,91 0,476 0,883 0,41 ІМНК 0,38 0,2 ІМНК 0,38 0,2 2,32 

4 10,92 0,485 0,593 0,27 УМНК 0,43 0,226 ІМНК 0,365 0,235 1,62 

5 10,93 0,488 0,49 0,25 ІМНК 0,45 0,23 УМНК 0,425 0,237 1,15 

6 10,94 0,49 0,435 0,24 УМНК 0,42 0,235 УМНК 0,415 0,235 1,05 

7 10,95 0,62 0,58 0,28 УМНК 0,56 0,262 УМНК 0,558 0,262 1,04 

8 10,96 0,123 0,143 0,04 МНК 0,143 0,04 МОД 0,096 0,048 1,49 

9 10,97 0,133 0,1 0,03 МНК 0,1 0,03 МОД 0,088 0,126 1,13 

10 10,98 0,113 0,122 0,037 МДЗ 0,092 0,03 МОД 0,092 0,03 1,33 

11 10,99 0,131 0,103 0,034 МДЗ 0,091 0,031 МОД 0,091 0,031 1,13 

12 10,100 
0,008

7 
0,092 0,015 МДЗ 0,063 0,011 МОД 0,063 0,011 1,46 

13 10,101 0,488 0,47 0,245 МДЗ 0,489 0,225 УМНК 0,411 0,237 1,14 

14 10,102 0,132 0,108 0,035 МНК 0,108 0,035 МОД 
0,018

1 
0,038 1,33 

15 10,103 0,131 0,111 0,036 МНК 0,111 0,037 МНК 0,111 0,037 1 
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Проаналізуємо отримані результати розрахунків: 

1. На множині з 15-ти структур моделей і 4 методів іден-

тифікації для конкретного ряду (див. табл. 4.4) найкращою за 

ідеальним критерієм (4.60) виявилась авторегресивна модель 

(4.63) зі змінним запізненням на k-1, k-4 і k-8 кроків; найкра-

щий метод — МОД. За реальним критерієм (4.59) отримано 

такий самий результат (!). Загалом із 15 розглянутих випадків 

у восьми оптимальний метод ідентифікації за реальним кри-

терієм (4.59) було обрано правильно (рядки 2, 3, 6, 7, 10, 11, 

12, 15 табл. 4.5), тобто він збігся з методом, обраним за іде-

альним, але фізично не реалізованим критерієм (4.60). В ін-

ших семи випадках (рядки 1, 4, 5, 8, 9, 13, 14) ідеальний по-

казник (4.62) для методу, вибраного за реальним показником, 

несуттєво гірший за цей показник для оптимального за іде-

альним показником методом (стовпчики 6 і 9, рис. 4.8). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 4.8. Залежність ідеального показника І*, отриманого для опти-

мального за ним методу ідентифікації від того самого показника  

для оптимального за реальним показником Î  методу ідентифікації 

 

З рис. 4.8 випливає висновок про сильну кореляцію по-

казників (4.58) і (4.60) і, як наслідок, можливість ефективного 

використання фізично реалізованого критерію (4.59). 

2. У міру ускладнення моделей (4.61), (4.62), (4.73), що є 

степеневими рядами, показник (4.56) (другий стовпчик табл. 

4.5) середньоквадратичної похибки апроксимації ряду (табл. 

І* 

0,5 

 

0,4 

 

0,3 

 

0,2 

 

0,1 

0          0,1         0,2        0,3        0,4         0,5       Î  
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4.4) моделями (4.60)–(4.62) зменшується, що природно 

витікає з першої теореми Вейерштрасса про апроксимацію 

степеневими поліномами (рядами Тейлора). Разом з тим іде-

альний критерій (4.59) точності прогнозу при ускладненні 

моделей погіршується (рядки 1, 2, 3 третього стовпчика табл. 

4.5). Це підтверджує необ’єктивність внутрішнього апрокси-

мативного критерію (4.56) некоректність лише його викори-

стання для задачі прогнозу.  

3. Дещо інша ситуація складається для авторегресивних і 

змішаних поліноміально-авторегресійних моделей (4.65)–

(4.74).  

Тут унаслідок регуляризованої властивості МНК, якщо 

змінні зашумлені, внутрішній критерій (4.56) середньоквад-

ратичної міри близькості на ділянці апроксимації і зовнішній, 

як ідеальний (4.60), так і реальний (4.58) критерії стають до-

сить сильно корельованими (рис. 4.9). 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 4.9. Регресійна залежність J (4.48) від I (4.51) 

 

Тобто для цього класу моделей менш критичне викори-

стання апроксимативного критерію (4.56) в задачі прогнозу в 

точках (38–43) за зашумленими даними в точках (1–37).  

Тут має місце саморегулювання. Що складніша авторе-

гресія, то гірша обумовленість інформаційної матриці МНК 

для точних даних, а для неточних — діагональні члени мат-

риці МНК збільшуються. 

J 

0,5 

 

0,4 

 

0,3 

 

0,2 

 

0,1 

0              0,1           0,2            0,3           0,4           0,5            I 
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Але для зашумлених некорельованою перешкодою даних 

діагональні елементи цієї матриці збільшуються і, як резуль-

тат, зменшуються (за модулем) МНК-оцінки коефіцієнтів 

моделі, тим самим спрощуючи (регуляризуючи за Тихоновим 

11) модель. 

4. Зіставимо значення ідеального критерію (4.59) для мо-

делей, отриманих за МНК (стовпчик 3), і одному із запропо-

нованих методів (стовпчик 6) з оптимізацією за реальним 

критерієм (4.58). Із 15 моделей лише для моделі (4.72) показ-

ник (4.60) несуттєво менший. Тобто тільки тут за критерієм 

(4.59) помилково замість МНК було вибрано МОД. В інших 

чотирнадцяти випадках метод, знайдений за умови мінімуму 

фізично реалізованого критерію (4.59) точності прогнозу, дав 

кращі результати, ніж МНК, або такі самі, якщо за (4.59) 

вибирався як кращий МНК (див. стовпчики  

6 і 3 табл. 4.5). 

5. У межах одного методу ідентифікації, наприклад МОД 

(стовпчик 6, рядки 10–13), розкид ідеального критерію (4.60) 

залежно від структури моделі становить від 0,063 до 0,489, 

що підтверджує актуальність вибору структури моделі. 

У межах однієї, наприклад оптимальної за критерієм 

(4.58) моделі (4.71), оптимізація рішення на множині з чо-

тирьох методів (МНК, МОД, УМНК, ІМНК) дає виграш в 1,5 

рази (0,092 — для МНК і 0,063 — для МОД як оптимального 

методу). 

6. Загалом оптимізація на множині методів і моделей дає 

суттєвий виграш у точності прогнозу. Визначимо цей виграш 

як відношення критерію (4.60) для моделі з коефіцієнтами, 

визначеними за МНК (стовпчик 3, табл. 4.5), до значення то-

го самого критерію для тієї самої моделі з коефіцієнтами, 

визна-ченими оптимальним за (4.60) методом (стовпчик 9, 

табл. 4.5).  

У стовпчику 11 табл. 4.5 подано це відношення, що лежить у 

межах від 1 до 2,32. У середньому воно становить 1,33. За-

гальний і очевидний висновок-рекомендація: якщо ви маєте 

декілька методів ідентифікації і можливість використання 
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моделей, то пошук найкращої за основним показником і пари 

«модель-метод» в умовах невизначеності дає можливість 

краще розв’язати задачу ідентифікації. 

Запитання 

 

1. Яка умова в реальній ситуації не відповідає умовам тео-

реми Гаусса-Маркова? 

2. Як вплинуть на зміщення МНК-оцінки шуми в вимірах 

незалежних змінних ММ? 

3. Як оцінити шуми )(tN  в )(tX  і зкоригувати МНК-оцінку 

 ? 

4. В чому полягає подібність регуляризації по Тихонову і 

МНК-оцінювання в умовах шумів в незалежних змінних? 

5. В чому сутність узагальненого МНК?  

6. Як впливає фільтрація шумів на зміщення і дисперсію 

УМНК-оцінок? 

7. За яких умов буде ефективним ІМНК? 

8. Чим обмежується зсув   сигналів в ІМНК? 

9. Чому симетричний зсув краще за односторонній? 

10. Поясніть виведення формул зсуву і коваріації ІМНК-

оцінок. 

11. Чи буде різниця між ІМНК-оцінками в звичайному і реку-

рентному алгоритмі при великих вибірках? 

12. Яким умовам повинна задовольняти вагова функція )(m  в 

ІМНК? 

13. Як слід змінювати параметри   і   вагової функції за-

лежно від довжин кореляції сигналів і шумів? 

14. Назвіть алгоритм методу ІМНК. 

15. В чому сутність методів МОД і прогнозу кореляції? 

16. В чому полягає ідея МОД? 

17. Як вплине поріг 
i  в МОД на зміщення і дисперсію оцінок 

параметрів ММ? 

18. Чому 0 i
? 

19. Які допущення зроблено для наближеного виведення 

зміщення і дисперсії МОД-оцінок параметрів ММ? 
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20. Яким чином в методі прогнозу кореляцій (МПК) дося-

гається зменшення зміщення і дисперсії МПК-оцінок па-

раметрів ММ? 

21. Які складові 
jI  загального критерію І (6.50) і як вони 

впливають на якість прогнозної моделі? 

22. Які моделі-претенденти було використано в БАСІ-

системі? 

23. Які методи ідентифікації? 

24. Що (відносно ефективності БАСІ) показали результати 

(табл. 6.2) ідентифікації ММ з метою прогнозу? 

25. Який максимальний коефіцієнт ефективності БАСІ і в 

чому він відповідає ІМНК-оцінюванню? 
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Розділ 5 

 

ДОСЛІДЖЕННЯ НЕПЕРЕРВНИХ МОДЕЛЕЙ 

ДИНАМІЧНИХ СИСТЕМ 

 

5.1. Використання законів механіки 

 

Структуру моделей динаміки фізичної системи отри-

мують на основі законів механіки, електрики, гідравлі-

ки, термодинаміки  

та ін. Наприклад, система «пружина-маса» (рис. 5.1), до 

якої прикладемо момент М1(t).  

 

Та 

1 

2 

М2 

т 

 

Рис. 5.1. Обертовий об’єкт «пружина-маса» 

Припустимо, що пружина має малу масу порівняно з 

диском. Необхідно виміряти момент М2(t) маси m, вихо-

дячи із законів механіки. Сума діючих моментів повин-

на дорівнювати нулю М1(t) = М2(t). Зовнішній момент 

М1(t) прикладений до кінця пружини, передається крізь 

цей пружний елемент. Різниця кутових швидкостей 

пружного елемента (t) = 2(t) – 1(t) характеризує ку-
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тову швидкість одного кінця пружного елемента щодо 

іншого і називається відносною змінною. Для пружини 

і маси, що обертаються без демпфера (рис. 5.1) або лі-

нійно переміщуються з демпфером (рис. 5.2), в основу 

моделі покладено закони Ньютона. 

 

b 

Тертя 

стінки 

y 

Сила p(t)  

Рис. 5.2. Рухомий об’єкт «пружина-маса» 
 

У прикладі (рис. 5.2) вважатимемо тертя вантажу об 

стінки в’язким. Тоді, згідно з другим законом Ньютона, 

отримаємо диференціальне рівняння другого порядку зі 

сталими коефіцієнтами 

2

2

( ) ( )
( ) ( ),

d y t dy t
m b ky t p t

dtdt
+ + =                    (5.1) 

де k — коефіцієнт пружності пружини; b — коефіцієнт 

тертя.  

Більшість фізичних систем в малому діапазоні зміни 

змінних близькі до лінійних. Зі зростанням змінних всі 

системи стають нелінійними. Так, система «пружина-

маса» (рис. 5.2) лінійна і описується рівнянням (5.1) 

лише для малих відхилень y(t). 

Якщо до системи в стані спокою застосувати збурен-

ня x1(t), то на виході з’явиться реакція y1(t). Якщо підда-

ти систему збуренню x2(t), то вона дасть реакцію y2(t). 
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Необхідною умовою лінійності є умова, за якої при збу-

ренні x1(t) + x2(t) система мала реакцію y1(t) + y2(t). Це 

називають принципом суперпозиції. 

Для лінійної системи повинен виконуватися фактор 

масштабування: при множенні вхідної змінної на конс-

танту β вихідна змінна системи дорівнювала б β*y. Цю 

властивість називають гомогенністю. 

Система y = x2 не є лінійною, тому що для неї не ви-

конується принцип суперпозиції. Система y = mx + b 

негомогенна. Проте в околиці робочої точки x0, y0 щодо 

малих відхилень Δx і Δy її можна вважати лінійною. 

Якщо x = x0 + Δx і y = y0 + Δy, то Δy = mΔx задовольняє 

необхідні умови лінійності. 

Нехай певний елемент характеризується збуренням 

x(t) і реакцією на нього y(t): 

( ) ( ) ,y t  f x t=     

Безперервну функцію f в околиці робочої точки x0 

можна розкласти в ряд Тейлора: 

0 0

22

0 0
0 2

( ) ( )
( ) ( ) ...

1! 2!x x x x

x x x xdf d f
y f x f x

dx dx= =

− −
= = + + +  . 

Значення похідної 
0x x

df

dx =
 характеризує нахил дотич-

ної до функції y = f(x) в робочій точці x0. Ця дотична є 

апроксимацією кривої f(x) у випадку малих значень (x – 

x0) відхилення від робочої точки: 

0
0 0 0 0( ) ( ) ( )

x x

df
y f x x x y x x

dx =
= + − = +  − ,           (5.2) 

де  — тангенс кута нахилу дотичної до кривої в робо-

чій точці. Рівняння (5.2) можна записати у відхиленнях: 
y x. =   

Нехай вантаж масою m розташовано на пружині. Ро-

боча точка відповідає стану рівноваги, коли пружна си-

ла пружини дорівнює вазі вантажу mg, де g — приско-
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рення сили тяжіння: F0 = mg  

(рис. 5.3). Якщо пружина має залежність F = y2, то в по-

ложенні рівноваги 0y mg= . Лінійна модель для малих 

відхилень: 

0

0= 2 * .
y

dF
F y y y y

dy
  =  =   

 

 

 

 

 

Рис. 5.3. Залежність пружної сили від  y 

Якщо змінна yзалежить від декількох збурень x1, x2, 

…, xn, 

y = f(x1, x2, …, xn), 

то при лінеаризації беруться перші члени кратного ряду 

Тейлора див. формулу (1.7):  

0 0

0

10 20 0 1 10 2 20

1 2

0

( , ,..., ) ( ) ( ) ...

( ).

n
x x x x

n n
x x

n

f f
y f x x x x x x x

x x

f
x x

x

= =

=

 
= + − + − +

 


+ −


 

Розглянемо коливання маятника (рис. 5.4, а). Мо-

мент, що діє на масу, дорівнює: 

sinM mgL=  , 

де g — прискорення сили тяжіння. Умова рівноваги ма-

ятника  

Пружна 

сила 

f 

f0 

у у0 

Рівновага 

(робоча точка) 

f = у3 

0y y

df

dy
−
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0 = 0. Нелінійну залежність між T і  зображено на 

рис. 5.4, б. Обчислимо похідну в точці рівноваги. Тоді 

0
0 0

sin
( )T T MgL

=

 
−   = 


, 

де T0 = 0, 0 = 0, отже, 

(cos )( 0 ) .T MgL MgL=  −  =                        (5.3) 

 

 

 

 
 

 
                                      а                                     б 

Рис. 5.4. Коливання маятника: 
а — маятник; б — залежність Т() 

Лінійна модель (5.3) в діапазоні / 6 / 6−      відрі-

зняється лише на 2 % від дійсних коливань маятника. 

Розглянемо більш складну механічну систему (рис. 

5.5). Рівняння руху механічної системи в просторі зо-

бражень за Лапласом за нульових початкових умов 

отримане на підставі складання сил, що діють на елеме-

нти системи: 

1 1 1 2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )m sV s b b V s bV s p s+ + − = , 

  2
2 2 1 2 1

( )
( ) ( ) ( ) 0

V s
m sV s b V s V s k

s
+ − + = , 

або  

 1 1 2 1 1 2( ) ( ) ( ) ( )m s b b V s bV s p s+ + − = ,                

(5.4) 

1 1 2 1 2( ) ( ) 0
k

bV s m s b V s
s

 
− + + + = 

 
, 

де s — змінна Лапласа. 

 

Довжина L 

Маса М 

Т 

 
– 

  

2 

  

 2 
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Рівняння (5.4) у матричній формі:  

1 1 2 1
1

21 2 1

( ) ( )
.

( ) 0

m s b b b
V s p s

k
V sb m s b

s

+ + − 
     =    − + +   

 

 

Вважаючи, що вихідна змінна — це швидкість руху 

маси m1, за допомогою обернення матриці отримаємо:  

2 1
1 2

1 1 2 2 1 1

( / ) ( )
( )

( )( / )

m s b k s p s
V s

m s b b m s b k s b

+ +
=

+ + + + −
. 

 

Тертя b2 

Тертя b1 

т2 

т1 

A 

Швидкість 

V(t) 

Швидкість 

V(t) 
Сила р(t) 

 
Рис. 5.5. Механічна система з двома масами 

 

Передатна функція системи:  

2

1 2 1

2 2

1 1 2 2 1 1

( ) ( )
( ) .

( ) ( )( )

V s m s b s k
W s

p s m s b b m s b s k b s

+ +
= =

+ + + + −
 

Якщо за вихідну змінну прийняти переміщення x1(t), 

то  

1 1( ) ( ) ( )

( ) ( )

X s V s W s

p s sp s s
= = . 
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5.2. Використання законів електромеханіки 

 

5.2.1. Передатна функція двигуна постійного струму 

як виконавчого елемента в системах бортової 

автоматики літальних апаратів 

Електродвигун (рис. 5.6) перетворює електричну 

енергію на механічну енергію обертового руху. Завдяки 

високому оберталь-ному моменту, можливості регулю-

вання швидкості в широкому діапазоні, компактності, 

добрими характеристиками навантаження, двигуни пос-

тійного струму широко застосовуються в роботах-

маніпуляторах, стрічкопротяжних механізмах, дисково-

дах, у машинобудуванні та виконавчих пристроях слід-

куючих систем. 

Двигуни цього типу здатні створювати високий мо-

мент за малого моменту інерції ротора. Значення механіч-

ної сталої часу 15 мс. 

Передатну функцію двигуна отримаємо шляхом лі-

нійної апроксимації реальних характеристик. Вхідна ке-

руюча напруга може бути подана на обмотку збудження 

або на якір. Якщо відсутня насиченість, то магнітний 

потік Ф у повітряному зазорі буде пропорційний струму 

збудження fi : 

f fK i = . 

Момент, що розвивається двигуном: 

1 1( ) ( ) ( )m a f f aM K i t K K i t i t=  = .                     (5.5) 

Якщо двигун, керований по колу збудження, то пере-

творюючи (5.5) за Лапласом, отримаємо: 

1( ) ( ) ( ) ( )m a f m fM s K I I s K I s=  = ,                    (5.6) 

де ia = Ia струм якоря, а Km носить назву сталої елект-

родвигуна. 
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Струм збудження пов’язаний з напругою збудження 

fU  законами електрики 

( ) ( ) ( )f f f fU s R L s I s= + ,                         (5.7) 

де Rf  — опір; Lf — індуктивність обмотки збудження. 

Момент, що розвиває двигун, застосовується до на-

вантаження: 

( ) ( ) ( )m L dM s M s M s= + ,                        (5.8) 

де ( )LM s , 
dM  — динамічний та статичний моменти на-

вантаження  

2
( ) ( ) ( ).LM s Js s bs s=  +                       (5.9) 

 

3 4 
5 

8 

1 

6 2 

11 

7 

9 
10 

 

Рис. 5.6. Двигун постійного струму плоскої конструкції  

з постійними магнітами: 
1 — захисна алюмінієва кришка; 2 — плоска форма, що забезпечує  

компактність конструкції; 3 — підшипники; 4 — щітки;  

5 — постійні магніти зі сплаву Алніко, які забезпечують  

високе відношення «потужність/вага»; 6 — примусова вентиляція;  

7 — обмотка; 8 — мідний колектор; 9 — якір; 10 — тарілчаста форма яко-

ря,що забезпечує малий момент інерції; 11 — вал 

 



 154 

З виразів (5.6)–(5.8) отримаємо: 

)()()( sMsMsM dmL += ;                  (5.10) 

( ) ( )m m fM s K I s= ; 

( )
( )

f

f

f f

U s
I s

R L s
=

+
. 

Передатна функція двигуна «вхід напруга fU  — вихід 

кут »: 
/( )

( ) ( )( ) ( / )( / )

m fm

f f f f f

K JLKs

U s s Js b L s R s s b J s R L


= =

+ + + +
, 

або 
/( )

( )
( ) ( 1)( 1)

m f

f f L

K bRs
G s

U s s s s


= =

 +  +
, 

де /f f fL R =  і /L J b = . 

Якщо L f    то сталою часу обмотки збудження мо-

жна знехтувати. Структурну схему двигуна, керованого 

по колу збудження, зображено на рис. 5.7. Момент, що 

розвивається двигуном, пропорційний добутку струму 

aI  якоря на струм 
зI  збудження : 

1( ) ( ) ( )m f f aM s K K I I s= .                            (5.11) 

 

 

 

 

 

Рис. 5.7. Модель двигуна, керованого струмом збудження 

Коло збудження 

 

Навантаження 

 
Uf (s) lf (s) Mm (s)  (s)  (s) 

      1 

Rf  +  Rf s 

 

Km        1 

  Js  +  b 

 

1 

s 
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Якщо використано постійні магніти, то момент дви-

гуна буде пропорційний струму 
aI  якоря: 

)()( sIKsM amm = , 

де Km — коефіцієнт, що залежить від магнітної проник-

ності стального осердя.  

Струм у колі якоря пов’язаний з напругою за другим 

законом Кірхгофа:  

( ) ( ) ( ) ( )a a a a bU s R L s I s E s= + + ,                 (5.12) 

де Eb(s) — проти-ЕРС, яка пропорційна швидкості  

обертання: 

( ) ( )b bE s K s=  , 

Із рівняння (5.12) визначимо Ia, як функцію від Ua, : 

( ) ( )
( ) .a b

a

a a

U s K s
I s

R L s

− 
=

+
                      (5.13) 

Із рівнянь (5.9)–(5.10) отримаємо вираз для моменту 

навантаження: 
2

( ) ( ) ( ) ( )L mM s Js s bs s M s=  +  = .            (5.14) 

Зв’язок між змінними двигуна, керованого по колу 

якоря, показано на рис. 5.8. Із рівнянь (5.11), (5.13) і 

(5.14) (або за структурною схемою) отримаємо передат-

ну функцію двигуна: 

 

2 2

( )
( )

( ) ( )( )

,
( 2 )

m

a a a b m

m

n n

Ks
W s

U s s R L s Js b K K

K

s s s


= = =

+ + +

=
+  + 

 



 156 

 

Коло якоря 
 

  

 

 
 

Швидкість 

 
кут 

 

Проти ЕДС 

 

Ua(s) 
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Ke 

      1 

  Js  +  b 
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(s) 

 

1 

s Коло якоря 
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Рис. 5.8. Модель двигуна, керованого струмом якоря 

Якщо сталою часу якоря τ1 = La / Ra можна знехтува-

ти, то 

 

1

( )
( )

( ) ( )

/( )
,

( 1)

m

a a b m

m a b m

Ks
W s

V s s R Js b K K

K R b K K

s s


= = =

+ +

+
=

 +

               (5.15) 

де еквівалентна стала часу 1 /( )a a b mR J R b K K = + . 

 

5.2.2. Модель гідравлічного приводу рульових ма-

шинок літальних апаратів 

 

Для лінійного переміщення маси m може бути вико-

ристано гідравлічний пристрій. Рідина подається від 

джерела під постійним тиском і її стисливістю можна 

знехтувати. Переміщення x(t) золотника вниз призво-

дить до подачі рідини у верхню частину гідроциліндра і 

тоді поршень переміщується вниз. Мала сила, необхідна 

для переміщення x(t), перетворюється на велику силу, 

пов’язану з переміщенням поршня y(t). Об’ємна витрата 

рідини Q залежить від переміщення x(t) і різниці тисків, 

що діють на поршень, тобто Q = g(x, P). Скориставшись 

методом лінеаризації, запишемо: 
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0 0 0 0, ,
,x p

x P x P

g g
Q x P k x k P

x P

    
= + = −   

    
       (5.16) 

де (x0, P0) — координати робочої точки.  

Сила, що розвивається поршнем гідроциліндра, дорі-

внює добутку його площі A на тиск P: 

dt

dy
b

dt

yd
mAP +=

2

2

.                     (5.17) 

Підставляючи (5.16) в рівняння (5.17), отримаємо 

( )
2

2x

p

A d y dy
k x Q m b

k dtdt
− = + .                       (5.18) 

Окрім того, об’ємна витрата рідини пов’язана з пе-

реміщенням поршня: 

dt

dy
AQ = .                                     (5.19) 

Підставляючи (5.19) в рівняння (5.18), отримаємо: 

dt

dy

k

A
b

dt

yd
mx

k

Ak

pp

x














++=

2

2

2

 . 

Тоді, скориставшись перетворенням Лапласа, отри-

маємо передатну функцію, що зв’язує переміщення x(t) 

золотника з переміщенням y(t) поршня: 

)()(

)(

BMss

K

sX

sY

+
= ,                         (5.20) 

де 
p

x

k

Ak
K =  і 

pk

A
bB

2

+= . 

За структурою передатна функція (5.20) гідравлічно-

го виконав-чого пристрою збігається з передатною фун-

кцією (5.15) елект-родвигуна.  
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5.3. Структурні схеми систем керування 

 

У теорії ідентифікації та керування часто використо-

вують зображення систем у вигляді структурних схем. 

Структурні схеми складаються з ланок спрямованої дії, 

кожній із яких відповідає певна передатна функція. На 

рис. 5.9 зображено структурну схему двигуна постійно-

го струму, керованого по колу збудження, яка відобра-

жає зв’язок між кутом повороту (s) і напругою Uf (s). 

 

Рис. 5.9. Структурна схема двигуна постійного струму 

У загальному випадку для моделі системи з декількома 

керова-ними змінними використовується структурна схе-

ма з перехресними зв’язками. У системі є дві вхідні і дві 

вихідні змінні (рис. 5.10).  

 

 

 

 

 

Рис. 5.10. Система з двома входами і двома виходами 

 

За допомогою передатних функцій можна записати 

зв’язуючі їх рівняння:  

1 11 1 12 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ),Y s W s X s W s X s= +  

2 21 1 22 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ),Y s W s X s W s X s= +  

де Wij(s) — передатна функція від j-го входу до i-го ви-

ходу.  

( )
( )( )

m

f f

K
W s

s Js b L s R
=

+ +
 Uf(t) (t) 

Х1(s) 

СИСТЕМА 
Х2(s) 

Y1(s) 

Y2(s) 
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Загалом, за наявності n входів і m виходів можна за-

писати в матричній формі: 

1 11 1 1

2 21 2 2

1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

n

n

m m mn n

Y s G s G s X s

Y s G s G s X s

Y s G s G s X s

     
     
     =
     
     
     

, 

або векторно-матричній формі  

Y = WX, 

де Y і X — матриці-стовпці, елементами яких є m вихід-

них і n вхідних змінних, а W — матрична передатна фун-

кція розмірності mn.  

Далі розглядаємо приклади систем типу «об’єкт-

регулятор», де для вибору оптимального регулятора не-

обхідно знати математичну модель об’єкта — передатну 

функцію. Структуру її визначають, виходячи із законів 

фізики, а параметри слід уточнити шляхом розв’язання 

задачі ідентифікації. 

Приклад 5.2. Автономний самохідний місяцехід. 

Самохідним апаратом (місяцеходом) (рис. 5.13) із 

живленням від сонячних батарей може керувати за до-

помогою команд x(t). Система керування може бути ро-

зімкненою або замкненою. 

Розімкнена система має передатну функцію: 

0 2

1 0

( )
( )

( )

Y s K
W s

X s s a s a
= =

+ +
, 

замкнена система — відповідно: 

2

1 0

( )
( )

( )
c

Y s K
W s

X s s a s a K
= =

+ + +
. 
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Рис. 5.13. Місяцехід 

Для бажаного рівня якості керування необхідно ви-

значити і періодично уточнювати змінні від часу і об-

ставин три параметри: K, a1, a0. 

Приклад 5.3. Система керування кутом крену літака. 

Скористаємося спрощеною моделлю динаміки літака 

у вигляді передатної функції, що зв’язує відхилення 

елеронів 
e  і кут   крену літака (рис. 5.14, а). На рис. 

5.14, б зображено замкнену систему керування поло-

ження літака у повітрі, мета якої полягає у підтримці 

кута крену  , близького до 
a , в умовах непередбаче-

них зовнішніх збурень. Два апріорні параметри 11,4 і 

1,4 моделі літака слід уточнювати в польоті за допомо-

гою методів іденти-фікації, бо вони можуть суттєво змі-

нюватись. 
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Рис. 5.14. Керування кутом крену літака за допомогою елеронів: 
а — загальний вигляд; б — площа симетрії; 

в — система керування 

Приклад 5.4. Для виконання астрономічних спостере-

жень на орбіту виводиться космічний телескоп.  

Система керування наведенням повинна володіти то-

чністю 0,01 кутової хвилини і стежити за рухом об’єктів 

зі швидкостями до 0,21 кутової хвилини на секунду. Ко-

смічний телескоп зображено на рис. 5.15, а, а структур-

ну схему системи — на рис. 5.15, б.  

Ідентифікації підлягає або K1 або всі коефіцієнти за-

мкненої системи з передатною функцією 

1 0
з 3 2

3 2 1
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b s b
W s

a s a s a s

+
=

+ + +
,  

де 1 1

0 1 2 1 2 1 1 2 1 2 3 2 1 2, , , ( , ) , ( , )b K K b K a a K K a K K
− −

= =  =  = =  . 
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Космічний 

човник 

Наземна станція 

Зірка 

Супутникова 

система 

передавання 

даних 

 

                                                               а 

 

 

 

 

                                                                б 

Рис. 5.15. Космічний телескоп: 
а — загальний вигляд; б — система керування 

наведенням телескопа на зірку 

Приклад 5.5. Безпілотна модель літака з автопілотом. 

Для утримання моделі літака на заданому курсі і ви-

соті використовується автопілот. Структурна схема сис-

теми керування (рис. 5.16) включає регулятор W(s), па-

раметри якого залежать від моделі літака. Останні під-

лягають ідентифікації для адаптації параметрів регуля-

тора. 

Приклад 5.6. Система керування ракетою. 

На рис. 5.17 зображено структурну схему системи 

керування швидкістю ракети з ПІ-регулятором, параме-

три якого залежать від змінних у часі параметрів ракети. 

Для забезпечення стійкості і якості замкненої системи 

необхідна ідентифікація параметрів (100,2) ракети. 

( )

( )
2 1

2

1

1

K s

s

 +

 +
 1

2

K

s
 

Y1(s) 

Кутове  
положення 

X(s) 

Регулятор 
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– Вхід 
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Рис. 5.16. Структурна схема системи керування з автопілотом 

 

 

 

 

Рис. 5.17. Система керування швидкістю ракети 

Приклад 5.7. Літак із вертикальним зльотом. 

На рис. 5.18, а зображено літак із вертикальним зльо-

том, який забезпечується чотирма двигунами, що обер-

таються навколо горизонтальної осі. Структурну схему 

системи керування висотою підйому літака наведено на 

рис. 5.18, б. 

Передатна функція літака при вертикальному зльоті 

має два нульових і два комплексних корені:  

( )2 2

1
( )

2 100
W s

s s s
=

+ +
,  1,2 3,40, 1 10s s j=  −  . 

Тобто літак нестійкий і сильноколивальний. Для ста-

білізації режиму вертикального зльоту необхідна іден-

тифікація. 
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а 

 

 

 

 

б 

Рис. 5.18. Літак із вертикальним зльотом: 
а — загальний вигляд; б — система керування 

Приклад 5.8. Реактивний винищувач. 

На рис. 5.19, а зображено багатоцільовий реактивний 

винищу-вач і його структурну схему керування за кутом 

атаки (рис. 5.19, б), де ідентифікації підлягають аероди-

намічні коефіцієнти (АДК) літака. 
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                       Елерон Руль висоти 

Руль напрямку 

 
а 

 

 

 
 

б 

 

 

Рис. 5.19. Багатоцільовий винищувач: 
а — загальний вигляд;  

б — структурна схема системи керування кутом атаки 

Приклад 5.9. Вертоліт із вантажем на тросі. 

На рис. 5.20, а зображено вертоліт із вантажем на 

тросі.  

На рис. 5.20, б наведено структурну схему системи ке-

рування положенням вантажу, де візуальний зворотний 

зв’язок здійснюєть-ся пілотом, поданим передатною 

функцією H(s). Параметри передатних функцій як вер-

тольоту, так і пілоту можуть суттєво змінюватися, що 

призводить до зміни коренів передатної функції за-

мкненої системи «пілот–вертоліт» і, як наслідок, коли-

вальності системи, а то й стійкості системи. 

+ ( )

( )( )2
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4 4 8

K s

s s s s
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+ + +
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Рис. 5.20. Система керування вертольотом,  

який переносить вантаж: 
а — вертоліт, який переносить вантаж; б — система керування 

Приклад 5.10. Космічний корабель. 

Космічний корабель (рис. 5.21, а), служить для дос-

тавки на орбіту корисного вантажу і поверненню його 

на Землю. Корабель, що важить без вантажу близько 75 

т, оснащено елеронами в задній частині крил і гальмів-

ним двигуном у хвості, за допомогою яких здійснюється 

керування його польотом. На рис. 5.21, б наведено стру-

ктурну схему системи керування швидкістю зниження. 

Передатна функція корабля має вигляд  
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але її параметри суттєво змінюються в функції висоти 

Н, швидкості   та масі палива. Для забезпечення без-

пеки посадкового режиму необхідна поточна ідентифі-

кація W(s) і відповідна корекція пере-датної функції 

W1(s) регулятора. При цьому для коректної задачі іден-

тифікації необхідно спростити передатну функцію W(s). 

Як бачимо, існує безліч об’єктів ідентифікації. Це 

об’єкти, що змінюють свої параметри в процесі роботи. 

Для забезпечення бажаної якості керування ними вини-

кає необхідність в іденти-фікації їх передатних функцій. 
 

 
а 
 

 

 

 

 

 

б 

 

 

Рис. 5.21. Космічний корабель «Буран»: 

а — фото космічного корабля; б — структурна схема  

системи керування швидкістю зниження 
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5.4. Моделі в змінних стану 

5.4.1. Змінні стану 

Аналіз систем у часовій області ґрунтується на по-

нятті стану системи. Стан системи — це сукупність 

таких змінних, опис якими динаміки системи дозво-

ляє визначити її майбутній стан і вихідну змінну. Для 

динамічної системи її стан описується набором змінних 

[x1(t), x2(t),…, xn(t)], які визначають майбутню поведінку 

системи, якщо відомо її потоковий стан і всі зовнішні 

впливи. Наприклад, двовимірна система (рис. 5.22) має 

y1(t) і y2(t) — вихідні змінні, а u1(t) і u2(t) — вхідні. Якщо 

відомі початкові значення [x1(t0), x2(t0),…, xn(t0)] і вхідні 

сигнали u1(t) і u2(t) для t  t0, то цього достатньо, щоб 

визначити майбутні значення всіх змінних стану і вихі-

дних змінних. 

 

 

 

 

 

Рис. 5.22. Структурна схема системи 

 

Таким чином, змінні стану описують поведінку сис-

теми в майбутньому, якщо відомі потоковий стан, зов-

нішній вплив і рівняння динаміки системи. 

Загальний вигляд динамічної системи наведено на 

рис. 5.23. 
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Рис. 5.23. Динамічна система 

Поняття змінних стану проілюструємо на прикладі 

системи «маса–пружина» (див. рис. 5.1) зі загасанням 

(рис. 5.24). Кількість змінних стану, вибраних для опису 

системи, має бути по можливості мінімальним, щоб серед 

них не було зайвих. Для даної системи цілком достатньо 

мати дві змінні стану: x1(t) — положення і x2(t) — швид-

кість руху маси m; (x1, x2), x1(t) = y(t) — вихідна змінна. 

Тоді 

x1(t) = y1(t), 2

( )
( )

dy t
x t

dt
= . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 5.24. Система «маса–пружина» зі загасанням 
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Диференціальне рівняння (5.1), яке описує поведінку 

системи 
2

2
( )

d y dy
m ky u t

dtdt
+ + = , 

з урахуванням введених змінних стану, набуває вигля-

ду: 

2
2 1 ( ).

dx
m bx kx u t

dt
+ + =  

Останнє рівняння можна зобразити у вигляді системи 

двох диференціальних рівнянь першого порядку: 

1
2

2
1 2

;

1
.

dx
x

dt

dx k b
x x u

dt m m m


=


 = − − +


 

Ці рівняння описують залежність швидкості зміни 

кожної змінної стану від змінних стану х1, х2 і вхідної 

змінної u(t). 

Загалом стан системи описується диференціальними 

рівняннями першого порядку відносно кожної зі змін-

них стану: 

1 11 1 12 2 1 11 1 1... ...n n m mx a x a x a x b u b u= + + + + + + , 

1 21 2 22 2 2 21 1 2... ...n n m mx a x a x a x b u b u= + + + + + + ,         (5.24) 

1 1 2 2 1 1... ...n n n nn n n nm mx a x a x a x b u b u= + + + + + + , 

де x = dx/dt. Система (5.24) в матричній формі: 

1 11 12 1 1

11 1 1

2 21 22 2 2

1

1 2

n

m

n

n nm m

n n n nn n

x a a a x
b b u

x a a a xd

dt
b b u

x a a a x

     
        
        = +
        
            

     

.(5.25) 
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Матриця-стовпчик, яка складається зі змінних стану, 

назива-ється вектором стану. 

Вектор вхідних впливів позначається як u. Тоді сис-

тему (5.25) можна описати у векторно-матричному  ви-

гляді: 

.x Ax Bu= +                                     (5.26) 

Матриця А — квадратна розмірності nn, матриця B 

має розмірність nm. Рівняння стану зв’язує швидкість 

зміни стану системи з самим станом і вхідними сигна-

лами. Загалом вихідні змінні стану системи зв’язані зі 

змінними стану і вхідними впливами рівнянням виходу 

y Cx Du= + ,                                 (5.27) 

де у — сукупність вихідних сигналів, подана в вигляді 

вектора-стовпчика. 

Скориставшись рівнянням (5.26), запишемо рівняння 

стану для системи (див. рис. 5.24): 

0 1 0

( )1x x u tK b

m m m

   
   = +
   − −
   

.                  (5.28) 

Рівняння виходу: 

  1

1

2

1 0 .
x

y x
x

 
= = 

 
 

Розв’язок диференціального рівняння стану (5.28) 

формально можна отримати схожим на розв’язок скаля-

рного диференціаль-ного рівняння першого порядку: 

x ax bu= + ,                                  (5.29) 

де x(t) і u(t) — скалярні функції часу. Перетворимо за 

Лапласом рівняння (5.29): 

sX(s) – x(0) = aX(s) + bU(s), 
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звідки            

(0)
( ) ( ).

x b
X s U s

s a s a
= +

− −
                         (5.30) 

Обернене перетворення Лапласа рівняння (5.30) дає 

розв’язок: 

(1 )

0
( ) (0) ( ) ,

tat a
x t e x e bu d

−
= +                        (5.31) 

який подібний за виглядом і розв’язком до векторно-

матричного диференціального рівняння стану (5.26).  

Розглянемо матричну експоненціальну функцію. 

Подамо її у вигляді ряду 

2 2exp( ) ... ...
2! !

k k
A t A t

eAt At I At
k

= = + + + + + . 

Розв’язок рівняння стану, подібний (5.31), матиме ви-

гляд:   

0
( ) exp( ) (0) exp[ ( )] ( )

t
x t At x A t Bu d= + −    .              (5.32) 

Розв’язок (5.32) можна також отримати, застосував-

ши перетво-рення Лапласа до рівняння (5.26) і згрупу-

вавши члени. В результаті отримаємо: 

1 1
( ) [ ] (0) [ ] ( )X s sI A x sI A BU s

− −
= − + − ,                (5.33) 

де ( )1
[ ]sI A s

−
− =   зображення Лапласа функції 

Ф(s) = exp(At). 

Застосувавши до (5.33) обернене перетворення Лап-

ласа і враховуючи, що другий доданок у правій частині 

містить добуток Ф(s)BU(s), отримаємо рішення (5.32). 

Матрична експоненціальна функція Ф(t) описує вільний 

рух системі й називається фундаментальною матри-

цею або перехідною матрицею стану. Таким чином, 

розв’язок (5.32) можна записати у вигляді:  
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0
( ) Ф( ) (0) Ф( ) ( )

t
x t t x t Bu d= + −    . 

За рівнянням стану системи із входом і виходом ви-

значимо її передатну функцію. Взявши для рівнянь 

(5.26) і (5.27) перетво-рення за Лапласом за нульових по-

чаткових умов X(0) = 0 отримаємо: 

sX(s) = AX(s) + BU(s),                               (5.34) 

і 

Y(s) = CX(s) + DU(s).                                 (5.35) 

Групуючи члени в рівнянні (5.33), отримаємо: 

(sI – A)X(s) = BU(s). 

Оскільки 
1

][
−

− AsI = Ф(s), то X(s) = Ф(s) BU(s). 

Підставляючи X(s) в рівняння (5.35), отримаємо: 

Y(s) = [С Ф(s) B + D] U(s). 

Передатна функція W(s) = Y(s)/U(s), тобто: 

W(s) = CФ(s)B + D.                        (5.36) 

Приклад 5.12. Зв’язок моделі в змінних стану і відпові-

дних передатних функціях моделі короткоподійного по-

здовжнього руху літака. 

Рівняння стану 

X AX BU

Y CX

= +

=
,                                 (5.37) 

де 
1

2

;
x

X
x

 
=  
 

 x1 — відхилення від балансованого кута 

атаки літака; x2 — відхилення кутової швидкості обер-

тання літака; U — відхи-лення руля висоти літака; 
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11 12

21 22

,
a a

A
a a

 
=  
 

 1

2

,
b

B
b

 
=  
 

 
1 0

0 1
C

 
=  
 

 — аеродинамічні ко-

ефіцієнти. 

Для визначення матричної передатної функції W(s) 

(5.36) візьмемо перетворення Лапласа для системи 

(5.37) за нульових початкових умов: 

( ) ( ) ( ),

( ) ( ).

SX s AX s BU s

Y s CX s

= +

=
 

Звідси, згідно з рівнянням (5.36) (для D = 0) 

1
( ) ( ) ,W s C sI A B

−
= −                       (5.38) 

або  

1

11 12 1

21 22 2

11

22

( )1 0
( )

( )0 1

( ) 0
,

0 ( )

s a a b
W s

a s a b

W s

W s

−
− −    

= =    
− −     

 
=  
 

 

де 1 1 22
11 2

11 22 11 22 12 21

( ) ( )
( ) ,

( ) ( )

x s b s a
W s

U s s a a s a a a a

−
= =

+ + −
 

2 2 11
22 2

11 22 11 22 12 21

( ) ( )
( ) .

( ) ( )

x s b s a
W s

U s s a a s a a a a

−
= =

+ + −
 

Задача ідентифікації може розв’язуватися як для сис-

теми (5.37) у змінних стану, так і для передатних функ-

цій (5.38). 

 

5.5. Часові характеристики і перехідна матриця 

стану 

Перехідні характеристики системи можна отримати 

шляхом розв’язання рівняння стану, яке має вигляд: 
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0
( ) Ф( ) (0) Ф( ) ( ) .

t
x t t x t Bu d= + −                     (5.39) 

Якщо відомі початкові умови х(0), вектор вхідних 

впливів u(t) і перехідна матриця стану Ф(t), то реакція 

системи x(t) може бути обчислена тим чи іншим спосо-

бом. Таким чином, задача зводиться до обчислення мат-

риці Ф(t), яка в основному і визначає реакцію системи. 

Слід згадати й деякі методи обчислення ряду 

0

Ф( ) exp( )
!

k k

k

A t
t At

k



=

= =   

з обмеженою кількістю членів.  

Відомі також ефективні методи обчислення Ф(t) за 

допомогою комп’ютерних алгоритмів.  

У рівнянні (5.33) показано, що Ф(s) = (sI – A)–1. Тоді, 

якщо об-числити обернену матрицю, то можна знайти і 

Ф(t) як обернене перетворення Лапласа для Ф(s), тобто  

Ф(t) = L–1[Ф(s)]. 

Розглянемо перетворення Лапласа рівняння (5.39), 

вважаючи вхідні сигнали рівними 0. Тоді для ( ) 0u  =  із 

рівняння (5.39) маємо: 

X(s) = Ф(s)x(0). 

Перехідна матриця стану буде оберненим перетво-

ренням Лапласа від Ф(s), тобто 

1
Ф( ) [Ф( )]t L s

−
= . 

Тоді залежність змінних стану від початкових умов 

х(0) визначається, наприклад, для системи (5.37) друго-

го порядку так: 

1 11 1 12 2( ) ( ) (0) (0)X s s x x=  + ; 

2 21 1 22 2( ) ( ) (0) (0)X s s x x=  + , 

де ij  — складові матричної перехідної функції Ф(s). 



 176 

Часові характеристики системи, яка описується век-

торно-матричним диференціальним рівнянням стану, 

можна отримати, скориставшись дискретною апрок-

симацією. Подібна апроксима-ція ґрунтується на роз-

битті часової осі на достатньо малі відрізки. Тоді зна-

чення змінних стану будуть обчислюватися в дискретні 

моменти часу t = 0, T, 2T, … , де Т є кроком дискретнос-

ті у часі.  Цей метод широко використовується для чис-

лового аналізу і для обчислення на цифрових 

комп’ютерах. Якщо крок дискретності Т — досить малий 

порівняно зі сталими часу системи, то точність обчис-

лень буде цілком припустимою. 

Рівняння стану лінійної системи має вигляд: 

x Ax Bu= + . 

Скористаємось класичною формулою похідної:    

0

( ) ( )
lim
t

x t t x t
x

t →

+  −
=


 

для обчислення значень x(t) при розбитті t на малі відрі-

зки .t T =   

Отримаємо апроксимацію похідної 

( ) ( )x t T x t
x

T

+ −
=  

і підставимо її в рівняння: 

( ) ( )
( ) ( )

x t T x t
Ax t Bu t

T

+ −
 + . 

Звідси 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x t T TAx t x t TBu t TA I x t TBu t+  + + = + + ,    (5.40) 

де t розбито на малі відрізки тривалістю T. Тому час t 

набуває дискретних значень t = kT, k = 0,1,2,3,…Тоді ви-

раз (5.40) набуває вигляду: 
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[( 1) ( ) ( ) ( )x k T TA I x kT TBu kT+  + + .               (5.41) 

Таким чином, значення вектора стану в (k + 1)-й мо-

мент часу визначається через значення x і u в k-й момент 

часу. Вираз (5.41) можна записати інакше: 

( 1) ( ) ( ) ( )x k T x k TBu k+  + ,                   (5.42) 

де ( ) ( )T TA I = + .  

Вираз (5.42) показує, що визначення x(t) зводиться до 

обчислення його дискретної апроксимації х(k + 1) на ос-

нові попереднього значення x(k). Ця рекурентна опера-

ція, відома як метод Ейлера, являє собою послідовність 

обчислень і просто реалізується на цифрових 

комп’ютерах. Для розрахунків можуть також бути вико-

ристані більш точні методи чисельного інтегрування, 

наприклад методи Рунге–Кутта. 

Приклад 5.13. Неперервна та дискретна модель епіде-

мії. 

У біології також важливо визначати відповідні моде-

лі. Так поширення епідемічного захворювання опису-

ється системою нелінійних диференціальних рівнянь: 

1 1 1 2 1( )x x x x u t= − − + , 

2 1 2 2 2 ( )x x x x u t= − − + ,                           (5.43) 

3 1 2x x x=  +  , 

де взаємодію між групами населення подано нелінійним  

членом 1 2
x x . 

Вважатимемо, що 
1 2

1, ( ) 0, (0) 1u t u = =  = = =  і 

2
( ) 0u k =  при 1k  . Виберемо крок дискретності Т = 0,2 

діб і задамо початкові умови у вигляді хТ(0) = [1 0 0]. 

Тоді, підставляючи в рівняння (5.43) t = kT, отримаємо 

рівняння 
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1 1

1 1 2

( 1) ( )
( ) ( ) ( )

x k x k
x k x k x k

T

+ −
= − − , 

2 2

1 2 2 2

( 1) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

x k x k
x k x k x k u k

T

+ −
= − − , 

3 3

1 2

( 1) ( )
( ) ( )

x k x k
x k x k

T

+ −
= + . 

Визначимо із цих рівнянь ( 1)
i

x k + : 

1 1 1 2
( 1) 0,8 ( ) 0,2 ( ) ( )x k x k x k x k+ = − , 

2 2 1 2 2
( 1) 0,8 ( ) 0,2 ( ) ( ) ( )x k x k x k x k u k+ = − + ,               (5.44) 

3 3 1 2
( 1) ( ) 0,2 ( ) 0,2 ( )x k x k x k x k+ = − + . 

У перший момент часу, для t = T маємо: 

1 1
(1) 0,8 (0) 0,8x x= = ,  

2 1
(1) 0,2 (0) 0,2x u= = ,  

3 1
(1) 0,2 (0) 0,2x x= = . 

Ще раз використовуючи рівняння (5.44) і враховую-

чи, що  

u2(1) = 0, отримаємо: 

1 1 1 2
( 1) 0,8 ( ) 0,2 ( ) ( ) 0,608x k x k x k x k+ = − = , 

2 2 1 2 2
( 1) 0,8 ( ) 0,2 ( ) ( ) ( ) 0,192x k x k x k x k u k+ = − + = , 

3 3 1 2
( 1) ( ) 0,2 ( ) 0,2 ( ) 0,40x k x k x k x k+ = − + = . 

Аналогічно, при t = 3T маємо: 

1
(3) 0,463x = , 

2
(3) 0,177x = , 

3
(3) 0,56x = . 

Подальші обчислення виконуються аналогічно. 
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Годинні характеристики лінійних систем обчислю-

ються шляхом використання перехідної матриці стану 

або за допомогою дискретної апроксимації рівняння 

стану. Для нелінійних систем найбільш придатним є ме-

тод дискретизації рівняння стану. 

 

Приклад 5.15. Перевернутий маятник як фізична мо-

дель нестійкої системи ракети на старті. 

Проблема керування положенням ракети на початко-

вій стадії польоту: ракета знаходиться в рівновазі, якщо 

( ) 0t =  і / 0d dt = . Ця проблема класично моделюється 

у вигляді перевернутого маятника, який змонтовано на 

візку (рис. 5.26).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5.26. Перевернутий маятник на візку 

Візок повинен рухатися таким чином, щоб маса m 

завжди займала близьке до вертикального положення. 

Як змінні стану природно прийняти кут відхилення мая-

тника ( )t  і переміщення візка ( )y t . Диференціальне рі-

вняння, яке описує рух цієї системи, можна отримати, 

записавши вираз для суми сил, які діють у горизонталь-

Поверхня без 

тертя 

u(t) 

m1g 

Маса 

y(t) 

0 

m2 

m1 1m y  
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ному напрямку, і суми моментів відносно точки обер-

тання. Вважатимемо, що m2 >> m1 і кут відхилення від 

вертикалі  є малим, тому рівняння є лінійним. Сума 

сил, які діють у горизонтальному напрямку, дорівнює 

2 1 ( ) 0m y m l u t= − = ,                               (5.48) 

де u(t) — сила, прикладена до візка; l — відстань від ма-

си m2 до точки обертання.  

Сума моментів відносно точки обертання  

2 1 2 1 lg 0.m ly m l m= −  =                           (5.49) 

Виберемо змінні стану для двох рівнянь другого по-

рядку ( ) ( )1 2 3 4, , , , , ,x x x x y y=   . Рівняння (5.48) і (5.49) із 

врахуванням цих змінних стану:                   

2 2 1 4 ( ) 0m x m lx u t+ − = ,                      (5.50) 

2 4 3 0x lx gx+ − = .                          (5.51) 

Для того, щоб отримати необхідні диференціальні рі-

вняння першого порядку, визначимо із (5.51) 
4lx  і підста-

вимо його в рівняння (5.50): 

2 2 1 3 ( )m x m gx u t+ = , 

де враховано, що m2 >> m1.  

Далі, підставляючи 2x  із (5.50) в рівняння (5.51), 

отримаємо: 

2 2 2 3 ( ) 0m x m gx u t+ + = . 

Таким чином, отримаємо систему у змінних стану: 

1 2 2 3

1
, ( )

mg
x x x x u t

M M
= = − + , 
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3 4 4 3

1
, ( )

g
x x x x u t

l Ml
= = − − . 

Звідси отримуємо матриці системи вигляду (5.26): 

0 1 0 0

0 0 ( / ) 0

0 0 0 1

0 0 / 0

mg M
A

g l

 
 

−
 =
 
 
 

; 

0

1/

0

1/

M
B

Ml

 
 
 =
 
 
− 

. 

 

Запитання 

 

1. Поясніть з позицій теоретичної механіки рівняння 

(5.1) об’єкти (рис. 5.2). 

2. В чому полягає лінеаризація моделі маятника? 

3. Визначте передаточну функцію 2-х масової систе-

ми (рис. 5.5). 

4. Поясніть структурну схему ММ ДПС (рис. 5.8). 

5. Розгляньте ММ (рис. 5.12÷5.21) різних динамічних 

об’єктів. В чому їх принципова наближеність? 

1. Дайте визначення стану системи. 

2. Перейдіть від диференційного рівняння системи 

(рис. 5.24) до системи в формі Коші в скалярному і 

векторно-матричному поданні? 

3. Як перейти від системи рівнянь в формі Коші до 

матричної передаточної функції? 

4. Як методом Ейлера перейти від неперервних до 

дискретних моделей? 

5. Які змінні входять в модель (5.43) епідемії короно-

вірусу? 

6. Які змінні стану моделі електроприводу принтера? 

7. Які змінні стану моделі перевернутого маятника? 
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Розділ 6 

 

МЕТОДИ ІДЕНТИФІКАЦІЇ ДИНАМІЧНИХ  

ОБ’ЄКТІВ. 

 

6.1. “Of-line” ідентифікація динамічних об’єктів 

 

6.1.1. Активна ідентифікація динамічних об’єктів 

 

Будь-яка реальна система завжди складніша ніж її мате-

матична модель. Якщо розглядати задачу ідентифікації, як 

задачу довільної апроксимації відображення множини вхід-

них сигналів u(t) об’єкта в множину вихідних Y(t), то тут має 

місце принцип множинності моделей( ситуація «чорної скри-

ньки»). Існує безліч типів і структур у вибраному типі моде-

лей, які( за відповідної оптимізації їх параметрів ) задоволь-

нять вимогу близькості вихідних сигналів Y(t) об’єкта і  

моделі. При такій постановці задачі структура і параметри 

моделі можуть не мати нічого спільного з структурою і пара-

метрами реального об’єкта. Наприклад , об’єкт, що являє со-

бою оператор  запізнення у часі і синусоїдальний сигнал 

msinωtU  на виході, за умови що 
Ò π

τ
4 2ω

 = , може мати мо-

дель у вигляді передаточної інерційної ланки першого поряд-

ку 

( )M

1

W ,
τ 1

k
s

s
=

+
 

яка точно відобразить вихідний сигнал 

об’єкта
m sin(ω(t τ)),Y −  де

m m ,Y U=  якщо
2 2

1

1
ω τ 1

k
=

+
 

і
1φ arctgωτ ωτ.= − = −  При цьому структура об’єкта і моделі 

зовсім різними. Виявити неадекватність моделі об’єкту мож-

ливо, якщо на вхід їх подавати більш інформативний ніж си-

гнал синусоїди, наприклад
mU signsin(ωt) . Тоді за будь-яких 
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 і  моделі неможливо забезпечити спів падання виходів 

об’єкта і моделі. Співпадання з точністю до малої величини  

може буди досягнено шляхом пошуку структури моделі  по-

дібної  до структури об’єкта. Але на об’єкт окрім вхідного 

впливу  діє ще нескінченно велика кількість інших зов-

нішніх впливів. Тому, для визначення моделі конкретної 

структури, слід  об‘єкт ввести в такий стан, за якого неврахо-

вано в моделі впливи будуть зневажливо малими. В такій си-

туації з точністю до  можна вважати ідентичність об’єкта і 

моделі. При цьому модель і її коефіцієнти мають конкретний 

фізичний зміст. Наприклад, літак, що летить горизонтально в 

спокійній атмосфері на короткому відрізку часу при невели-

ких відхиленнях смінних стану під дією вхідного впливу(рулі 

висоти)  відносно вихідної змінної з точністю до  може бути 

представлений ланкою другого порядку 

0 1
M 2

1 0

b b
W s) ,(

s

a as s

+
=

+ +
 

коефіцієнти , якої будуть мати конкретний фі-

зичний зміст. Наприклад  помножене на конструктивні па-

раметри літака, це запас аперіодичної  стійкості(нормована 

відстань між центром масс і аеродинамічним фокусом) літака 

і т.ін. 

Таким чином для об’єктивного визначення фізичних 

параметрів реального об’єкта ідентифікації необхідно: 

- ввести об’єкт в стан, де суттєвими будуть тільки ті 

змінні, які враховано в моделі; 

- подати на вхід об’єкта і моделі такі керуючі впливи, 

які забезпечать однозначність оцінок коефіцієнтів моделі 

об’єкта. 

В цих двох пунктах і полягає поняття активного експе-

рименту.  

Модель у вигляді передаточної функції по даним акти-

вного експерименту може бути одно-кроковою, коли пе-

редаточна функція визначається безпосередньо з експе-

рименту або дво-кроковою, коли з експерименту визнача-

ється непараметрична оцінка перехідної чи імпульсної 
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перехідної функцій або амплітудно-частотна характеристика 

( І крок), а далі по ним( ІІ крок) визначається передаточна 

функція. 

 

6.1.2. Визначення імпульсної перехідної функції  

кореляційним методом 

 

Вихідні змінні об’єкта  визначаються не тільки як на-

слідок дії детермінованого керуючого вхідного сигнала , 

але і поміх . (рис 6.1). 

 

Рис.  6.1 

Всі видимі перешкоди,що діють на різні частини об’єкта, 

приведені до виходу об’єкта та представлено у вигляді ади-

тивного шуму. Значення вихідного сигналу  

( ) ( ) ( )(t) ω τ τ dτ t ,y u t e
−



= − +   (6.1) 

де  - імпульсивна перехідна функція. 

Помноживши (6.1) на x(t ) та проінтегрувавшиобидвіча-

стини   по    в межах   ( ), одержуємо: 

( ) ( ) ( ), ω R τ dt R τ( ) .y u uu ueR t t
−



+ −=     (6.2) 

Якщо  та (умова фізичної 

реалізованості системи),то  

( ) ( ),
0

ω R τ dt,( )y u uuR t t


− =    (6.3) 

яке називається рівнянням Віннера-Хопфа.     

Це лінійне інтегральне рівняння першого роду. Його чис-

лове рішення здійснюється методом апроксимуючих функ-

( )u t  
W(p) 

( )y t  

( )e t  
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цій, обчислення яких здійснюється на основі методу най-

менших квадратів. Вирішення рівняння дає вираження 

для функції ваги , тобто імпульсної перехідної функ-

ції об’єкта. 

Розглянемо рішення рівняння (6.3), використовуючи 

його дискретний аналог 

( ) ( ) ( )
0

n

uR ω R τ,yu
k

mm k k
=

= −                (6.4) 

де  - інтервал дискретизації кореляційних функцій. 

Позначимо: 

,

R (0) R (1) R ( 1)

R (0) R (0) R (0)
R ;

R ( 1) R ( 2) R (0)

uu uu uu

uu uu uu

u u

uu uu uu

n

n n

− 
 


 =
 
 

− − 

 (6.5) 

,

ω(1) (1)

ω(2) (2)
W ;R ;

ω( ) ( )

y u

r

r

n r n

   
   
   = =
   
   
   

              (6.6) 

де
,R ( )

(i) .
τ

y u i
r =


 

Тоді (6.4) можна записати в матричному вигляді  

, ,y u u uRR w=
                                         (6.7)

 

звідки шукані значення (1),..., ( )n  функції ваги будуть до-

рівнювати 

1

, ,R .w Ru u y u

−
=

                      
(6.8) 

В силу слабкої обумовленості матриці    рішення 

рівняння (6.8) нестійке,що приводить до великих похибок 

рішення за малих змін коефіцієнтів матриць  . 
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Більш точне рішення може бути отримане методом апрок-

симуючих функцій з використанням методу колокації. Від-

повідно до цього методом апроксимують функцію ваги лі-

нійною комбінацією з  ортогональних функцій ( )k t : 

( )
m

1
k kω t α φ (t),

k=

=      (6.9) 

та обчислюють (t) 

( ) ( ) ( )k k
0

φ τ τ dτ.
t

uuR tf t = −     (6.10) 

Метод колокації дає систему з  лінійних рівнянь для 

знаходження невідомих коефіцієнтів апроксимуючої фун-

кції: 

( )
1

α ( ) 1,2,
m

k k yu
k

i R i if m
=

= =                 (6.11) 

Оскільки в експерименті  отримуються оцінки кореляцій-

ної функції, значення шуканої функції ваги являється набли-

женим. Структура рівняння Віннера-Хопфа така, що незначні 

помилки в визначені кореляційних функцій призводять до 

значних помилок у визначенні імпульсної перехідної харак-

теристики . Для покращення результату бажано оцінку 

кореляційних функцій ,uy uuR R апроксимувати аналітичними 

залежностями виду 
2

2 2 2 2
( ) , ( ) , ( ) cos

a aa
uu u uu u uu uR e R e R e

T

−  − −  
 =   =   =    Ефекти-

вним є використання кореляційного методу для визначення 

запізнювання в об’єкті керування. Величина запізнення буде 

дорівнювати значенню аргументу  взаємної кореляційної фу-

нкції, за якого вона досягає максимуму. 

Приклад 6.1. Проведемо активну ідентифікацію кореля-

ційним методом об’єкта з передаточною функцією: 

( )

2,5
.

p 0,1 (p2 6p
( )

25)
W p  

+ +
=

+
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Програма ідентифікації: 

k=2.5; p1=-1; p2=-3+4*I; p3=-3-4*I; 

p=[p1 p2 p3]; 

wo=zpk([],p,k); 

[nun,den]=tfdata(wo,’v’); 

wo=tf(nun,den,’td’,10);% 

tm=700;dt=.01; 

t=0:dt:tm; 

n=length(t); 

u=randn(n,1);% 

y=lsim(wo,u,t);% 

tau=-tm:dt:tm; 

ruu=xcorr(u,u,’biased’);% 

ryu=xcorr(y,u,’biased’);% 

w=impulse(wo,t);  

m=1:5000; 

plot(t(m),w(m),t(m),ryu(n:n+4999)/dt),grid 

Активний експеримент: 

Взаємно кореляційна функція Ruy буде дорівнювати 

функції ваги об’єкта, якщо кореляційна функція вхідного 

сигналу буде являтися δ-функцією. Таку кореляційну фу-

нкцію має сигнал типу «білий шум». Якщо подати на вхід 

об’єкта «білий шум» (рис.6.2, а), який має кореляційну 

функцію у вигляді δ-імпульсу (рис.6.2, б), то взаємна ко-

реляційна функція буде функцією ваги ω(t) (рис.6.3, в). 

Розходження кривих на рис. 6.3 обумовлено неможли-

вістю сформувати на вході об’єкта ідеальний «білий шум» 

і похибками обчислення кореляційних функцій. 

Розходження кривих на рис. 6.3 обумовлено неможли-

вістю сформувати на вході об’єкта ідеальний «білий шум» 

і похибками обчислення кореляційних функцій. 

 

Вагова функція та взаємна кореляційна функція 

Вагова функція та взаємна кореляційна функція 
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Рис.6.2.(Білий шум (а); Кореляційна функція(б)) 

 

Підвищити точність моделювання випадкового процесу 

типу «білого шуму» при скороченні довжини вибірки (що є 

дуже важливим для ідентифікації реальних об’єктів) можна, 

якщо в якості моделі  «білого шуму» застосувати псевдови-

падкові сигнали, характеристики яких близькі до «білого 

шуму» при обмеженій амплітуді і часу дії сигналу. 

 

Кореляційна функція вхідного сигналу 

«Білий шум» 
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Рис.6.3.Вагова функція та взаємна кореляційна функція 

 

6.1.3. Псевдовипадкові двійкові послідовності мак-

симальної довжини. 

 

Генерація псевдовипадкових двійкових послідовностей 

(ПВДП). Псевдовипадкову двійкову послідовність можна 

отримати на N розрядному регістрі зсуву з від'ємним зворот-

ним зв’язком (рис. 6.4) 

 

Рис. 6.4 N – розрядний регістр зсуву з від’ємним зворотним 

зв’язком. 
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Сигнали з одиничних тригерів підсумовуються за моду-

лем 2, а сигнал, що відповідає результату підсумування, по-

дається на вхід тригера першого розряду. Період Т дискрет-

ності цієї послідовності задається генератором імпульсів. 

Максимальна довжина періоду повтору послідовності  

,
N

L 2 1= −  

або LT секунд кожної із комбінацій входу хі =0, i= 1, N . Це 

один із тих станів регістра зсуву,  коли у всіх його розрядах 

зафіксовано одні нулі. У цьому разі генерація ПВДП припи-

няється . Максимальний для розряду N період L=2n-1 досяга-

ється тільки належним вибором номерів тригерів, з яких по-

дається сигнал на суматор по модулю 2.  Так, наприклад, 

п’яти-розрядний регістр зсуву, який складається з п'яти еле-

ментів за початкових умов 111 11, видає послідовність  

Х,довжина періоду повтору якої 

N 5
L 2 1 2 1 31.= − = − =  

Для дослідження ПВДП максимальної довжини викорис-

товують характеристичний поліном, який визначає тип гене-

ратора (табл. 6.1). 

 

Таблиця.6.1  
 

Характеристичні поліноми псевдовипадкових двійкових по-

слідовностей максимальної довжини 

 

Характеристичний поліном Довжина Д 

(період) 

D2 D1 D0 3 

D3 D2 D0 7 

D4 D3 D0 15 

D5 D3 D0 31 

D6 D5 0 63 

D7 D6 D0↔D7 D4 D0 127 

D8 D4 D3 D2 D0 255 
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З практичного погляду дуже зручно відтворювати 

ПВДП максимальної довжини, використовуючи рівні ста-

нів елементів регістра зсуву зі знаками +1 і -1 замість 0 і 1. 

У цьому випадку логічне додавання за модулем 2 еквіва-

лентне функції множення зі зміною знака рис. 6.6 

 

 

               а)                                                                             б) 

Рис.6.6 (а - додавання за модулем 2;  

б - множення зі зміною знака добутку) 

 

Розглянемо властивості псевдовипадкових двійкових 

послідовностей. У ПВДП є 2N-1значень 1 і 2N-1значень 0. 

Тому можлива комбінація 1 та 0. За винятком комбінації 

000...Додавання за модулем два (або множення зі зміною 

знака добутку)  будь-якої послідовності  х1 з послідовніс-

тю х2, отриманою під час створення послідовності х1 і 

зсунутою на один такт., дає послідовність х3, яка дорівнює 

послідовності х1, зсунутій на один такт(Рис 6.7). 

 Із рисунка 6.7 видно, якщоN=3, то період повтору 

ПВДП L=23-1=7. Тоді за початкових умов 111 

х1,=1 1 1 -1 -1 1 -1, ... 

х2= -1 -1 1 -1 1 1 1, ... 

х3=  1 1 -1 -1 1 -1 1, ... 

 

a'b A  

-1 -1 -1 

1 -1 1 

-1 1 1 

1 1 -1 

a'b A  

0 0 0 

1 0 1 

0 1 1 

1 1 0 



 192 

 

Рис.6.7 Три-розрядний регістр зсуву для генерації ПВДП мак-

симальної довжини х1,х2,х3. 

Середнє значення ПВДП з рівнями 0 і 1 за період повто-

ру L. 

1 1

1 2 1 2 1 1
[ ] { } (1 ).

2 2 22 2

N N

N N
E x

L− −
= − = = −  

Значення величин L досить велике, тому 1/L . Отже,  

 
1

.
2

Å x =  

Середнє значення ПВДП з рівнями сигналу +1 і -1 і періо-

дом повтору L 

( 1) ( 1)
[ ] 1 / {2 (1) (2 1) ( 1)}.

N N
E x L x x

− −
= + − −  

( 1) ( 1)
1/ 2 2 1 1/ .

N N
L L

− −
− + =  

Якщо ПВДП має рівні сигналу +а і –а, то середнє значен-

ня такої послідовності за період повтору L відповідно буде 

таким: 
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L

1

1 1
[ ] X(i) = .

i

E
LL

x a
=

=   

Оскільки величина періоду повтору L досить велика, 

вважаймо, що ця послідовність центрована. 

Автокореляційна функція дискретної ПВДП з рівнями 

+1 і -1 та періодом повтору L. 

L

1

1
( ) X(i)X(i - k).

L
x

i
xR k

=

=   

Як показано, додавання за модулем 2 послідовності Хj 

дорівнює Хк і рівнозначне перемноженню зі зміною знака 

отриманого добутку, тобто  

ХіХj =− Хк. 

Якщо k=0, то АКФ дискретної ПВДП з рівнями +1 і −1 

дорівнює одиниці:  

( )
1

L

1

L
2

0 (
1 1

Õ ³ 1,
L L

)xx
i i

R i
= =

= = =   

якщо k 0, то  

1 1 1

1 1 1
( )( ) .

L L L

xx i
i i

k i jj
i

R К X
L L L

X X X−
= = =

− == =    

Оскільки
L

j
1

( Õ ) 1,
j=

− =  

то, якщо k≠0, тоді автокореляційна функція (АКФ) дискрет-

ної ПДВП з рівнями +1 і -1 і періодом повтору L обчислюють 

таким чином: Rxx(k)=1, якщо k=nL, n -  ціле число; або 

Rxx(k)=
1

,
L

− якщо К nL.  

Графік дискретної автокореляційної функції зображено 

на рис.6.8 
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Рис. 6.8 Автокороеляційна фукція дискретної ПВДП з рівнями 

+1 і -1 і періодом повтору L. 

У цьому випадку ПВДП з рівнями +аі –а і періодом по-

втору L, сигнал, що подається на систему ідентифікації, ма-

тиме вигляд показаний на рисунку 6.9 

 

Рис. 6.9 Неперервна ПВДП з рівнями –а і а і періодом повтору 

L=15 

Середнє значення неперервної ПВДП з рівнями + а і – а і 

періодом повтору L. 

 
a

E x
L

= −  

Автокореляційна функція неперервної ПВДП з рівнями +а 

і –а і періодом повтору L. 
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LT

0

1
x( ) ( ) ,

LT
( )xxR t x t dt− = 

                 (6.12)

 

якщо /τ/≥Т, то випадкові величини х(Т)і х(Т-τ)відповідають 

двом різним моментам дискретності і тому АКФ неперервної 

ПВДП 

 
2LT

0

1
x( ) .

LT
( )xx àR

a
T dt

L
− = − =   

Якщо /𝜏/<Т, то
2 1
(1 ,) ( )( 1xxC

L

L T
a

+ 
− −=  

Графік АКФ неперервної ПВДП з рівнями +а і – а та 

періодом повтору L зображено на рис.6.10 

 

6.10 Автокореляційна функція неперервної ПВДП з рівнями  

+а і – а та періодом повтору L. 

Спектральну щільність ПВДП з рівнями +а і – а та пе-

ріодом повтору L, можна одержати як перетворення Фурє 

(рис.6.10), яке має висоту 
2
(L 1)

H ,
L

a +
=  

із основою B=2T. 

У цьому випадку спектральна щільність такої послідо-

вності 
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2 2L 1 sin VT
T( ,( )

L VT
xxS f a)

+ 


=  де f =1/Т – частота генератора, 

Т- період тактової частоти роботи генератора(інтервал часу 

між сусідніми зсувами). 

Ураховуючи періодичність і неперервність величини
2

a

L
 

між піками АКФ неперервної ПВДП одержимо вираз для об-

числення її спектральної щільності.  
2 2

2 1 sin
( ) ( ).( )xx

n

L fT n a
a T f f

L fT L
V

T
S

L=−

 + 
− −= 

 


           

(6.13) 

 

Рис.6.11 Спектральна щільність неперервної ПВДП з рівнями +а 

і – а та періодом повтору L. Спектральна щільність має огинаючу 

виду і вперше перетворюється на нуль , якщо v=1/T. Кількість спе-

ктральних ліній в межах від v=0 до v=1/T дорівнює L. 

Розширення частотного спектру ПВДП забезпечується 

збільшенням тактової частоти генератора ПВДП. Простота 

зміни тактової частоти, а отже й ширина спектру сигналу, 

дозволила широко використовувати ПВДП як модель «білого 

шуму». 

Приклад 6.2. Необхідно визначити імпульсну перехідну 

функцію збирача рідини (рис. 6.12). У системі (а) рідина тру-

бопроводом 1 через регулюючий орган (РО) 2 подається у 

збирач рідини 3, а з нього через технологічний вентиль (ТВ) 

4 – на виробництво. За допомогою РО та ТВ у збирачі вста-

новлюються відповідний рівень рідини h, він реагує як на 

зміну положення РО, так і положення ТВ. Будемо надалі 
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вважати зміну положення РО керувальним діянням, а змі-

ну положення ТВ  − збурювальним. У системі (б) рідина 

після проходження РО 2 надходить спочатку до довгого 

трубопроводу 5 , а вже з нього – до збирача рідини 3. 

 

Рис. 6.12 принципові схеми збирача рідини  з коротким тру-

бопроводом подачі рідини в збирач (а) і з довгим (б). 

 

Передаточна функція каналу керування «витрата ріди-

ни Qп – рівень рідини h» системи «а» і системи «б». 

( ) 0

0

ky( )
.

u( ) 1 T
s

s

s

s
W =

+
=                          (6.14) 

            

0

0

k exp( pr)y( )
.

U( ) 1
(

T
)W

s
s

s s

−
=

+
=

  

 

Обчислимо значення експериментальної імпульсної 

перехідної функції системи (а) . На вхід цієї системи по-

дано ПВДП із рівняннями +1 і -1 та періодом повтору 

L=31.  

Рис. 6.13 графік 1 вхідна змінна. Вихідна змінна сис-

теми у(і) відреагувала так, як показано на рис. 6.13 (графік 

2) Експериментальна  ІПФ Wel(i) системи 1 пов’язана з її 

взаємно кореляційною функцією Rуи(і): 
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2
( ),

(
)

1)
(el yuR i

L

L
i

a +
 =

                   

(6.15) 

де а – амплітуда (рівневхідного сигналу;L – період повтору 

ПВДП. 

Оскільки період повтору L=31 біт, а=1, а тривалість Т=3с, 

то повторення L= LТ=31*3=93 с. Підставимо Lу рівняння 

6.15. Тоді: 

93
( ) 0,989 ( )

1 93
( ) yu yel ui R i R i=

+
   

( ) ( ),el yui R i   

Тобто експерементальна ІПФ системи (а) за заданої 

ПВДП (/а/=1,L=31 майже збігається з (ВКФ) цієї системи:  

( ) ( )
0

1
y .( )yu

k

n k

u i kR
k

i
N

k
=

−

= −
−


  

(6.16) 

Згідно з формулою (6.16) було обчислено 18 значень не-

перервної ВКФ системи (а).  

Експериментальну ІПФ системи a можна отримати на пі-

дставі АКФ поділивши її значення на Т=3с: 

( ) ( ) ( ) ( )yu yu

1 1
.

T 3
elR R Ri W i i k= = (6.17)  

На рис. 6.14 побудовано ІПФ (графік 1), та дві експеримента-

льні для різних поміх у вимірах ( )y  . Збільшити точність 

вказаних функцій можна, збільшивши період повторення 

ПВДП. 

Для об’єкта зі запізненням  внаслідок довгого трубоп-

роводу подачі рідини (рис. 6.12, б) результат буде аналогіч-

ним, тільки ІПФ і її оцінку будуть зсунуті у часі на  . 
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Рис. 6.13 Реалізація вхідної (графік 1) і вихідної (графік 

2)змінних системи  

 

 

Рис. 6.14 Імпульсні перехідні функції збирача рідини: 

1 – істинна; 2 і 3 експериментальні. 
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6.1.4. Дослідження методів отримання непараметрич-

них оцінок перехідної функції (ПФ) і АФЧХ в режимі ак-

тивної ідентифікації 

 

При плануванні експерименту вибирають метод дослі-

дження динаміки об'єкта, а також вид випробовуваного дете-

рмінованого (із заздалегідь відомим характером зміни) впли-

ву. Для прискорення визначення динамічних характеристик 

зазвичай використовують метод перехідних характеристик. 

Цей метод простий і дозволяє отримати динамічні характери-

стики об'єкта за короткий проміжок часу.  

Визначення перехідних функцій (ПФ) об'єкта. Визна-

чення ПФ об'єкта необхідно робити в робочих режимах для 

сталих значеннях вхідних Хвх(0) і вихідних Yвих(0) змінних. 

При плануванні експерименту оцінюють час проведення од-

ного досліду і визначають необхідну кількість дослідів. Якщо 

динаміка об'єкта досліджується за відсутності перешкод, то 

на кожному робочому режимі слід знімати не менше чоти-

рьох перехідних характеристик; за наявності перешкод реко-

мендується записувати, залежно від їх рівня, до десяти пере-

хідних характеристик. 

Якщо на останні діють випадкові обурення, то під час 

експерименту реєструють деяку функцію z(t), що складається 

з випадкового центрованого шуму f (t) і корисного сигна-

лу h(t): 

( ) ( ) ( ).z t   h t   N  t= +  

Для виділення істинної перехідної характеристики вико-

ристовують методи згладжування. Найбільш простим є згла-

джування ковзним середнім. Метод ковзаючого середнього 

полягає в тому, що на деякому інтервалі часу lΔt (l - будь-яке 

ціле число, краще парне) здійснюють послідовне усереднен-

ня ординат zi(i=0, 1, 2…..n) за формулою: 

( )
0

1ˆ ,
2 1

ll
h i Z i

l =

 
+ = +  

+ 
    (6.18) 
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де i = 0, 1, 2,..., n-l;  - оцінки ординат перехідної характерис-

тики h(t). 

Інтервал lΔt називають пам'яттю лінійного фільтру. 

Фільтр суттєво послаблює гармоніки функції z(t) з часто-

тою вище /2 l t  . 

За вірного вибору l виділення перехідної характерис-

тики h(t) може бути виконано достатньо точно. Зменшен-

ня пам'яті проти оптимального значення веде до недоста-

тнього вирівнювання експериментальних даних, а збіль-

шення - до спотворення h(t) і втрати частини ординат hj* з 

індексами 
2 1

l
i 

−
 і / .i n l 2 1 − +  

Початкова ділянка h(t) визначає структуру перехідної 

функції об'єкта, а кінцева - коефіцієнт посилення об'єкта. 

Для згладжування ковзальним середнім необхідно почи-

нати реєстрацію z(t)трохи раніше моменту нанесення збу-

рення і припиняти для t>Тзтх. За цим же міркуванням, для 

згладжування z(t) спочатку беруть l = 2 ÷ 4, потім візуаль-

но оцінюють h*(t) і, якщо необхідно, збільшують l. Потім 

виконують нормування згладжених характеристик hj(t)= 

hj(t)/Aj, де hj(t) - перехідна згладжена характеристика, екс-

периментально отримана в j-му досліді; Aj - амплітуда 

ступеньки сигналу в j-му досліді. В результаті досліду ма-

ємо q перехідних характеристик hj(t), зазвичай відмінних 

один від одного. Їх необхідно усереднити: 

1

1
( ) ( )

q

j
j

h t h t
q =

= 
                (6.19)

 

 

Визначення частотних характеристик 

 

Проведення експериментів з визначення АФЧХ з до-

помогою періодичних впливів пов'язано з технічними 

складностями, так як тривалість досліду на одній частоті 

ω в середньому в 5-10 разів більше часу встановлення пе-

рехідної функції h(t). У зв'язку з цим необхідно ретельно 
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стабілізувати джерела обурень, контролювати зміщення се-

редньої лінії вихідних коливань.  

Експеримент полягає в тому, що випробовуваний періо-

дичний із заданим періодом Тпер вплив подають на вхід об'єк-

та доти, доки на його виході не встановляться коливання ви-

хідної величини y(t) з частотою / пер2 Т =  . Ознакою сталих 

коливань вихідної величини y(t) є ідентичність коливань по 

амплітуді на трьох-п'яти періодах; загальна тривалість дослі-

ду дорівнює (6-15)Тпер.  

Експеримент слід починати з визначення перехідної хара-

ктеристики об'єкта для отримання АФЧХ на нульовій частоті 

(ω=0). Потім на вхід об'єкта подають коливання з частотою 

ωп, за якої зсув фаз між вхідними і вихідними, коливаннями 

складає 180°. Для знаходження ωп досить об'єкт ввести в ре-

жим двопозиційного регулювання з зоною нечутливості, бли-

зькою до нуля.  

При проведенні експерименту доцільно записувати коли-

вання вхідних і вихідних величин на одному носії.  

Важливим фактором при плануванні експерименту є вибір 

випробуваного періодичного впливу х(t). Бажаним видом 

вхідних впливів є синусоїдальні коливання. У лінійній сис-

темі коливання на виході об'єкта можуть відрізнятися від ко-

ливань на вході тільки по амплітуді і фазі. Щоб отримати 

АФЧХ об'єкта для синусоїдальних коливань, досить оброби-

ти вихідні і вхідні коливання для ряду різних частот ω. У за-

гальному випадку застосування синусоїдальних впливів 

х(t)=Asinωt спрощує наступну обробку результатів експери-

менту, проте для створення таких сигналів необхідний спеці-

альний генератор коливань.  

Метод прямокутної хвилі не вимагає застосування гене-

ратора коливань. Періодичні коливання у вигляді прямокут-

ної хвилі можуть створюватися вручну. Однак при викорис-

танні цього методу при обробці результатів дослідів дово-

диться розкладати в ряд Фур'є коливання вхідних і вихідних 

величин. 
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6.1.5. Визначення коефіцієнтів рядів, у які розкладаються 

передаточні функції 

 

Степеневі ряди (ряд Маклорена, ряд за від'ємними 

степенями) використовують як проміжні етапи 

ідентифікації динамічних характеристик. 

Зв'язок коефіцієнтів розкладання в ряд Маклорена 

передаточної функції з коефіцієнтами передаточної 

функції 

Для нормованої (поділеної на коефіцієнт підсилення в 

статиці) передаточної функції маємо: 

0

( )

( )

eN
i

i
i

B s
E s

A s =

= 
 

або

 

2
21 2

1 22

1 2

1 ...
1 ... .
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m
Nem

Nen

n

b s b s b s
e s e s e s

a s a s a s

+ + + +
= + + + +

+ + + +

 

(6.20) 

Помножимо ліву і праву частини рівняння (6.20) на 

знаменник передаточної функції: 

2 2

1 2 1 2

2

1 2

(1 ... )(1 ... )

1 ... .

Ne n

Ne n

m

m

e s e s e s a s a s a s

b s b s b s

+ + + + + + + + =

= + + + +
 

Розкриваємо дужки та прирівнюємо коефіцієнти за 

однакових степенів s: 

1
,s

1 1 0 1 1;e a e a b+ =  

2
,s

2 0 1 1 0 2 2 ;e a e a e a b+ + =  

3
,s

3 0 2 1 1 2 0 3 3;e a e a e a e a b+ + + =
             

(6.21) 

,
Ne

s
0 1 1 2 2 0... .Ne Ne Ne Ne Nee a e a e a e a b− −+ + + + =  

Тут
0 0 0 .a b e 1= = =  
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Вважатимемо, що коефіцієнти ai та bi з індексами, що 

перевищують відповідно n та m, дорівнюють нулю. Тоді 

послідовно розв’язуючи систему (6.21) маємо: 

1 0 1
1

0

2 0 2 1 1
2

0

3 0 3 1 2 2 1
3

0

0 2 2 1 1

0

,

( )
,

( )
,

( .... )
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b e a
e
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b e a e a
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(6.22) 

Враховуючи, що a0 =1, можна записати систему (6.22) в 

загальному випадку: 

1 1 0 1

1

0

,

,
Z

Z Z i Z i
Z

e b e a

e b e a
−

−
=

= −



= −



2 .Z Ne      (6.23) 

Таким чином, визначивши коефіцієнти en, за алгоритмом 

(6.23) можна розрахувати по ним коефіцієнти передаточної 

функції (6.20). 

 

Зв'язок коефіцієнтів ряду Маклорена передаточної 

функції з перехідною функцією 

 

Визначатимемо ряд Маклорена для нормованої передатної 

функції. Тоді перехідну характеристику нормуємо, тобто 

зводимо до одиничного коефіцієнта передачі. Як правило, 

досліджуваний об’єкт має самовирівнювання, графік h(t) 

подано на рис. 6.15. 

Ряд Маклорена для Wн(s) можна записати так 
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0

( )1
( ) ,

!

s
iH

H i
i

d W s
W s s

i ds



=

=                   

 

 (6.24) 

 

Рис. 6.15. Нормована перехідна характеристика 

так 

0

( ) ( 1) ,
i i

H i
i

W s C s


=

= −
       

                (6.25) 

або так 

0

( ) .
i

H i
i

W s E s


=

=   

Тоді 

( )1
.

!

i

H
i i

d W s
E

i ds
=                      (6.26) 

( 1) .
i

i iC E= −
                     

 (6.27) 

Позначимо: 
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0

0 0

( ) ( );

lim ( ) 1.

H

t

C t h t

C C t
→

=

= =
   (6.28) 

Зображення L[• ] за Лапласом: 

0 0 0 0
0

[ ( )] [ ( )] ,
st

L C C t C C t e dt


−
− = −  

або, з урахуванням виразу (6.28), 

0
0 0

0

( )
[ ( )] .

stHC W s
C C t e dt

s s


−

− = −  

Візьмемо, за правилом Лопіталя, межу, якщо s→0 

0 0
0

( )
lim [ ( )] .H

s

dW s
C C t dt

ds



→

 
− = − 
 

  

З рівнянь(6.26), (6.27)дляi=1, маємо: 

1 0 0
0

[ ( )]C C C t dt


= −  

Отже, С1 є площею між (1=С0) та кривою С0 (t)= hm(t) 

(рис. 6.16). 

Позначимо: 

1 0 0
0

( ) [ ( )] ,C t C C t dt


= − 1 1lim ( )
t

C C t
→

= . 

Тоді 

1 1 1 1
0

[ ( )] [ ( )]
st

L C C t C C t e dt


−
− = −  

або 

1
1 1

0

( )1

[ ( )]

H

st

W s

C s s C C t e dt
s s


−

−

− = − .      (6.29) 
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Рис. 6.16.Визначення С1 

Зводимо ліву частину рівняння (6.29) до спільного 

знаменника та беремо межу при s→0: 

1
1 120

0

1 ( )
lim [ ( )] .H

s

C s W s
C C t dt

s



→

− +
= −  

Розкриваємо невизначеність у лівій частині, 

послідовно застосовуючи двічі правило Лопіталя: 
2

0 1 12
0

( )
| [ ( )]

2

n
p

d W s
C C t dt

ds



= = −  

З урахуванням формул (6.26), (6.27), якщо i=2, 

2 1 1
0

[ ( )] .C C C t dt


= −  

Графічно це показано на рис. 6.17. 

Введемо функцію: 

2 1 1
0

( ) [ ( )] ,
t

C t C C t dt= − 2 2lim ( )
t

C C t
→

= ,  
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то аналогічно тому, як для  С2, 

3 2 2
0

[ ( )] ,C C C t dt


= −  

 

Рис. 6.17. Визначення С2 

У загальному випадку: 

1 1
0

[ ( )] .i i iC C C t dt


− −= −

       

(6.30) 

А коефіцієнти ряду Маклорена Еi відповідно дорівнюють: 

( 1) .
i

i iE C= −
                              

(6.31) 

Зв'язок коефіцієнтів ряду Маклорена розкладання пере-

даточної функції з імпульсною перехідного функцією 

 

Передаточна функція W(s) є, як відомо, зображенням за 

Лапласом імпульсної функції: 

0

( ) ( )
pt

W p w t e dt


−
= 

                     (6.32)

 

Розкладемо st
e
− у ряд Маклорена 
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2 3
2 3

1 ...
2! 3!

st t t
e ts s s
−

= − + − +  

Тоді 

2 3
2 3

0 0 0 0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ...
2! 3!

s s
W s w t dt s w t dt w t t dt w t t dt

   

= − + − +   

 

Інтеграл типу 
0

( )
i

w t t dt


  називають моментом s-го по-

рядку від імпульсної характеристики: 

0

( )
i

iM w t t dt


= 
                            (6.33)

 

Тоді 

0

( ) ( 1) ,
!

i is

s

M
W s s

i



=

= −
                            (6.34)

 

або 

0

( ) ,
i

iW s E s


= 
                                      (6.35)

 

де 

0

( 1) ( 1)
( ) .

! !

i i
i

i iE M t g t dt
i i

− −
= =   

Зв'язок коефіцієнтів ряду Маклорена передаточної 

функції з амплітудно-фазовою частотою 

 

Нехай, з експерименту маємо для частот 
i ряд точок 

амплітудно-фазо-частотної характеристики 

( ) ,i i ijw R jI = +  0≤i≤m.               (6.36) 

Значення частот ωi , дійсно-частотних Ri та уявно-

частотних характеристик Іi зосереджено в однойменних 
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масивах W, R, I: Передавальну функцію будемо шукати у ви-

гляді ряду: 

( ) .
n

i

i
i o

s e s
=

 = 
   

(6.37) 

Відповідно до неї амплітудно-фазова характеристика до-

рівнює: 

2 6 3 5 7

0 2 4 6 1 3 5 7( ) ( 4 6 ) ( ...)sjw e e w e w e w j e w e w e w e w = − + − + − + − +
 

Візьмемо для прикладу n = 7. Критерій якості J апроксимації 

буде сума квадратів відстаней між відповідними базовими та 

апроксимуючими точками амплітудно-фазових характерис-

тик: 

2 4 6 2

0 2 4 6

3 5 7 2
0

1 3 5 7

{( )

( ) } min .

m
i i i i

i
i i i i i

e e w e w e w R
J

e w e w e w e w I=

− − − − +
=

+ − − − − →


 (6.38)

 

Умова мінімуму J дає систему рівнянь: 

2 4 6 0

0 2 4 6
00

3 5 7 1

1 3 5 7
01

2 4 6 2

0 2 4 6
02

3 5 7 3

1 3 5 7
03

2 ( ) 0,

2 ( ) 0,

2 ( )( ) 0,

2 ( )( ) 0,

m

i i i i i
i

m

i i i i i
i

m

i i i i i
i

m

i i i i i
i

dJ
e e w e w e w R w

de

dJ
e e w e w e w I w

de

dJ
e e w e w e w R w

de

dJ
e e w e w e w I w

de

=

=

=

=

= − + − − =

= − + − − =

= − + − − − =

= − + − − − =
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2 4 6 4

0 2 4 6
04

3 5 7 5

1 3 5 7
05

2 4 6 6

0 2 4 6
06

3 5 7 7

1 3 5 7
07

2 ( ) 0,

2 ( ) 0,

2 ( )( ) 0,

2 ( )( ) 0.

m

i i i i i
i

m

i i i i i
i

m

i i i i i
i

m

i i i i i
i

dJ
e e w e w e w R w

de

dJ
e e w e w e w I w

de

dJ
e e w e w e w R w

de

dJ
e e w e w e w I w

de

=

=

=

=

= − + − − =

= − + − − =

= − + − − − =

= − + − − − =









 

Під матрицею показано невідомі коефіцієнти при яких 

є елементи відповідного стовпця матриці. Матриця розпа-

дається на дві незалежних системи для дійсної і уявної 

складових з яких по МНК знаходяться парні і, відповідно, 

непарні коефіцієнти ei ряду (6.37). 

 

Таблиця 6.1 
0

iw  0 2

iw−  0 4

iw  0 6

iw−  0 0

i iR w  

0 2

iw  0 4

iw−  0 6

iw  0 8

iw−  1

i iR w  

2

iw−  0 4

iw  0 6

iw−  0 8

iw  0 2

i iR w  

0 4

iw−  0 6

iw  0 8

iw−  0 10

iw

 

3

i iR w  

4

iw  0 6

iw−  0 8

iw  0 10

iw−  0 4

i iR w  

0 6

iw  0 8

iw−  0 10

iw  0 12

iw−  5

i iR w  

6

iw−  0 8

iw  0 10

iw−  0 12

iw  0 6

i iR w  

0 8

iw−  0 10

iw  0 12

iw−  0 14

iw

 

7

i iR w  

0e  1e  
2e  3e  

4e  5e  
6e  7e  Праві 

частини 
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Визначення передаточної функції об’єкта безпосеред-

ньо по амплітудно-фазово-частотній характеристиці ме-

тодом найменших квадратів 

 

Метод найменших квадратів з його здатністю згладжувати 

можливі похибки у вихідних даних, використовуваних для 

ідентифікації динамічного об’єкта, а також з його «терпиміс-

тю» до неповної відповідності апроксимуючої структури 

глибинним властивостям досліджуваного об’єкта можна за-

стосовувати для ідентифікації за рядом точок амплітудно-

фазової характеристики. 

Нехай є ряд точок Ri+jIi ,0≤i≤m. Тут Ri =R(ωi), Іi =І(ωi) – 

значення дійсно- та уявно-частотних характеристик; ωi – час-

тоти.  

Будемо вважати, що коефіцієнт передачі kоb відомий. Зна-

чення Ri , Іi , задані в однойменних масивах, вважатимемо 

нормованими до одиничного коефіцієнта передачі (поділе-

ним на kоb). Тоді апроксимуюча передаточна функція має ви-

гляд: 

2

1 2

2

1 2

1 ...
( )

1 ...

Na

Na

Na

Na

b s b s b s
W s

a s a s a s

+ + + +
=

+ + + +
.               (6.39) 

Нехай,наприклад, Na=7.  

Замінимо в рівнянні (6.39) s на jω.Тоді для точки з номе-

ром і можна записати: 

2 4 6 2 4 6

2 4 6 2 4 6

2 4 6 2 4 6

2 4 6 3 5 7

(1 ) ( )
,

(1 ) ( )

i i i i i i i
i i

i i i i i i i

b w b w b w jw b b w b w b w
R jI

a w a w a w jw a a w a w a w

− + − + − + −
= +

− + − + − + −   

(6.40) 

0≤i≤m, 

або 
2 4 6 2 4 6

2 4 6 1 3 5 7

2 4 6 2 4 6

2 4 6 2 4 6

2 4 6 2 4 6

1 3 5 7 1 3 5 7

[(1 ) ( )

(1 )] [(1 )

( ) ( )] 0,

i i i i i i i i i

i i i i i i i

i i i i i i i i i

a w a w a w R w a a w a w a w I

b w b w b w j a w a w a w I

w a a w a w a w R w b b w b w b w

− + − − − + − −

− − + − + − + − +

+ − + − − − + − =
   (6.41)

 

0≤i≤m.  
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Ліву частину виразу (6.41) можна розглядати як век-

тор, що з’єднує і-ту точку амплітудно-фазової характерис-

тики з відповідною їй апроксимуючою. Очевидно, що чим 

коротшими будуть такі вектори для усієї заданої сукупно-

сті точок амплітудно-фазової характеристики – тим краще 

буде апроксимація. Отже, за критерій якості апроксимації 

візьмемо середнє-квадратичну норму: 

2 4 6 2 4 6

2 4 6 1 3 5 7

2 4 6 2 4 6

2 4 6 4 6
0

2 4 6 2 4 6 2

1 3 5 7 1 3 5 7

{[(1 ) ( )

(1 )] [(1 )

( ) ( )] }

j j j j j j j j j

m

j j j j j j j
i

j j j j j j j j j

a w a w a w R w a a w a w a w I

I b w b w b w w a w a w I

w a a w a w a w R w b b w b w b w
=

− + − − − + − −

= − − + − + − + − +

+ − + − − − + −

 (6.42) 

Це – сума квадратів довжин векторів – відхилень між 

вихідними та апроксимуючими точками. З умови мініму-

му (6.42) отримаємо дві незалежних системи нормальних 

рівнянь МНК, вирішивши які отримаємо шукані коефіціє-

нти передаточної функції (6.39). 

 

6.2  Дослідження методів «on-line» ідентифікації пере-

давальних функцій об`єктів 

6.2.1 Ортогональні моделі 

 

Мова піде про ідентифікацію об`єктів в реальному часі 

(«on-line»), яка має місце в адаптивних системах керування. 

Для більшої наочності розглянемо неперервні процеси, які 

однак, як показано в розділі 4, за необхідністю легко перево-

дяться в дискретні. 

Будемо вважати,що параметри об`єкта змінюються у часі 

набагато повільніше від процесу настройки коефіцієнтів мо-

делі, а процес настройки набагато повільнішим від зміни 

змінних стану об`єкта. Такий режим називається квазі-

стаціонарним. 

Для більшої наочності також змінну Лапласа за нульових 

початкових умов s прирівняємо до оператора 
d

s p
dt

= = . Тоді 

графічно передаточної функції W(s) та інтегро-диференційні 
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оператори W(р)перетворення входу в вихід у часі будуть то-

тожними, що суттєво спрощує представлення структурних 

схем системи. 

Найбільш зручними (в сенсі адаптації складності структу-

ри моделей вхід-вихід) є ортогональні моделі: 

1

( )( ( ),   / , )
n

i
i

iW p U t p dy t dt
=

==                    (6.43) 

Тут невідомі параметри i входять лінійно, а оператори 

Wi(p) перетворюють вхідний сигнал U(t) у систему ортогона-

льних на інтервалі T з вагою ( )w t  функцій і(t)}: 

( ) ( ) ( ),  і it W p U t =                                (6.44)      

( ) ( ) ( )
0

0, 
 

  0,
  

  ,

T

i j

i j
w t t t dt

c i j


  =

 =


   (6.45)

 

Клас вхідних сигналів U(t) визначає оператори Wi(p). Досить 

просто реалізуються оператори на базі поліномів Лагерра: 

( )
( )

( )

( )

( )
0

0

1
 

1 !
  

!

i
n

n
i

Г n
L

Г i i n i=

+ −
 =

+ −
 ;   (6.46) 

( ) ( ) 
( )0

1
 

 
n

n n n

p
W p L L

p
+

− 
=  = .                         (6.47) 

Це частковий випадок узагальнених поліномів Лагерра (x) 

приα=0, x=τ або функції Лагерра [  ]: 

( ) ( )02 (  ,  )n ne L



  =  ;   (6.48) 

яким відповідає оператор 

( ) ( ) 
( )

1

 

( )

n

i n n

p
W p L

p
+

− 
=   =

+ 
,                      (6.49) 

де L–оператор перетворення Лапласа. 
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Система поліномів Лагерра  (τ) ортогональна на на-

півскінченній осі [0;∞) з експонціальною вагою ( )= , за 

умови, що вхідний сигнал U(t) має зображення Лапласа, яке 

не залежить від p,або постійний фурьє-спектр. Таку умову 

задовольняє дельта-функція або «білий шум». Практично до-

статньо забезпечити неперервність SN( ) у полосі пропус-

кання об`єкта або застосувати формулюючі фільтри WФ(p), 

перетворюючі у полосі частот об`єкта сигнал U(t) у «білий 

шум». Тоді (6.43) набуває вигляду 

( )
1

  ( ) ( ) ( )
n

i i ф
i

y t W p W p u t
=

=  ,                (6.50) 

де функції і(t) = Wi(p)WФ(p) U(t) взаємно ортогональні. 

При переході до дискретного часу операторам ( )iW p ек-

вівалентні дискретні передаточні функції: 

( )
j

i i
ji i

i ji
j 1 j 1

b z
W z   / (  c z

1
) 

−

= =

=   ,                (6.51) 

де bji і cji – коефіцієнти, які вираховують через параметр  в 

(6.49) и крок t; z-j – оператор зсуву часу на j t. 

Для ускладнення (спрощення) ортогональної моделі до-

статньо додати (відкинути) один оператор Wn(p), не змінюю-

чи інші i . 

Оптимальне значення i  ( по критерію Jqk) не залежить 

від інших коефіцієнтів r(r i). У цьому перевага ортогональ-

них моделей.  

До недоліків слід віднести важкість вибору , відсутність 

зв`язку між структурою моделі та структурою протікаючих в 

об`єкті процесів, вплив невідомих ненульових початкових 

умов, обмеження застосувань класом одних лише аперіодич-

них об`єктів.  

Якщо U(t) непереривне, то для визначення передаточної 

функції моделі  
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( )
m

m 1 0

n

n 1 0

s s
W  

s s  
 

b

a

b b

a a
p

++ +
=

++ +
,                           (6.52) 

(структура цієї моделі може допускати фізичну інтерпрета-

цію) апроксимуємо сигнали U(t) і y(t),де t є [0;T], за допомо-

гою системи ортогональних функцій { r(t)}: 

  ( ) ( ) ( )
0  0

  ,      ( ) .
n m

i i j j
i j

u t a t y t b t
= =

=  =           (6.53) 

Зображення за Лапласом відношення , тобто пе-

редаточну функцію 

( )
0 0

( ) /  ( )
m n

k k k k
k k

W p s p
= =

=      .           (6.54) 

Приведемо до стандартного вигляду. Так, для поліномів 

оператора (6.52): 

( 1)   ;  ( ,1)
m n

j j i j

m j k k n i k k
k j k j

b a− −
= =

= −   = −   
   

(6.55) 

де 
( )1 ( )

 
j

k

k k k j i

j

−  − −
 = . 

Точність визначення векторів  і  в (6.52) за допомогою 

формул (6.55) залежить від точності апроксимації сигналів, 

чисел n і m та довжини реалізації. Для зміни структурі моделі 

(6.52) достатньо змінити числа n і m у виразі (6.55). 

6.2.2. Градієнтний метод з паралельною моделлю  

 

Позначимо вихідні сигнали об`єкта y0(t), моделі – yM(t), а 

спільний для них вхідний сигнал через U(t). Сигнал різниці 

виходів об`єкта і моделі: 

( ) ( ) ( )0  MY p Yt p = − ,                  (6.56) 
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 Вважаємо, що оператор моделі WM(p) співпадає з опера-

тором об’єкту W0(p) з точністю до параметрів. Градієнтний 

алгоритм оптимізації вектора M параметрів  моделі: 

( ) 2
M

i i 0 M i

M

β̂ t ε ε
   λ grad (β ,  β )    λ e

2
 i

i

d

dt


= − = −


, 1, .i n=   (6.57) 

де рискою позначено операцію поточного усереднення. 

Для побудови градієнтного алгоритму необхідно визначи-

ти / Mi та виконати операцію усереднення. Похідна від 

помилки: 

( )
   ( )

M

Mi Mi

W p
U t


=

 
                         (6.58) 

називається функцією чутливості, а M/ Mi - допоміжним 

оператором [Костюк    ]. Враховуючи вираз для функції чут-

ливості, градієнтний алгоритм самонастройки моделі прий-

має вигляд : 

( )

0

    ( ) (   )    
t

Mi
i

Mi

d

t

w
t u t d

d

 
=−  − 


 ,                  (6.59) 

де w(τ) – імпульсна вагова функція моделі. Необхідно додат-

ково будувати допоміжні оператори (p)/ Mi,на основі 

яких вираховують функцію чутливості / Mi . 

Розглянемо градієнтний алгоритм само-налаштування з 

паралельною ортогональною моделлю у вигляді фільтра Ла-

герра (рис.6.18), де О −  об`єкт, що підлягає ідентифікації, ai – 

параметри, що настроюються, yi – вихідні сигнали фільтрів 

Лаггера. 

( ) 0

1
,

1 / 2
L l t

p
=

+

( )  ( ) 1 02

1 / 2 1 / 2
     

1 / 2
  

( 1 / 2)
 

p p
L l t L l t

pp

− −
= = 

++
, 
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( )  ( ) 
2

2 13

( 1 / 2) 1 / 2
     

1 / 2( 1 / 2)
 

p p
L l t L l t

pp

− −
= = 

++
.       (6.60)  

Наведена на рис. 6.18. структурна схема неперервного 

градієнтного алгоритму настройки параметрів реалізує алго-

ритм: 

2
      ,   1,2,( ) ( 3.)i

i i i i

da
grad t y t i

dt
=−  =− = ,  (6.61) 

Застосування паралельної моделі для оцінювання призво-

дить до необхідності побудови додаткових допоміжних опе-

раторів або формуючих «білий шум» фільтрів, що ускладнює 

на практиці структурну реалізацію метода. Метод з послідо-

вно-паралельною моделлю частково позбавлений вказаних 

вище недоліків. 

 

 

 

Рис. 6.18. Градієнтний метод оцінювання параметрів з ортого-

нальною паралельною моделлю: 

I – параметри,які налаштовуються; yi (i=1,2,3…) – виходи ок-

ремих ланок фільтра Лагерра, U(t) –«білий шум», 
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6.2.3. Градієнтний метод з послідовно-паралельною 

 моделлю  

 

Розглянемо алгоритм настройки послідовно-паралельної 

моделі. Оператори моделей M1 і M2 будуються разом з низко-

частотним фільтром F, що дозволяє здійснити перешкодос-

тійку реалізацію похідних (рис.6.19). 

Особливістю побудови такої моделі є те, що функції чут-

ливості беруться безпосередньо із відповідних точок моделі. 

Звідси, для реалізації алгоритму ідентифікації об’єкта мо-

деллю (6.52) із застосуванням послідовно-паралельної моделі 

відпадає необхідність у побудові спеціальних допоміжних 

операторі (6.58). Але, на відміну від ортогональних навіть 

при «білому шумі» на вході взаємозв`язок параметрів зали-

шається. 

Покажемо, як отримувати функції чутливості та як прояв-

ляється взаємозв`язок параметрів. Визначимо різницю ε(t) 

між виходом першої М1і другої М2   моделі: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 0 1 2       M M M Mt t tY Y W tW W U = − = − , (6.62) 

де оператори моделей ( )
1

0

( )
  

n i

ii
M

b ð
W ð

F p

==


,  

( )
2

0
 

( )

m i

ij

M

pa
W ð

F ð

=
=


. 

З урахуванням лінійності по параметрам bi,ai моделей 

M1іM2, функції чутливості запишуться наступними виразами: 

( )
( )0( )

  ,  0,1  , 2, , 

k

k

t
W pt

U k n
a F p


= = 


; 

( )
( )

( )
  ,  0,1  , 2,  ,  .

k

k

t p
U r m

b F
t

p


= = 


         (6.63) 
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Підставляючи ε(t)/ akі ε(t)/ rу вираз для помилки 

ε(t), отримаємо : 

( )
0 0

( ) ( )
    .

n m

k r
k rk r

t t
a bt

a b= =

 
 = −

 
  ,        (6.64) 

З виразів видно, сигнал ( )t різниці пропорційний функ-

ціям чутливості. На рисунку 6.19 подано формувач помилки 

і, для прикладу, показано два контури самонатройки. 

Градієнтний алгоритм настройки параметрів : 

( ) ( ) ( ) ( )0    ,     0 ,  

1, 2, , ,  1, ,   1

i
i j j i i i

j

d
C z t z t C t C

dt

i n n n m


=− =

=  +  + +



     

(6.65) 

де С={b0, b1, …, bm, 1, …,an} – вектор налаштовуваних пара-

метрів; Сi(0) – початкові значення параметрів моделі; z  − ве-

ктор функцій чутливості; λi (i=0, 1, 2, …, m+n+1) – коефіціє-

нти посилення і-го контуру само-налаштування моделі 

(КСН).  Позначимо 

    ( ) ( )ij i i ja z t z t=− .                           (6.66) 

Тоді градієнтний алгоритм само налаштування може бути 

представленоу матричному вигляді системою диференційних 

рівнянь : 

( ) 0  0  ,  C AC C C= = .                           (6.67) 

Оскільки це диференційне рівняння лінійної автономної 

системи, то умова стійкості визначається коренями характе-

ристичного рівняння. 

( )
11 1

1

 

det    

 

 

n

n nn

p a a

pE A pE A

a p a

−  −

− = − =   

−  −

,           (6.68) 

де: Е – одинична матриця. 
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Розкриваючи визначник, отримуємо рівняння n-го поряд-

ку, з коефіцієнтами , які згідно (6.66) залежать від 

часу, являючи добуток і на  і . Ефект усереднення 

досягається інерційністю процесу (6.65): чим менше , тим 

інерційніше процес. 

1

1 1  0  
n n

n np a p a p a
−

−+ ++ + = ,                              (6.69) 

Для стійкості процесу (6.67) само-налаштування необхід-

но, щоб усі корені характеристичного рівняння мали від’ємні 

дійсні частини. 

Недоліком градієнтних алгоритмів є залежність часу 

само-налаштування від коефіцієнтів посилення λi ,(рис.6.20). 

Для малого λ рух у точку екстремуму надто повільний. Збі-

льшення λ призводить до росту коливань контуру само-

налаштування і час настройки також зростає. Тому існує оп-

тимальне *
 . Окрім того зі збільшенням числа налаштовува-

них параметрів збіжність процесу погіршується. 
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Рис.6.19. Схема практичної реалізації градієнтного методу на-

лаштування параметрів з послідовно-паралельною моделлю 

 

Рис.6.20. Залежність часу само настройки від коефіцієнта поси-

лення КСН 

Наступній метод значно позбавлений вказаних недоліків. 

 

 

 




min

cнt
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6.2.4. Дослідження методу трьох моделей 

 

Припускається, що для досліджуваного об`єкта відобра-

ження * * *
( , , )f x t  де вхід x(t), вихід y(t), може бути з малою 

похибкою представлено паралельною f(x, ̂ ,t), послідовно 

паралельною або композицією з паралельної і лінійної (по 

вектору параметрів ) додаткової моделей: 

( ) ( )
T

''' T
y t   β φ (x,   β,  t)= ,                  (6.69) 

де  

( )
T ''' '''

1 rβ [β , ,  β ]   =   

( ) ( ) ( )T

1 rφ [φ , , , ,φ x,β,   t ]x t =  
.
 

Вважається, що сигнал x(t) вимірюється досить точно. Сиг-

нал на виході складається з точного значення випадко-

вої складової поміхи ( )t і складової 
*
( )t - помилки, 

пов’язаної з неточністю структури моделі. 

( ) ( ) ( )* *
y t  y t  ε (  t ε t)= + +

.
                   (6.70) 

Апріорна інформація про * відсутня, тому функціонал 

J(𝜀) у загальному випадку є багато екстремальною функцією 

відхилень . Необхідно отримати незміщену оцінку коефі-

цієнтів моделі :  

( ) ( )*
f  x ,  β,ty t t
 

=  
 

,                         (6.71) 

для якої  

( )
2

*

β

β    G ,   ( )   δJ(δβ)y t y t− т ,            (6.72) 
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де ( )J   - допустима похибка J , що відповідає області 

невизначенності оцінки ̂ . 

Виміри проводять у дискретні моменти часу tk=k t ( або 

просто k), значення 
*

x (k) точне, y(k)=
*

y (k)+ (k)+ε*(k), по-

чаткові умови нульові. Алгоритм оцінювання у для моделі 

(6.71) полягає у наступному. 

Крок 1. Задамо у виразу (6.71) : 

( )f x,  β,  t  x= ,                             (6.73) 

що відповідає одиничній паралельній моделі. Апроксимуємо 

вихідний сигнал об’єкта y(k), k=  вихідним сигналом мо-

делі (6.69), додаткової до одиничної моделі (6.71).  

У якості міри близькості y(k) і 1(k) приймемо,наприклад, 

середній по дискретам квадрат похибки 

( ) ( ) 1
ˆε  y (  ) yk k k= − ,                               (6.74) 

де на цьому кроці 

( ) ( )
T

'''

1 β (ˆ φ x)y k = .                               (6.75) 

З умови мінімуму
2

1

( )
M

k

k
=

  отримаємо систему нормальних 

рівнянь: 

'''

1 1β  A B= ,                                      (6.76) 

де 

T

1   φ    .A =

( )

1 1

r r

T

1

r

φ (1)  φ (2) φ ( )

  ..

φ 1 φ (2) φ ( )  

 

M

M

 
 

  
  

,                   (6.77)    

(β’’’)T=[β1’’’,…,βr’’’]; 

B1=
Ty, yT= (y(1),….,y(M)). 
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i(k) – скорочене позначення для i(x(k)). 

З системи (6.76) знайдемо оцінку вектора : 

β’’’=A1
-1B1.                                (6.78)  

Підставивши (6.78) в (6.75), отримаємо оцінку 1ˆ ( )y k  

першого наближення. 

Крок 2. Розглядаючи оцінку 1 (k) як згладжений сигнал 

y(k) об’єкта,  поставимо відображенню (6.75) у відповідність 

паралельну моделлю з вектором β, параметри якого одержи-

мо через вектори β’, β’’ послідовно-паралельної моделі. Для 

цього з умови мінімуму середнього квадрата 2
0 (k)  уза-

гальненої помилки ε0 послідовно-паралельної моделі, 

T T

0 1 2 1
ˆ ˆf (x,  , f (x, , t) ’’,y y =  −                    (6.79)   

отримаємо систему нормальних рівнянь 

T

2 2β̂ , A B=                                   (6.80)     

де T= (β’T, β’’T), 

1 1

2

1

p p p

F (1)  F (2) F ( )

.

F (1)  F (2) F ( )

;
T T

M

M

A F F F

 
 
 

 

=



=




, p= n + m; 

( )
1i

2,i m

f ,  1 m,
.

f , i m 1,n m
iF

i
k

−

 = −


= + +

=  

Із виразу (6.80) визначимо оцінку ̂ : 

1

2 2
ˆ , A B

−
 =                                    (6.81)  
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і підставимо її в модель (6.71). В результаті отримаємо оцін-

ку 2 сигналу у в другому наближенні і оцінку  параметрів 

паралельної моделі в першому приближенні. 

Крок 3. Повтор кроку 1, де в якості входу для моделі 

(6.75) береться вихід 2 (k) паралельної моделі, отриманої на 

кроці 2. На виході моделі отримаємо більш точну оцінку 3 

сигналу y. 

Крок 4. Повтор кроку 2, але уже для більш точної апрок-

симації 3. Далі кроки  повторюються до виконання умови 

останови, якою може бути величина δ відносно зміни модуля 

норми вектора  на (l+1) - му і (l) - му кроках: 

( )

( )

ˆ 1
1

ˆ

l

l

 +
 = −


.                               (6.82)         

Так як для оцінювання β’’’ і  використовувались тільки 

квадратичні функціонали (в силу того, що  β’’’ і T =[ ’T , ’’T) 

входять лінійно в ε і 0 відповідно), то величина δ зменшу-

ється по мірі росту l. Якщо структура моделі достатня для 

опису відображення в об’єкті x* в y* об’єкті, то з ростом l до-

даткова модель вироджується в одиничну, а паралельна – з 

одиничної в модель об’єкта. Швидкість сходження оцінок 

до β* залежить від того, наскільки точно додаткова модель 

апроксимує сигнал у (особливо на кроці 1, коли входом для 

неї служить сигналом х). Для покращення апроксимаційних 

властивостей додаткову модель можна будувати по  ноніус-

ному принципу (Розділ 6.2.4) з адаптацією структури опера-

торів; зручні також ортогональні моделі. 

На рис.6.21 представлено схему ідентифікації за методом 

трьох моделей. Система має три типи моделей і два блоки 

β```(  і β(f, оцінювання параметрів. 
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Рис.6.21 . Схема системи ідентифікації по методу трьох моделей 

Окрім циклічного алгоритму уточнення параметрів мож-

ливим є рекурентний. При рекурентному алгоритмі блоки 

β``` ( і (f, реалізують градієнтне стройку параметрів, 

причому з умов стійкості алгоритм блоку          β``` (  по-

винен бути більш швидкодіючим. В надзвичайно простому 

випадку оператором (β’’’)T  допоміжної моделі є скаляр 

β’’’, що настроюється за градієнтим алгоритмом: 

dΔ β’’’/dt=-λ ( t)= − 1ˆ2 ( ) ( ),t y t   (6.83) 

1 1
ˆ( ) ( ) (t) ’’ε ’,εt t y= +   

або 

dΔβ```/dt=-2λ[ (t)y1(t)+Δβ``` 1
2(t)]. 

Така допоміжна модель представляє собою стохастичну 

систему з параметрично-зворотнім зв’язком 

dΔβ```/dt+2λ 1
2(t)Δβ```= −2λ (t) 1(t),        (6.84) 
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для якої за відповідної нестаціонарності (t) і перешко-

ди існує оптимальне значення λ, коли середній квадрат 
2 помилки (6.74) є мінімальним і близьким до 2, тобто до 

квадрата поміхи. 

Додаткова модель безперервно доповнює вихід (k) пара-

лельної моделі до істинного виходу  y*(k) об’єкта. Тоді на 

послідовно-паралельній моделі по сигналах x(k) і (k)=y*(k) 

буде одержано значення вектора , близьке до істинного *. 

Найпростіша допоміжна модель може застосовуватися лиш 

для уточнення вектора в паралельній моделі. При ідентифі-

кації стаціонарних систем для λ→∞ справедливою є рівність 

=y(k) , тобто послідовно-паралельна модель виходить 

ніби підключеною до об’єкта і оцінка  буде зміщеною. Як-

що в міру настройки паралельної моделі значення   змен-

шувати, то оцінка прямує до *. Метод дозволяє одержати 

асимптотично не зміщенні оцінки  невідомого вектора *, 

який нелінійно входить в оператор ˆ( , , )f x t паралельної мо-

делі. 

Приклад 6.2. Об’єкт з чистим запізненням представлено 

моделлю. 

( ) ( ) ( )

1

*

0

1
,   ( / , / !).

1

i

n i
i

i

i

y t x t x t x sin t p d dt i

a p
=

=  =  =  = 
 
+  

 
 (6.85)

 

Необхідно по y(t)=y*(t)+ (t), (t)= шδ(t-tj), де δ( ) - 

функція Дірака, tj - випадкові значення із середнім періодом 

Tcp(тобто 1( ) )j j срM t t T−− =  і x(t) оцінити нелінійно вхідний в 

рівнянні об’єкта параметр τ, користуючись не трьома, а дво-

ма моделями. 

Так як об’єкт – це ланка з чистим запізненням τ, то для 

синусоїдного сигналу x(t) область унімодальності середнього 

квадрата помилки 1(t), як функції , буде об-

межена величиною max∆τ= π/ω, ∆τ= .Якщо скориста-

тися методом двох моделей, тобто, безпосередньо до об’єкта 
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застосувати послідовно-паралельну модель з послідовним 

f1=W1(p) і паралельним f2=W2(p) операторами відповідно:  

( ) 1
1 2

n i

1i
1 p 1

;   ,
1 Tp 1 Tp

( )W p W
a

p=
+

+
=

+
=



 

то 

 20 (t) ( ) y * (t)ε )ε(tW p= + −  

1( )x(t) (t ) (t ) / 1.
p

τ̂
Tp 1

xW p Tp−   +  + +
+

+т

(6.86)

 

Тоді математичне очікування M{ } оцінки , яке відпові-

дає умові 

2 2 22
0 0 0 ш

0 2 2 2

cp

δε ε (t) xω
= ε (t)

τ τ 2ω 1
 0

2
,

T
M

a

T
M

T

 
= − 

  + 
 =

  (6.88)

 

буде зміщено на величину для ωT>1, яка дорівнює відношен-

ню перешкода-сигнал: 
2 22

2ш ш
02 2 2

cpcp 0

ω 1
/ x

x ω

a aT

TT T

+
 = ∆τ=,   (6.89) 

де Т-стала часу фільтра. 

Якщо , то оцінка  по паралельній моделі  з 

початковим значенням (0), яке взяте з послідовно-

паралельної, не зійдеться до τ, а приведе до одного з хибних 

значень τ k, k=1,2,…,тобто, як бачимо застосування мето-

ду двох моделей не дало бажаного результату. 

Приклад 6.3. За вхідним сигналом u(t) об’єкта, який пред-

ставляє собою одиничну ступеньку, і вихідним сигналом x(t) 

потрібно визначити три коефіцієнта i(i=  диференціаль-

ного рівняння моделі об’єкта, наприклад, моделі повздовж-

нього коротко-періодичного руху літака: 
* * *

2 1 3
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ),x t x t x t U t+  +  =                 (6.90)  
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де x(t) – відхилення кутової швидкості, U(t) – відхилення 

руля висоти. 

Сигнали U(t) і x*(t) виміряні в дискретні моменти часу k з 

кроком ∆t=0,05c. Вимірювання x(k) (k=  сигналу x*(k) 

зашумлені адаптивною перешкодою N(k) типу гаусового бі-

лого шуму з нульовим середнім значенням. Задачу будемо 

вирішувати методом послідовно-паралельної моделі і мето-

дом трьох моделей. Фільтри послідовно-паралельної моделі 

задамо оператором WΦ(p)=1/(p3+5p2+6p+7),який значною 

мірою згладжує перешкоду N(t). 

 

 
Рис.6.22. Залежність значень оцінок для методів узагальненої 

послідовно-паралельної моделі(ППМ) і трьох моделей(МЗМ) з від-

ношення шум-сигнал 

 

Однак, за великих рівнів шуму оцінки 1 і 2 суттєво заниже-

ні, оцінка 3 для обох методів близька до істинної, так як си-

гнал u(t) вимірюється точно. Деяке відхилення її від точного 

значення викликане тільки не ортогональністю матриці 

МНК. На рис.6.22  і в табл. 6.2 наведено залежності значень 

оцінок i за методом послідовно-паралельної моделі (ППМ) 

(штрихові лінії) і по методу трьох моделей (М3М) (суцільні 

лінії) від відношення середньоквадратичних значень шуму 
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N(k) і  сигналу x*(k) (ш/с). Як бачимо, в методі трьох моделей 

шум в y(t) не призводить до зміщення оцінок. Оцінки гаран-

товано сходяться за дві ітерації. Тоді як в методі ППМ оцінки 

1̂  і 2̂  зі зростанням відношення м/с суттєво зменшуються, як 

показано в розділі 6, вираз (6.8). 

 

Таблиця 6.2 

 

Залежності від відношення «шум-сигнал»значень оцінок iі 

для методу ППМ та М3М 

 

    

m/c ППМ MЗM ППМ MЗM ППМ MЗM 

0 3 3 1 1 0,5 0,5 

0,1 3,06 3,05 1,03 1,02 0,504 0,504 

0,2 3,11 3,08 1,04 1,03 0,508 0,507 

0,5 3,15 3,10 1,01 1,1 0,517 0,516 

1 2,69 3,15 0,71 1,14 0,6 0,52 

2 1,56 2,82 0,16 0,96 0,49 0,48 

3 1,39 3,22 0,02 0,95 0,53 0,58 

 

6.2.5. Дослідження ноніусних моделей 

 

Ноніусні моделі займають проміжне місце між ортогона-

льними моделями та моделями з жорстко заданою структу-

рою. Ноніусною динамічною моделлю реальної системи, на-

зивають динамічну систему, в якій сімейство функції, яке 

відображає вхід u(t) і вихід y(t), реалізується у вигляді компо-

зиції операторів Wki(k=1,2;i=0,1,2,…) з адаптацією закону 

композиції і чергування в часі процесів оцінювання парамет-

рів цих операторів. Розрізняють паралельні (k=1) , послідовне 

(інверсні) (k=2), послідовно-паралельне (k=1,2) підключення 

моделі до об’єкта, з послідовним, паралельним та змішаним 

законам композиції операторів. 

Приклад 6.4. Розглянемо ноніусну модель з послідовним 

включенням операторів W1i, підключених паралельно до 
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об’єкта Σ∞, який має невідомі нестаціонарні внутрішні та зо-

внішні характеристики, наприклад, літальний апарат. Необ-

хідно в процесі функціонування об’єкта(в реальному часі) 

вести формування моделі відображення W(β,p) сигналу u(t) в 

y(t) для цілей прогнозування y(t)і відомого u(t) (задача про-

гнозування) або корекції u(t) за заданого y*(t) (задача управ-

ління). Якщо оператор W(β,p) визначено, то для задачі про-

гнозування траекторії ЛА 

y(t) = W(β,p)u(t), p=d/dt,                         (6.91) 

для задачі управління  
1

*
( ) ( , ) ( )u t pW y t

−

=  ,                               (6.92) 

де -1(β,p) - фізичний реалізуємо оператор, близький до ідеа-

льного  W-1(β,p).Так якщо 

1 0

2

2 3

β p β

β β p
W

β
( , )p

+

+ +
 = ,                                (6.93)   

то 

1 1
( , ) ( ,

1
)

1
,W

p
W p p

− −
 = 

 +
                           (6.94)   

де δ - малий параметр такий, що для  будь-якої частоти ω в 

смузі пропускання об’єкта ω2δ2<1. 

Тоді 

1 *
( ) ( , ) ( )

1
 

1
, U t

p
pWt y

−

 +
=                       (6.95)  

а різниця 

( ) * * *
( ) ( )   ( ) ( ) ( )

1
ˆ *    

1 1
,  t y t y t y

p
t ty

p p
t


 =

 +  +
− = − = −       (6.96) 

між дійсним значенням *(t), отриманим на вході моделі і 

бажаним *(t), буде несуттєвою. 

Для паралельної ноніусної моделі з послідовно ввімкне-

ними операторами : 

( )
0

 ,  , ) .(  
r

i
i iW p W p

=

 =                          (6.97) 
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Якщо є інформація про інерційність, коливання або нейт-

ральність, то оператор W0(β0, p)  задається відповідно в ви-

гляді 

( ) ( )01 01
0 0 2

02 02

0 0

03

;       ,
 

,      W p
p p p

W p
 

 =
+ + +

=


 ; 0
0  W

p
=


.  (6.98) 

Наступні оператори по можливості беруть до уваги фізи-

ку процесу або задаються у вигляді : 

( ) ( )0 1 2,  (  ) /  , i i i i iW p p p =  +   +             (6.99) 
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Рис.6.23 Схема ноніусного ідентифікатора в адаптивній системі 

управління 

 

Кожен оператор містить два-три невідомі параметри. З 

ростом i при ідентифікації стаціонарного об’єкта, оператори 

Wi(p, βi) прямують до одиничного оператора W(p,βi) 1. На-

строюють оператори послідовно в часі. Спочатку настрою-

ють вектор β0 оператора W0(p, β0), потім W1(p, β1) і так до 

Wr(p, βr), якщо об’єкт за цей час залишався стаціонарним. 

Якщо характеристики об’єкта суттєво змінюються за час на-

лаштування r операторів, то(в залежності від степеня не ста-

ціонарності) встигає налаштовуватися  більше або менше 

число операторів Wi. Адаптивна система управління з іден-

тифікатором у вигляді паралельної ноніусної моделі (6.97) 

(рис.6.23) має набір налаштованих по β операторів Wi(p, βi) , 

інверсних їм фізично реалізуємо операторів -1(p,βi,δ), ко-

мутатора i(ξ), блоку Opt формування оцінок βi по критерію J, 
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логічного блоку ξ(J) і реальної системи Σ∞. В момент початку 

роботи системи оператори Wi і -1 дорівнюють одиниці, а W0 

рівний одному з операторів (6.98). По команді ξ з логічного 

блоку ξ(J)  комутаторам i(ξ) комутуються схеми формування 

помилки з індексом «0» :  

( ) ˆ( ) ( ), y t yt t= −                                (6.100)    

і закону  настройки β0 блоком Opt. Блок ξ(J) контролює зна-

чення критерію J0 і його зміни в часі. В якості Ji(i,0,r) можуть 

братися згладжені фільтром WΦ(p) квадрати 2
i(t): 

2
 ( ) ( ), i iJ W p t =                                 (6.101)  

де WΦ(p)=1/(Tp+1); p=d/dt; T - стала часу фільтра. 

Сигналом закінчення настройки i-го оператора і переходу 

до (i+1) може бути величина : 

( ) ( ) / / 1 , i idJ dt pJ t Tp= +                         (6.102)   

яка уявляє собою згладжене фільтром 1/(Tp+1) значення похі-

дної по часу від критерію Ji: 

якщо 

i
1

dJ

dt
   ,                                                     (6.103) 

(де ∆1 - заданий поріг), то настройка оператора W0  припиня-

ється і за командою ξ блоку ξ(J) комутатор i(ξ) комутує коло 

налаштування оператора W1(p, β1),  і так далі. Блок ξ(J) в про-

цесі налаштування операторів контролює також зміну ∆Jj по-

казника Jj, 0 : 

j j j jJ J (t)  – J (t ),  =
   (6.104)

 

де Jj(tj) – значення Jj на момент tj закінчення налаштування j–

го оператора (tj<t). Поява ∆Jj пов’язана з не стаціонарністю 

характеристик об’єкта. 

Якщо ∆Jj>∆2, то налаштування і–го оператора Wi(βi, p) 

припиняється і відновлюється підлаштування j–го оператора 

до виконання умови (6.103), потім (j+1)–го і так далі (до і-го). 

В задачі прогнозування достатньо спостерігати i(t). Для за-

дачі управління оптимальна траєкторія u(t) отримується на 

виході інверсної, фізично реалізованої моделі W*-1. Сигнал 
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y*(t) при цьому подається за допомогою комутатора i(ξ) на 

вхід і-го, а при умові (6.103) – на вхід j–го інверсного опера-

тора. 

Зіставлення ноніусних  та ортогональних моделей показує, 

що врахування фізичної природи об’єкта дозволяє суттєво 

зменшити число ноніусних операторів в порівнянні з числом 

ортогональних операторів.Ноніусні моделі можуть бути ефек-

тивні для опису коливальних та нестаціонарних об’єктів, які 

знаходяться в нестаціонарних умовах. 

 

Запитання 

 
1. Визначити поняття алгоритмічних моделей. 

2. Навести алгоритм градієнтного методу з паралельною 

моделлю. 

3. Навести алгоритм градієнтного методу з послідовно-

паралельною моделлю. 

4. Навести алгоритм ідентифікації методу 3-х моделей. 

5. Навести поняття конусних моделей.  

6. Визначити поняття активної ідентифікації динамічних 

моделей. 

7. Навести алгоритм визначення імпульсних перехідних 

функцій. 

8. Навести визначення псевдовипадкової двійкової послі-

довності. 

9. Навести властивості псевдовипадкових двійкових пос-

лідовностей. 

10. Навести алгоритм отримання непараметричних оці-

нок. 

11. Навести алгоритм отримання частотних характерис-

тик. 

12. Навести алгоритм отримання  перехідних функцій 

об’єкта. 

13. Навести алгоритм визначення коефіцієнтів рядів, які 

розкладаються передаточні функції. 

14. Навести зв'язок  коефіцієнтів ряду Маклорена пере-

даточної функції з імпульсною перехідною функцією. 
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Розділ 7 

 

ДОСЛІДЖЕННЯ МЕТОДІВ  

СТРУКТУРНО-ПАРАМЕТРИЧНОЇ 

ІДЕНТИФІКАЦІЇ НЕЛІНІЙНИХ ОБ’ЄКТІВ 

 

7.1. Оцінювання лінійної складової нелінійної  

моделі динаміки об’єктів  

 

Динаміка збуреного руху об’єкту  описується нелі-

нійною динамічною моделлю. У такій ситуації основною 

похибкою оцінок параметрів лінійної складової моделі є їх 

зміщення внаслідок наближеності лінійної моделі, яка не 

враховує нелінійність характеристик об’єкту.  

Розумним компромісом між лінійною моделлю 

об’єкту (спра-ведливою для малих відхилень), і неліній-

ною (справедливою для більших відхилень), буде модель 

об’єкту, представлена першими і другими членами розк-

ладання нелінійної моделі в ряд Тейлора відносно базово-

го режиму.  

 

7.1.1. Оцінювання лінійної складової  

нелінійної моделі двигуна постійного струму 
 

Для моменту m  електродвигуна постійного струму 

шляхом розкладання в обмежений другими похідними ряд 

Тейлора відносно моменту часу
0

t , як функції струму якоря 

ÿ
I , струму Із збудження магнітного потоку і напруги Uя, 

отримаємо: 
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t t tI I U

m m
I t I t I t U t

t tI I I U

m
I U t

tI U

  
= +  +  +  +

  

  
+  +  +  +

  

 
+   +   +
   


+   
  

     (7.1) 

Така модель враховує несиметрію режимів розгону і 

гальмування для обмежених відхилень. Але велика кількість 

її членів (дев’ять), серед яких тільки 
Я

U  незалежна змінна, 

а інші, з урахуванням взаємозв’язку їх рівнянням двигуна, її 

наслідки; взаємна корельованість, обмеженість і наближе-

ність вимірювань відхилень, обмеженість часу одного режи-

му, роблять завдання оцінювання всіх коефіцієнтів некорект-

ним внаслідок фізичної неможливості забезпечення лінійної 

незалежності змінних і статистично достатньої довжини ви-

бірок [55, 81]. 

Відповідно до мети експерименту треба визначити 

перші три лінійні члена розкладання (7.1), тобто лінійна 

модель в області малих відхилень від бажаного режиму 

роботи ДПС. Для точного їх оцінювання сплануємо нату-

рний експеримент за наступною схемою. Нехай всі відхи-

лення змінних рівняння (7.1) будуть близькі за формою: 

( )ÿ
U t  — «сходинка»; ( )ÿ

I t , ( )ç
I t  — відповідно до 

рівнянь динаміки експоненціальні функції-реакції ДПС на 

вплив ( )ÿ
U t .  

Перепишемо вираз (7.1) у такому вигляді: 
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( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

2
ÿ çÿ ÿ ÿ ÿ

2
ç ç ÿ ç ç ÿ

1

2
ÿ çÿ ÿ ÿ ÿ

ÿ ç ÿ ÿ

ÿ ç ÿ ç

ÿ ç ÿ ÿ
,

I II I I U

I I I I I U

U IU U I U

m t

m m I t m I t m U t I t

m m I t m I t m U t I t

m m I t m I t m U t U t


 =

 = +  +  +   +
 

 + +  +  +   +
 

 + +  + +  
     

(7.2)

 

де кожний коефіцієнт складається з шуканого і лінійної фун-

кції від 
ÿ ç ÿ
, ,I I U   . Якщо з певним досить грубим ступе-

нем наближення у виразах для коефіцієнтів рівняння (7.2) 

( ) ( ) ( )ÿ ç ÿ
, ,I t I t U t    замінити відповідними ступінчасти-

ми функціями 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ÿ ç ÿ
1 , 1 , 1I t I t U t      , 

де аргумент ( )  відповідає часу появи сталого значення 

( ) ( ) ( )ÿ ç ÿ
, ,I t I t U t   , то, з точністю до цього наближення, 

рівняння (7.2) можна подати у наступному вигляді: 

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 ç 2 ÿ 1 ÿz

m t a I t a I t b U t   +  +  ,               (7.3) 

де       

( ) ( ) ( )
2

Ç ß Ç Ç Ç ß

1 ß Ç ß

I I I I I U
a m m I m I m U = +   +   +  

 
, 

( ) ( ) ( )
2

ß Çß ß ß ß

2 ß Ç ß

I II I I U
a m m I m I m U = +   +   +  

 
, 

( ) ( ) ( )
2

ß Çß ß ß ß

1 ß Ç ß

U IU U I U
b m m I m I m U = +   +   +  

 
. 

Чим ближче форма сигналів до «сходинки», тим точні-

ше рівняння (7.3), але і тим гірше обумовленість інформацій-

ної матриці МНК.  

У силу взаємозв’язку змінних 
ß Ç ß
, ,I I U    управля-

ти «ступінчастістю» немає можливості.  

Але змінюючи амплітуду ( )ß
U  , ми можемо пропо-

рційно змінювати зсув коефіцієнтів 
1 2 1
, ,a a b  відносно шука-

них часткових похідних Ç ß ß, ,
I I U

m m m .  

Тоді, альтернативна до ортогональної, постановка екс-

перименту буде полягати в подачі послідовності сходинок 
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напруги 
ß

U  
різної амплітуди, визначення зміщених коефіці-

єнтів 
1 2 1
, ,a a b  рівняння (7.3) і ліквідації цього зміщення 

шляхом лінійної апроксимації коефіцієнтів 
1 2 1
, ,a a b  у функ-

ції ( )ß
U  , ( )ß

I   або ( )Ç
.I   

Наприклад: 

( )

( )

( )

Ç

ß

ß

1 1 ß

2 2 ß

1 3 ß

;

;

,

I

i i

I

i i

U

i i

a m k I

a m k I

b m k I

= +  

= +  

= +  

                           (7.4) 

де i  — номери сходинок різної амплітуди. 

У загальному випадку i-й рядок векторно-

матричного рівняння  руху ДПС, як об’єкту , що враховує 

лінійні та квадратичні члени розкладання має вигляд: 

T

i i i
y XA XB X =  +   ,                        (7.5) 

де 

( ) ( ) ( )  T T

1 2
1 , 2 ,..., ; , ,..., ;

i i i i i i i in
y y y y N A a a a =     =   

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1 2

11 12 1

1 2

21 22 2

1 2

1 2

1 1 ... 1
...

2 2 ... 2
; ...

...
...

n

i i i n

n

i i i i n

in in inn

n

x x x
b b b

x x x
X B b b b

b b vb
x N x n x N

   
  

     
 = =   

  
     

; 

де N i n — відповідно числа дискретів за часом і розмірні-

стю вектора 
i

A .Зміщена внаслідок неврахування квадра-

тичної форми 
T

i
XB X   МНК-оцінка ˆi

A  дорівнює: 

( )
1

T Tˆ
i i

A X X X y
−

=     .                              (7.6) 

Її зсув буде пропорційний 
T

X : 

( )
1

T T T Tˆ
i i i i

A A X X X XB X B X
−

− =      =  . 
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У загальному випадку модель (7.5) повинна бути ро-

зширена членами третього і вище порядку, і залежність 

зміщення оцінок від X  буде носити нелінійний харак-

тер. Тому для ефективної реалізації цього підходу слід об-

межити знизу і зверху діапазони зміни X . Для ілюстрації 

доцільності такого підходу розглянемо приклад.  

 

7.1.2.  Тестування методу 

 

Точна нелінійна модель об’єкту 
3 3

1 , 1,

( ) ( ) ( ) ( )
j j q

j j q j q

y k x k x k x k
= = 

= + 
                    

(7.7) 

з одиничними коефіцієнтами , для чотирьох вибірок різної 

амплітуди 
max

X , апроксимувалася її лінійною частиною за та-

ких сигналів: 

1 max 2 max

3 max

1 1
( ) ( )sin , ( ) ( )sin 2 ,

1 1

1
( ) ( ) cos 2 , 1, , 1, 4.

1

k k
x k x l x k x l

M M

k
x k x l k M l

M

− −   
=  =    

− −   

− 
=  = = 

− 

    

(7.8) 

Оцінки ˆ ( 1,2,3)
j

j =  обчислювалися  методом найме-

нших квадратів. При цьому показник T
   похибки ε  апрок-

симації ( )y k  
лінійною моделлю 

1 1 2 2 3 3
ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( )y k x k x k x k=  + +  був на 2 порядки менше ана-

логічної норми y .  

Тобто задача апроксимації лінійною моделлю вирішу-

ється достатньо якісно. Але коефіцієнти ˆ i
  відносно істин-

них (одиничних) були істотно зміщені (рис. 7.1). 
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Рис. 7.1. Залежність відхилень 
i

  від 
max

x : 

- - - - 1;   ·······2;  ——3 

 

Однак, як видно з рис. 7.1 лінійні регресійні залежності 

зсувів j
  (j = 1, 2, 3) від

max
( )x l , (l = 1, 2, 3, 4), збігаються 

для нульової амплітуди 
max

x  до нуля; відповідно оцінки ˆ j
  

збігаються до істинних значень j
  = 1.  

Якщо бралася повна модель (7.7), то з регуляризацією 

за Тихоновим МНК-оцінювання коефіцієнтів повної моделі 

(7.7) дало практично нульове значення показника T
  . Регу-

ляризований показник за Тихоновим: 

ˆ ˆ ˆˆ( , ) ( ) ( , )
apr

I Y y Y t  =  −   +   − ,                (7.9) 

де   — параметр регуляризації; apr
  — апріорі заданий век-

тор параметрів.  

2 

 

1,8 

1,6 

1,4 

 

1,2 

1 

0,8 

 

0,6 
 

0,4 

 

0,2 
 

0 0        0,1        0,2        0,3       0,4       0,5       0,6        0,7       0,8       0,9         

1 Хmax 

 

(Хmax) 



 242 

Практично нульове значення показника T
   досягаєть-

ся для самих різних значень 
apr

 , але оцінка ̂  близька до 

apr
 , а не до дійсної, яка дорівнює одиниці. Для більшої нао-

чності розглянемо двовимірну задачу, де модель і об’єкт ізо-

морфні: 

1 1 2 2
( ) ( ) ( )y k x k x k=  + .                      (7.10) 

Тут 
1
( )x k  і 

2
( )x k  сильно корельовані. Тому функціонал 

T
   (пунктирні лінії на рис. 7.2) як функція ̂ , сильно випук-

лий для першого і третього квадранта площини ( )1 2
,   і сла-

бо-випуклий («рівчак») для другого і четвертого квадрантів.  

Регуляризуючий десятивідсотковий додаток 

ˆ ,
apr

  −  ( )0,1 =  функціонала (7.9) (круги на рис. 7.2) 

строго випуклий і, відповідно, робить випуклим функціонал 

(7.9). 

Стрілками показано процес мінімізації функціонала 

(7.9), в результаті якого з апріорної оцінки apr
  отримана 

апостеріорна оцінка ̂  (табл. 7.1). Як випливає з табл. 7.1 і 

рис. 7.2, оцінки ̂  прямують в область близьку до дійсного 

значення, якщо apr
  лежить в першому і третьому квадранті 

(ближче або далі від  залежно від віддалення apr
  від ). 

Якщо ж apr
  лежить в другому і четвертому квадрантах, оці-

нки, в результаті мінімізації регуляризованого функціонала 

(7.9), не відходять далеко від апріорних, знаходячи точку 

компромісу між зростаючою добавкою ˆ
apr

  −  і спадним 

значенням норми ˆ( ) ( , )Y t Y t −   .  
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2 2
ˆ, ,

apr
    

̂  

2 

apr 
у(t) ̂  

̂  apr 

̂  1 

2 –2 –3 
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–

1 

apr 

1 

̂  
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–

1 

apr 

–2 
̂  

̂  
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apr –3 

apr 

1 1
ˆ, ,

apr
    

apr 

 

Рис. 7.2. Точне значення  і її оцінка ̂ , отримана зумови  

мінімуму функціонала (7.9) для різних апріорних значень apr
  

 

 

При цьому відношення T
   до ( )Y t  не перевищує 

2,26 %. Тобто якість сигнальної ідентифікації достатньо ви-

сока, тоді як параметрична ідентифікація взагалі не коректна: 

у другому квадранті 
2

̂  навіть йде від 2apr
  в протилежний 

від 
2

̂  бік, аналогічно 
1

̂
 
в четвертому квадранті. У загаль-

ному випадку, для n змінних, функція ( )J   
може мати декі-

лька «рівчаків» мінімальної або навіть  

нульової крутизни, що ще більше ускладнює завдання пара-

метричної ідентифікації. 
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Таблиця 7.1 
Апріорні і апостеріорні значення параметрів 

1apr
  

1
̂  2apr

  
2

̂  

ˆ( ) ( )

( )

Y t Y t

Y t

 − 


 

1 1 1 1 0 

–1 0,904 –1 0,904 0,0091 

–2 0,857 –2 0,857 0,0091 

–3 0,809 –3 0,809 0,036 

2 1,048 2 1,048 0,0023 

3 1,095 3 1,095 0,0091 

1 1,9 –1 0,0015 0,0045 

1apr
  

1
̂  2apr

  
2

̂  

ˆ( ) ( )

( )

Y t Y t

Y t

 − 


 

2 2,85 –2 –0,95 0,011 

3 3,8 –3 –1,9 0,0226 

–1 0,0015 1 1,9 0,0045 

–2 –0,95 2 2,85 0,011 

–3 –1,9 3 3,8 0,0226 

 

 

7.1.3. Реальний приклад 

 

На рис. 7.3 наведено сім режимів зміни напруги 
ß

I  

(0.02, 0.03, 0.04, 0.06, 0.07, 0.0.9, 0.1) якоря двигуна постійно-

го струму (ДПС) і кутової швидкості ( )t .  

Повна динамічна модель залежності ( )t  від ( )ß
I t  не-

лінійна. У кожному з семи режимів визначалися зміщені вна-

слідок наближеності моделі, оцінки коефіцієнтів ˆ , 1,2,3.
j

j =  

лінеаризованого диференційного рівняння.  

За ними розраховувався статичний коефіцієнт K зв’язку 

ß
I  з  . Далі коефіцієнт K апроксимувався поліномом другої 

степені залежністю у функції норми Я
U  (рис. 7.4): 

( )ß ß
621 3,11 .K I I= −                        (7.11) 
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Рис. 7.3. Осцилограми режимів зміни напруги  

ß
I  і кутової швидкості   

 

Прогнозне в ß
0I =  значення (0)K  лежить в області 

дійсних значень незміщеної оцінки 619,5K =  отриманої 

шляхом апроксимації поліномом другої степені залежності 

(7.11) і розрахунку її значення в точці нульових відхилень.  

Просте усереднювання результатів дасть істотно змі-

щену (занижену) оцінку 603K = .  

Таким чином, для коректності постановки задачі іден-

тифікації слід розрізняти сигнальний і параметричний під-

ходи.  

Спільність їх полягає в мінімізації T
  , відмінність — в 

моделях (абстрактна і «фізично» адекватна) і вимогам до фу-
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0.38 
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240 
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нкціонала T
  , як функції оцінки ̂  (відповідно нестрога і 

строга випуклість).  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 7.4. Залежність K  від Я
U  та її апроксимація 

 

На жаль, в практиці іноді користуються для оцінюван-

ня параметрів сигнальною ідентифікацією, закладаючи в 

модель апріорі необ’єктивні наочні значення коефіцієнтів, і 

отримуючи в результаті оптимізації функціонала (7.9) не-

правильні необ’єктивні оцінки ̂ . 

 

7.2. Структурно-параметрична ідентифікація  

багатовимірних нелінійних моделей об’єкту  
 

Відсутність інформації про структуру нелінійної бага-

товимірної залежності 
1

( , , )
n

y x x  не дає можливості засто-

сувати методику оптимального планування експерименту.  

Як правило, знімаються часткові перерізи ( )
i

y x  за пос-

тійних ( 1, 1, ).
j

x j n j i= −    

0 0.0

2 
0.0

4 
0.0

6 
0.0

8 
0.

1 
0.1

2 

38

0 

43

0 

48

0 

53

0 

58

0 

63

0 62

1 

K

 

║ІЯ║,  А 
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Скориставшись властивістю гладкості ( )y x , подамо цю 

залежність кратним рядом Тейлора або його степеневим ек-

вівалентом:  

0

1 1 1

( )
n n n

i i ij i j

i i j

y x x x x
= = =

=  +  +  + 
        

(7.12) 

Для часткового k-го перерізу для const
i

x = , 

1, 1, ,i n i k= −  з (7.12) отримаємо одновимірну залежність  
2

0 1 2
( ) .

k k k k k k
y x x x=  + + +               

(7.13) 

Структура залежності (7.13) і параметри 
0 1

, ,
k k

   зна-

ходиться за МНК для різних, але фіксованих значень інших 

змінних. Далі коефіцієнти часткових моделей послідовно ап-

роксимуються як функції цих змінних [69, 81, 84].  

 

7.2.1. Нелінійна модель тягового 

зусилля двигуна АІ-20М 

 

Розглянемо висотно-швидкісні характеристики двигуна  

АІ-20М (залежність тяги y від висоти 
1
,x  швидкості 

2
x та ке-

руючого впливу 
3

x  (рис. 7.5). 

Математична модель (неперервні лінії) отримана з ло-

кальних моделей перерізів ( )
k

y x  при 1 2
, :

i j
x c x c= =  

'' ''

3 0 1 3
( )y x x=  +

                                     
(7.14) 

шляхом МНК-апроксимації її коефіцієнтів лінійною моделлю  

по 
2

:x  
'' ' ' '' ' '

0 01 2 02 1 11 2 12
,x x =  +  =  + .                   (7.15) 

і подальшої апроксимації статистично значущих коефіцієнтів 

моделей (7.15) квадратичною моделлю по 
1

:x  
' 2

0 1 1 2 1
, 0,1.

i i i i
x x i =  + + =

                      
(7.16) 
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Рис. 7.5. Характеристики тягового зусилля двигуна  

АІ-20М (неперервні лінії — модель;  

пунктирні — експериментальні дані):  

а — х1 = 3000 м; б — х1 = 6000 м; в — х1 = 10 000 м 

 

Максимальна похибка апроксимації склала 2 % від 
max

.y  

y 

200  300  400  500  600       х2 

3000 

2000 

1000 

х1 = 3000 

х3 = 100 

х3 = 84 

х3 = 72 

х3 = 54 

х3 = 50 

х3 = 35 
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х1 = 6000 
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3000 

2000 

1000 

х1 = 10 000 
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У результаті, повна модель набула вигляду: 
2 2

0 01 1 02 1 1 11 1 12 1 2 2 21 1
( ) ( ) (y x x x x x x=  + + +  + + +  + +  

2 2 2 2

22 1 3 3 31 1 32 1 2 3 4 41 1 42 1 2
) ( ) ( ) .x x x x x x x x x+ +  + + +  + +

  

(7.17) 

 

7.2.2. Приклад нелінійної залежності ( )1 2
,  y x x  

 

Практично збіглися (рис. 7.6) експериментальні дані з 

об’єкта з моделлю залежної змінної у у функції від 
1

x  і 
2

x . 

Тут з локальних моделей  
' ' 2

2 1 2 2 2 1
( ) , const, 1,6

i i
y x x x x i=  + = = ,           (7.18) 

лінійною по 
1

x  апроксимацією коефіцієнтів моделі (7.18) 
'' ''

1 1 1 2 1 2 1 3 4 1
( ) ; ( )

i i
x x x x =  +  =  +

              (7.19)
 

отримана повна модель 
2 2

1 2 2 1 2 3 2 4 1 2
.y x x x x x x=  + + +
                  

 (7.20) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 7.6. Залежність ( )1 2
,y x x  
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7.2.3. Приклад нелінійної залежності 
1 2 3

ˆ( , , )J     

 

Залежність аеродинамічних поправок літака ТУ-144 

1 2 3
ˆ( , , )J     (рис. 7.7), отримано аналогічним  

шляхом: 
2

1 1 1 2 1
( ) , 1,2,3; 1,2,3

ik ik
J i k =   +  = = ;      (7.21) 

2

2 2 2
( ) , 1, 2

jik jk jk
j   =   +   = ;                (7.22) 

( ) 2

3 3 3
( )

l

jk j j
   =   +   .                        (7.23) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 7.7. Залежність 
1 2 3

( , , )J     — (– – –)  

та її модель 
1 2 3

ˆ( , , )J     — (——). 

 

Після підстановки коефіцієнтів (7.23) в (7.22), а (7.22) в 

(7.21) отримаємо: 
6 2 2 2 2 2 2

1 2 3 1 2 3 2 3

2 2 2 2 4 2 2

1 2 3 1 2 3 2 3 1 2 3

5 2 2 2

1 2 3 2 3 1 2 3 1 2 3

2 3

ˆ( ) 0.96 10 0.61 10 0.9 10

0.23 0.04 1.72 0.24 10

0.46 10 0.0232 0.0126 0.133

1.02 .

J
− − −

−

−

 = −     −     +    +

+    +    −   −     +

+     −   −    +    +

+  
  

(7.24) 

Похибка апроксимації не перевищує 0,5 % від макси-

мального значення J. 

20          30    35 3 = О        

1 

3 = 5 
3 = 5 

2 
3 = О 

10 
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3 = 1 3 = 1 
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У разі, якщо допустима похибка складає 5 % вираз 

(7.24) суттєво спрощується: 
2 2 2 2 2 2 2 2

1 2 3 2 3 1 2 3

2 2 2 2

1 2 3 2 3 2 3 1 2 3

1 2 3 2 3

ˆ( ) 0.61 10 0.9 10 0.23

0.04 1.72 0.0232 0.0126

0.133 1.02 .

J
− −

 = −     +    +    +

+    −   −   −    +

+    +  

     (7.25) 

Як бачимо з прикладів, даний алгоритм дає можливість 

досить просто визначити структуру і параметри складних 

багатови-мірних нелінійних залежностей між вхідними і ви-

хідною змінними реальних об’єктів (у тому числі і  об’єкту ), 

поданих таблично за результатами натурних експериментів. 

 

7.2.4. Приклад нелінійної залежності ( )J   

 

Визначення аналітичної залежності енергії першої пів-

хвилі струму розряду надконденсатора С в колі з індуктивні-

стю L і опором R залежно від добротності   контуру силового 

перетворювача енергії. 

Струм х з , ,R L C  — параметрами кола пов’язаний рів-

няннями: 
02

2

1 1
0, ( ) (0),

C

d x R dx L
x x t dt CU

dt L dt LC R C
−

+ + = =  = ,  (7.26) 

де (0)
C

U  — початкові умови по напрузі 
C

U  на конденсаторі, 

(0) 0x = . Показник якості, що підлягає оптимізації: 

1
1

2

2 2

1
(0, )

0

(0)
( ) ( ) , ( )

2

t

C

t

CU
J Rx t dt t x tArgSupr

−

 

 
 = = 

 
 . (7.27) 

Задачу (7.26), (7.27) вирішено чисельним  методом. 

Отримано залежність ( )J  , де   — скаляр, і апроксимовано 

дробово-раціональною функцією від   (рис. 7.8).

  2 3

5 2 5 3

0.031 1.066 0.658 0.149ˆ( )
1 0.23 8.87 10 1.112 10

J
− −

− +  −  + 
 =

+  −   +  
.          (7.28) 

Звідси оцінка *
̂  оптимального значення 

*
  знаходить-

ся за умови  
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2

2

ˆ ˆ( ) ( )
0, 0

J J   
= 

 
. 

Максимальна похибка 
* *

*

ˆ
100%

 −



 склала 0,05 % від β*. 

 

Рис. 7.8. Залежність ( )J   (пунктир) та її модель (7.28) ˆ ( )J   (лінії) 

 

 

7.3. Дослідження методу роздільного оцінювання  

статичної нелінійної і динамічної лінійної  

складових моделі об’єкту 
 

Модель Гомерштейна (рис. 7.9) описує по входу (
âõ

x ) 

— виходу (
вих

x ) реальну систему комбінацією лінійного ди-

намічного оператора 

                              (7.29) 
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зі статичним нелінійним f(u), де зазвичай останній розклада-

ється з коефіцієнтами 
k

l  по системі лінійно-незалежних (ба-

жано ортогональних функцій ( )k
u : 

  ( ) ( )
1

r

k k

k

f u l u
=

=  .                                    (7.30) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 7.9. Моделі Гомерштейна:  
а — нелінійність на вході,  б — на виході 

 

Залежно від розташування нелінійності (рис. 7.9), поз-

начивши оператор 
i

i

i

d
p

dt
=  і підставивши розклад (7.30) і ди-

наміку (7.29) у відповідні структури (рис. 7.9), отримаємо для 

варіантів  (рис. 7.9, а), де  нелінійності на вході, модель:  

1 0

( ) ( ) ( )
m r

i

i k k

i k

p y t p u
= =

 
 =    

 
  .                   (7.31) 

Для варіанта (рис. 7.9, б), де нелінійність на виході, мо-

дель  

 ( )
0 0

( ( )) ( ) ,
n r

i

i k k

i k

p y t p u t
= =

 
   =  

 
              (7.32) 

де ( ) 1
n

n i
p p p   =  + + + ,   

0
( )

m

m i
p p p =  + +  +  . 

За такого підходу в задачі ідентифікації визначається 

2n m r+ + +  параметрів , ,
i i i

   . При цьому в моделі (7.31) 

параметри ,
i k
   входять як множина їх добутків, в моделі 

u  
( )uf  

z  ( )

( )

p

p




 

y  

а 

u  
( )f z  

z  ( )

( )

p

p




 

y  

б 
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(7.32) та ж ситуація для параметрів ,
i k

  . Це суттєво ускла-

днює розв’язок задачі оцінювання. Окрім того, якщо ( )u t  

навіть таке, що забезпечує ортогональність ( )( )k
u t  (що до-

сить складно реалізувати), тим не менш ортогональність по-

рушується внаслідок диференціювання функцій ( )( )k
u t  у 

часі.  

Наприклад, якщо 
k

  — це синус-косинусний ряд, то 

вже  

перша похідна від 
k

  буде лінійно залежною функцією від 

1k+
 . Використання степеневого поліному  

0

( ( )) ( )
r

k

k

k

f u t u t
=

=  ,                            (7.33) 

теж не створює ортогональності. Все це погіршує практичне 

використання моделей (7.31), (7.32), особливо в реальних 

умовах за-шумленості сигналів, які підлягають диференцію-

ванню. Тому, враховуючи обмеженість полоси спектру сиг-

налів ( )âõ
x t , ( )âèõ

x t  і допускаючи кінцеву похибку  апрок-

симації диференційного рівняння (7.29) рівнянням пониже-

ного порядку   

  âèõ âèõ
1 âèõ âõ

( ) ( ) ( ),
n

n n

d x dx
x t x t t

dt dt
 + +  + = +        (7.34) 

отримаємо спрощені моделі Гомерштейна 

0

( ) ( ) ( ),
r

k

k

k

p y t u
=

 =                                 (7.35) 

( )
0 0

( ( )) .
n r

i

i k k

i k

P y t u t
= =

 
   = 

 
                          (7.36) 

Останню можна представити у вигляді (7.35), якщо роз-

глядати не пряму ( )y u , а інверсну залежність ( )u y  (рис. 

7.10). 

 

 

 



 255 

 

 

 

 
 

 

Рис. 7.10. Інверсна модель 

 

Таким чином задача ідентифікації обох моделей зво-

диться до задачі ідентифікації моделі (7.35) з 1n r+ +  неві-

домими. Подальше спрощення задачі досягається шляхом 

урахування фундаментальної закономірності всіх відобра-

жень, а саме гладкості залежності f(u) [60, 75, 81, 84]. 

 

7.3.1. Критерії наближення, що враховують 

 гладкість шуканої залежності 

 

Поданий в 1806–1809 роках Лежандром–Гаусом серед-

ньо-квадратичний критерій близькості дає можливість отри-

мати найкраще наближення до математичного очікування 

шуканої залежності, якщо завади розподілені за нормальним 

законом, а вибірка даних достатньо велика.  

Для обмежених вибірок і порушення нормальності за-

кону розподілу завад, метод втрачає свою оптимальність. 

Покращити ситуацію можна, якщо врахувати додаткову ін-

формацію, а саме відкинути аномальні дані і враховувати 

природну гладкість шуканих залежностей. 

Аномальні дані відкидаються чи виправляються на ета-

пі робастної фільтрації сигналів, а властивість гладкості впе-

рше була врахована при визначенні моделей технологічних 

процесів у праці [60]. Замість мінімуму середнього квадрата 

похибки запропоновано мінімізувати в загальному випадку 

середнє значення квадрата 1r + -ї кінцевої різниці 1r+
  : 

( )
2

1
min

r
I

+
=   → ,                          (7.37) 

де, якщо 1r = , то має місце наближення за гладкістю, якщо 

2r =  — наближення по кривизні і так далі. 

( )ty  
( )yf

1−  
( )tz  ( )

( )

p

p




 

( )tu  
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У праці [60] також пропонується узагальнення крите-

рію (7.37), де замість квадрата беруть будь-яку степінь. Але, 

ураховуючи вимогу робастності, збільшувати ступінь недо-

цільно.  

Порядок різниці 1r +  встановлюється апріорі, якщо ві-

домий порядок моделі (7.30), або відшукується поступово, 

починаючи з 1r = . 

 

7.3.2. Визначення гладкої статичної нелінійності 

 з динаміки  об’єкту  

 

Динаміка об’єкту описується лінійним диференціаль-

ним рівнянням 

0

( )
[ ( )],

n kn

n k n k
k

d y t
a f x t

dt

−

− −
=

=                          (7.38) 

де [ ( )]f x t  — статична нелінійність, на вхід якої поступає 

тестуючий сигнал ( )x t , а вихід цієї нелінійності впливає на 

динаміку  об’єкта, моделлю якого слугує передатна функція 

W(a, p) [75, 14, 82, 84].  

Задача полягає у тому, щоб за вимірюваними зашумле-

ними значеннями виходу ˆ( )
k

y t  відновити (оцінити) статичну 

нелінійність. Класичні способи вирішення задач такого типу 

полягають у застосуванні для оцінювання параметрів моделі 

динаміки об’єкта (параметрів передаточної функції)  методу-

найменших квадратів (МНК). При цьому, як правило, неві-

дома нелінійність як функція вхідного впливу [ ( )]f x t  апрок-

симується поліномом 
2

0 1 2
[( )] ( ) ( ) ( ).

m

m
f x b b x t b x t b x t= + + + +                 (7.39) 

Формується нев’язка 

0

( )
( ) [ ( )]

kn

k k
k

d y t
t a f x t

dt=

 = −                             (7.40) 

й мінімізується по bi, ak(i = 0, 1, …, m; k = 0, 1, …, n) функці-

онал 

2

0

1
( ) .

T

J t dt
T

=                                     (7.41) 
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Параметри , 1, ; , 1, ,
k k

b k m a k n= = оцінюються за умови 

мінімуму функціоналу (7.41): 

0;   0.
J J 
= =

 b a
                                 (7.42) 

Практика застосування  методу найменших квадратів 

до вирішення такого роду задач свідчить, що йому властиві 

досить суттєві недоліки, які пов’язані з високими вимогами, 

що пред’являються до тестуючого (вхідного) сигналу ( )x t , а 

також низька точність оцінок параметрів нелінійної динаміч-

ної моделі внаслідок неадекватності структури моделі 

об’єкта, які обмежують застосування класичного МНК для 

вирішення задач такого типу.  

Спроби підвищення адекватності моделі за рахунок 

підвищення її порядку призводить до різкого збільшення ча-

су оцінювання, що як правило, є неприпустимим в умовах 

обмеженого часу (особливо при вирішенні задачі у реально-

му часі) та зашумленості вихідних даних, що вимірюються.  

Це призводить до появи систематичних похибок, які 

суттєво обмежують застосування класичного МНК. У зв’язку 

з цим задача пошуку миетодів оцінювання статичних нелі-

нійностей, які впливають на динаміку об’єкта, а також оці-

нювання параметрів моделі передаточної функції об’єкта ко-

нтролю, є важливою й актуальною. З метою визначення не-

параметричної моделі ˆ[ ( )]f x t  статичної нелінійності [ ( )]f x t  

визначимо скомпенсований вихід об’єкта у такому вигляді: 
2

ñê 1 2 2

ˆ ˆ( ) ( )
ˆ( ) ( ) ,

dy t d y t
y t y t

dt dt
= − −                  (7.43) 

де параметри 
1 2
,   визначаються за умови середнього квад-

рату r-ї похідної від ˆ( )y t  по х:  

( )

2

ñê

1 2

1

( )
, arg min .

rN

k

r
k

d y t

dx=

 
  =  

 
                  (7.44) 

Приймаючи до уваги дискретність у часі вимірювань 

вихідної величини у, замість r-ї похідної можна використову-

вати відповідний їй дискретний аналог. Для цього послідов-
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ність ( )
k

x t , яка вимірюється із сталим кроком у часі t пере-

творюється у послідовність із сталим прирощенням x , але 

із змінним кроком у часі. Ця задача можна вирішується на-

ступним чином. 

Перш за все треба виконати згладжування зашумлених 

вхідної та вихідної послідовностей вимірювань. Для вирі-

шення цієї задачі використовується згладжування значень, 

що вимірюються, за допомогою сплайнів. 

Впорядковуємо значення вхідної змінної ( )
k

x t  за зрос-

танням. Далі, для визначення значень j
t , які відповідають 

значенням вхідної змінної, що змінюються зі сталим кроком, 

виконаємо інтерполювання одержаної послідовності за до-

помогою інтерполяційних сплайнів:  
2

2 1
( ) ( ) ( ) , [ , ].

k k k k k k k
S t x m t t c t t t t t

+
= + − + −              (7.45) 

Значення j
t , які відповідають j x , знаходимо шляхом 

розв’язання рівняння сплайну: 

( )21
4 ,

2kj k k k k

k

t t m m jc x
c

= + − + +              (7.46) 

де 
1

1, , [ ( ) ( )] / .
k k k k

j l l x t x t x
+

= = −   

Після визначення всіх 
kj

t  обчислюються значення 

ˆ ˆ( ), ( ) /
k kj j

y t dy t dt  тощо. 

Оскільки замість похідних по х використовуються скін-

чені різниці, маємо: 
2

1 2 2

ˆ ˆ( ) ( )
ˆ( ) .

r r

ñê

dy t d y t
y y t

dt dt

 
 =  − − − 

 
          (7.47) 

Зокрема, для 2r =  маємо: 

          (7.48) 

для 3r = : 

  (7.49) 

Мінімізація функціоналу гладкості полягає у 

розв’язанні відносно 
1 2
,   системи нормальних рівнянь: 
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2

1 22
1

2 2

1 22 2
1 1

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )
ˆ[ ( ) ] 0;

ˆ ˆ ˆ( ) ( ) ( )
ˆ[ ( ) 0.

N
r r r rk k k

k

k

N N
r r r rk k k

k

k k

dy t d y t dy t
y t

dt dt dt

dy t d y t d y t
y t

dt dt dt

=

= =

 −   −    =

 
 −   −    = 

 



 

  

(7.50) 

Після визначення параметрів 
1 2
,   непараметричне 

значення гладкої статичної нелінійності визначається за фо-

рмулою  
2

1 2 2

ˆ ˆ( ) ( )
ˆ[ ( )] ( ) .

dy t d y t
f x t y t

dt dt
= − −                (7.51) 

 

Алгоритм сплайн-згладжування  

експериментальних даних 

 
Нехай унаслідок спостережень для значень аргументу 

 1 2
, , ,

T

n
x x x=x  одержано значення функції ( )f x  у вигляді 

таблиці. З метою зменшення випадкових похибок та одер-

жання більш плавної функції застосовується процес згладжу-

вання, сутність якого полягає у тому, щоб значення, які оде-

ржано за результатами спостережень, замістити значеннями, 

які одержано внаслідок процедури згладжування. 

Задача згладжування формулюється наступним чином. 

Треба знайти функцію 
*

2
( ) [ , ]

n
f L a bx  таку, щоб досягався 

мінімум функціоналу 

2 ( )

0

[ ] [ ( )] [ ( )] ,
n

n

i i i

i

J f p y f x p f t dt



= 

= − +                (7.52) 

де 0p   — допоміжний параметр, 
i

p  — задані числа (вагові 

коефіцієнти).  

При 0p =  задача зводиться до задачі наближення за 

МНК. При усіх 0
i

p =  задача переходить у задачу інтерполя-

ції.  

Згладжувальний сплайн відшукується у вигляді 
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3
[ ]

3 1

0

( ) , .
i i

k k k

i

S x x c x x x x
+

=

=  +  +                     (7.53) 

Для побудови сплайну, що згладжує, для визначеності 

системи рівнянь треба накласти додаткові умови у місцях 

«зшивання» сплайнів.  

Ці додаткові умови зазвичай називаються межовими 

умовами. Вони залежать від характеру даних, що вимірю-

ються, а також від того, які умови мають бути виконаними у 

точках «зшивання». При згладжуванні розрізняють: умови 

періодичності, а також умови на перші або другі похідні у 

цих точках [14]. 

У неперіодичному випадку для визначення коефіцієнтів 

сплайну, що згладжує, маємо систему: 

0 0 0 1 0 2 0 0 0 1 1 1 2 1 3 1

2 2 1 1 1 2

2 3 2 2 1 1 1 1

1 2 1 1

;  ;

; 2, 2;

;

.

k k k k k k k k k k k

N N N N N N N N N

N N N N N N N

a M b M c M g b M a M b M c M g

c M b M a M b M c M g k N

c M b M a M b M g

c M b M a M g

− − − − + +

− − − − − − − −

− − − −

+ + = + + + =

+ + + + = = −

+ + + =

+ + =

 

(7.54) 

Коефіцієнти цієї системи визначаються формулами: 
2

1 1 12 2

1 1

2

12

1 1 1

1

1

0 0 0 0

1 1

1

1 1 1 1 1
( ) ; 1, 2;

2

1 1 1 1 1 1
; 1, 2

6

1
; 1, 3;

; 1, 1.

k k k k k

k k k k

k

k k k

k k k k k k

k k

k k

k k k k
k

k k

a b h p p k N
h h h h

h
b p p k N

h h h h h h

c p k N
h h

z z z z
g k N

h h

− − −

− −

+

− − +

−

+

+ −

−

 
= + + + + + = − 

 

    
 = − + + + + = −   
     

= = −

− −
= − = −

(7.55) 

Згладжувальний сплайн задовольняє межові умови: 

''( ) ''( ) 0S a S b= = , то  

0 0 0 1 1 0
1; 0.

N N N N
a a b c b c g g

− −
= = = = = = = =  

Системи рівнянь, які наведено вище, розв’язують  ме-

тодом немонотонної прогонки. Після визначення параметрів 

k
M  величини 

k
z  визначаються за співвідношеннями 
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0
; 0, ,

k k k k
z z p D k N− = − =                         (7.56) 

де 

0 1 0

0

1 1

1

1

1

1
( );

1 1
( ) ( ); 1, 1;

1
( ).

k k k k k

k k

N N N

N

D M M
h

D M M M M k N
h h

D M M
h

− −

−

−

−

= −

= − − − = −

= −

     (7.57) 

Найважливішим моментом під час побудови згладжу-

вального сплайну, є визначення вагових параметрів 
k

p .  

У практичних застосуваннях зазвичай відомі похибки 

визначення величин 0

k
z , тобто відомі | |

k k k
z z−   , де 

k
z  —

точні значення вимірюваної величини.  

У цій ситуації природно вимагати, щоб згладжувальний 

сплайн ( )S x  задовольняв умови 

0
| | ; 0,

k k k
z z k N−   =                             (7.58) 

або, що теж саме, умовам | | ; 1, .
k k k

p D k N  =  

Ці обмеження використовуються для обчислення ваго-

вих множників 
k

p .  

Побудуємо ітераційний процес, реалізація якого дозво-

лить одержати невідомі коефіцієнти 
k

M  та множники 
k

p :  
( ) ( )

( 6 ) 6 .
m T m

A HR H M H+ =
0

z                    (7.59) 

( 1) ( +1)

( 1)

(ì +1)

/ | | ÿêù î  0,

0 ÿêù î  0.

m m

km

k

D D
p

D

+

+
 

= 
=

              (7.60) 

де m — номер ітерації. 

Матриці ,A H  мають такий вигляд 
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1 1

1 2

3 2 2

2 1

1 0 . . . .

0 . . .

. . . .

. . . .

. . . . 0

. . . . . 0 1

N N N

N N

r h

h r

A

h r h

h r

− − −

− −

 
 
 
 
 

=  
 
 
 
 
 

,            (7.61) 

де 
1

1( );
k k k

r h h
−

= +  

1 1 1 1

0 0 1 1

1 1 1 1

1 2 1 1

0 0 0 0

( ) 0

. ( )

. 0 0 0

N N N N

h h h h

H

h h h h

− − − −

− − − −

− − − −

 
 

− +
 
 =
 

− + 
 
 

, 

0

.

N

p

R

p

 
 

=
 
  

                            (7.62) 

Зв’язок 
k

M  з 
k

z  визначається матричним рівнянням 

6 .AM H= z                                 (7.63) 

Як початкове наближення природно взяти 
0

0
0p = , що 

відповідає інтерполяційному сплайну із значеннями 
(0)

.
k

D D=  Ітераційний процес продовжується доти, доки зна-

чення сплайну 
k

z  не опиниться у «коридорі».  

Алгоритм інтерполяції параболічними сплайнами 

Нехай [ , ]
( ) , { , ] ; ,

a b n
f x C a b R a b    і задано дві мно-

жини вузлів , :
n n

   

0 1 1
: .

n n
x a x x b

+
 =    =                        (7.64) 

Припустимо, що 1
, 1, .

i i i
x x x i n
−
  =   
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Функція 
2
( ; )S x f  називається інтерполяційним парабо-

лічним сплайном для функції ( )f x , якщо  

2 2 1

(1)

2 [ , ]

2

( ) ; ( , ); 1, ;

( ) ;

( ) ( ).

i i

a b

i

S x P x x x i n

S x C

S x f x

+
  =



=

           (7.65) 

Числа 
i

x  називаються  вузлами сплайну, а числа 
i

x  — 

вузлами інтерполяції. Вузли сплайну — це точки ймовірного 

розриву старшої похідної (у даному випадку другої). Сплайн 

2
( ; )S x f  залежить від 3n +  параметрів, отже містить два ві-

льних параметри. Тому на інтерполяційний параболічний 

сплайн накладаються два додаткових обмеження. У загаль-

ному випадку найбільш розповсюдженими є такі умови: 
' '

2 2
( ) ; ( ) ;

n n
S a a S b b= =  

'' ''

2 2
( ) ; ( ) ,

n n
S a A S b B= =      (7.66)    

де , , ,
n n n n

a b A B  — задані дійсні числа. 

Конкретний вибір цих чисел залежить від задачі, що 

вирішується. Наприклад, якщо функція ( )f x  має відповідні 

похідні, то можна покласти 

 '( ), '( ), ''( ); ''( )
n n n n

a f a b f b A f a B f b= = = =           (7.67) 

або замінити їх відповідними наближеними значеннями по-

хідних (кінцевими різницями). Якщо вибір межових умов 

викликає труднощі, можна вимагати, щоб у точках 
1
,

n
x x  

сплайн 
2
( )S x  мав неперервну другу похідну, тобто 

'' ''

2 2
( 0) ( 0), ( 1; ).

i
S z S z z x i i n− = + = = =        (7.68) 

Нехай ' ''

2 2
( ); 0, ; ( ).

i i i i
m S x i n M S x= = =  Оскільки 

''

2
( )S x  — кусково-стала функція, то  

''

2 1
( ) ; , 0, .

i i i
S x M x x x i n

+
=   =                     (7.69) 

Позначимо 

1 1 1

1 1

1

1 1

; , 0, 1;

( ) ( ) ;

; ;

; ; ; 0, 1.

i i i i i i

i i i i i i i

i i i i i i i i

i i i i i i i i i i

h x x h x x i n

f x f x h y h y

u h h h h h h

v h h h u u v v i n

+ + +

+ +

+

− −

= − = − = −

 = − = −

= +  = −

= + =  =  = −

     (7.70) 
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Тоді для 
1

[ , ]
k k

x x x
+

  маємо 
2 2

2 1
( ) ( ) ( ) ( ) .

i i i i i i i
S x y m x x c x x d x x

+ +
= + − + − + −       (7.71) 

Будемо вимагати, щоб 
2 1 1
( ) ( )

k k
S x f x

+ +
=  та 

'

2 1 1
( ) , 0, 2.

k
S x m k n

+ +
= = −  Тоді для коефіцієнтів ,

k k
c d  одер-

жимо такі вирази: 

1
1 1

,
2 2

i i i i i
i i

i i i i i

m v m v
c v

h h h h h

−
    

= − − + +   
   

              (7.72) 

1 12
( / 2 ( )).i i

i i i i i

i

h
d m m y y

h
+ +


= + − −                    (7.73) 

Оскільки у точці 
1i

x
+

 має виконуватись рівність 
'' ''

2 1 2 1
( 0) ( 0)

k k
S x S x

+ +
− = + , одержуємо рівність 

1k k k
c d c

+
+ =  або 

1 2

1 1 1 1

1

1 1

1 1 1

2 2 .

k k k
k k k

k k k k k k k k

k k

k k k

h h
m m m

h h h h h h

h h h

+ +

+ + + +

+

+ +

 + 
+ + + + = 

  

 
= +

−

     (7.74) 

Для межових умов (7.73) маємо: 

0 1 1
2 ; 2 2 .

n n n n
c A c d B

− −
= + =  

Для межових умов (7.67): 
0 1

0;
n

d d
−

= =  

1
1

1

2 2 ; 1, 1.k k
k k k k k k k

k k

h h
g e u v k n

h h

−
−

−

= =  +   = −  

Для межових умов (7.66) система рівнянь має вигляд: 

,A =m g                                      (7.75) 

де 
1 2 1

[ , , , ];
n

m m m
−

=m   

1 1 2 3 2 1 1
[ , , , , , ].

n n n n n
g u a g g g g v b

− − −
= − −g  

Для межових умов (7.67) система рівнянь має такий ви-

гляд: 

( )0 0
0 1 0 0 0

0 0

2 2 ;
n

h h
m m A h h

h h

 
− + =  − − 

 
 

1 1
(2 ) ; 1, ;

k k k k k k k k
u m u v m v m g k n

− +
+ + + + = =            (7.76) 
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1 1
1 1 1

1 1

1
2 .n n

n n n n n

n n

h h
m m B h

h

− −
− − −

− −

+
+ =  +


 

 

Визначення параметрів bk, ai  методом  

найменших квадратів 

 
Мінімізація критерію (7.41) — визначення оцінок па-

раметрів 
k

b , 1,k m=  та 
k

b , 1,i n= , реалізується шляхом 

розв’язання системи лінійних алгебричних рівнянь 

1 1 1 1

1 1 1 1

, 0, ;

, 1, .

iN m n N
i l lk

i k i k k ki
k i i k

i l lN m n N
i k k k

i k i ki l l
k i i k

d y
b x a x y x l m

dt

d y d y d y
b x a y l n

dt dt dt

= = = =

= = = =

   
− = =  

   

   
− = =  

   

   

   

    

(7.77) 

Позначимо: 

[ , ] ;
T

=c b a  

1

1

; 1, ;
N

l

l k k

k

e y x l m
−

=

= =  

1

; 1,
lN

k

l k l
k

d y
e y l n

dt=

= =  

1,1 , ,

1

; , , 1, ;
N

j l

j l l j k k

k

d N d d x x j l m
=

= = = =  

1

,

1

; 1, ; 1, ;
jN

lk

l m j kj
k

d y
d x j n l m

dt

−

+

=

= = =                  (7.78) 

1

,

1

; 1, ; 1, ;
lN

j k

l m j k l
k

d y
d x l n j m

dt

−

+

=

= = =  

,

1

; 1, ; 1, .
j lN

k k

l m j n j l
k

d y d y
d l n j n

dt dt
+ +

=

= = =  

Тоді система лінійних алгебричних рівнянь для визна-

чення невідомих параметрів 
k

b , 1,k m=  та 
k

b , 1,i n= , набу-

ває «класичного» для МНК вигляду 
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.D =c e                                           (7.79) 

Тестування методу 

 
Для контролю стійкості та точності системи автомати-

зованого електроприводу необхідно визначити величину та 

асиметрію зони нечутливості, крутизну та рівні насиченості 

нелінійної залежності швидкості обертання вихідного валу 

системи від напруги 
ÿ

U  на валу якоря двигуна постійного 

струму в режимі реверсу, тобто швидкість переходить від 

max
−  до 

max
+ . Динаміці цього процесу відповідає дифере-

нціальне рівняння  

         
2

2 1 ÿ2

( ) ( )
( ) [ ( )],

d t d t
a a t f U t

dt dt

 
+ +  =                

(7.80) 

де 
ÿ

U  змінюється ступінчасто в межах від 
ÿ max

U−  до 
ÿ max

U+ : 

ÿ max

1

1
( ) 1 1( )

/ 2

q

k

U t U k t
q =

 
= − + −  

 
 , 

де 16;q =  
1, ,

1( )
0, .

t k t
t

t k t

 
= 

 
 

Числові значення параметрів 
1 2
,a a  невідомі. Параметри 

тестуючого впливу дорівнюють 
max

120 ,U B=  1 .t c =  Почат-

кові умови: 
max

(0) 300 = − = −  рад/с, (0) / 0.d dt =  

Невідоме значення нелінійної залежності подано на-

ступним виразом: 

     ÿ ÿ ÿ
( ) 3 ( ) 60sin(0,065 ( ) ),U t U t U t = −  

який відповідає умові гладкості залежності із зонами нечут-

ливості та насичення. Вимірювання вихідного сигналу при-

воду здійснюються з кроком 0,1t c =  при 200,N =  16.q =  

Оскільки вимірювання вихідної змінної виконуються в 

умовах впливу перешкод вимірювання, для моделювання 

процесу накладемо 10 % похибку вимірювань у вигляді «бі-

лого шуму» — випадкового нормального процесу із нульо-

вим середнім та одиничною дисперсією.  

Моделювання процесу складається з наступних кроків: 
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1.  Згладжування вхідних  ÿ
( )

k
U t  та вихідних ˆ

k
y , 

1,k N= , значень, що вимірюються. 

2.  Упорядкування значень 
ÿ
( )

k
U t  у порядку їхнього зрос-

тання. 

3.  Інтерполяція цих значень за допомогою інтерполя-

ційних сплайнів. 

4.  Визначення значень 
jk

t , що відповідають рівномір-

ному змінюванню 
ÿ
( )

k
U t  зі сталим кроком U .  

5. Обчислення значень ˆ ( )
jk

y t , а також похідних першо-

го та другого порядку від цих значень (кінцевих різниць).  

6.  Мінімізація функціоналу (7.41) шляхом складання та 

розв’язання системи рівнянь (7.79)  методу найменших квад-

ратів. 

Моделювання процесу визначення статичної нелінійно-

сті виконувалось для декількох значень m  з метою визна-

чення оптимального степеню поліноміальної залежності ста-

тичної нелінійності від вхідного впливу. З рис. 7.11 бачимо, 

що оптимальне значення відповідає 5m = . При цьому досяг-

нуто значення середньоквадратичної похибки  
5

26,72. =  

Цю ж задачу розв’язано за допомогою  методукомпен-

сації динаміки об’єкта контролю. Перші три кроки ті ж самі.  

Після виконання кроків 4 та 5, тобто визначення часо-

вих інтервалів, що відповідають сталому прирощенню зна-

чень тестуючого сигналу, та визначення значень вихідного 

сигналу, які відповідають значенням часу 
jk

t замість кроку 5 

виконуємо: мінімізацію функціоналу по 
1 2
,    :   
2

ñê

ñê

1

ˆ ( )
min min .

( )

rN

k

r
k

y t
J

U t=

 
=  
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Рис. 7.11. Оцінка нелінійності для m = 2, 3, 4, 5 за МНК 

 

У результаті отримаємо оцінки 

1 2
ˆ ˆ0,0196,   0,000134. =  =   

Тоді непараметрична оцінка шуканої нелінійності ви-

значається наступним чином: 
2

ÿ 2

( ) ( )
[ ( )] ( ) 0,0196 0,000134 .

dy t d y t
f U t y t

dt dt
= − −  

Результати моделювання для 1, 2,3r =  наведено на рис. 7.12. 
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Рис. 7.12. Оцінка статичної нелінійності  

за  методом компенсації динаміки для 1, 2r =  та 3r =  

 

Остаточна похибка виявилась найменшою для 2r =  і 

дорівнює  3,067 = , що менше 0,5 %.  

Отримавши точну залежність f [Uя(t)] (рис. 7.12), можна 

з рівняння (7.80) по МНК визначити більш точно коефіцієнти 

динамічної складової моделі. 

 

 

Приклад залежності ( )y x  для реальної системи 

 

На рис. 7.13 наведено статичну ВАХ ( )y x , отриману з 

динамічних режимів  літака М-17  (лінія 1), і апроксимовану 

прямою (лінія 2), а також для наочності наведено ламану (лі-

нія 3), впорядковану за x  залежність, побудовану без ком-

пенсації динаміки. 
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Рис. 7.13. Графік залежності у(х)  
 

Таким чином, спочатку виявивши й оцінивши неліній-

ність, а потім, якщо режим досить динамічний, більш точно 

можна  оцінити і лінійну динамічну частину моделі об’єкту.  

Тобто статика і динаміка оцінюються роздільно, що 

спрощує задачу і дає можливість більш точно, ніж з рівнянь 

(7.31), (7.32) по МНК визначити складові моделі Гаммерш-

тейна. 

 

7.4.  Дослідження методу об’єднання кусково-аналітичних  

моделей в єдину аналітичну 

 

7.4.1 Інтеграція кусково-аналітичних залежностей 

в єдину аналітичну 

 

Останнім часом все більшу увагу приділяють чисель-

ним  методам  комп’ютерного моделювання  О, як об’єктів 

y 

x 

1 

3 

2 
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ідентифікації [14, 31, 55]. З одного боку це обґрунтовано 

складністю процесів у об’єкті, що досліджується (кусково-

нелінійні залежності між його змінними, логіка переключен-

ня від однієї частинної моделі до іншої, нестаціонарність та 

стохастичність контрольованих і неконтрольованих парамет-

рів і сигналів та інше), з іншого боку — майже необмежени-

ми можливостями сучасних електронно-обчислюваль-них 

машин (ЕОМ).  

Однак заміна теоретичних досліджень чисельними на 

ЕОМ призводить до втрати загальності рішення тієї чи іншої 

задачі. Множина вирішень задачі чисельним моделюванням 

завжди обмежена. Тому існує ймовірність не змодельованої 

ситуації на об’єкті, яка може бути небажаною. Це, напри-

клад, стосується кусково-аналітичних моделей, заміни дифе-

ренційних залежностей різницевими (особливо для нестійких 

об’єктів), апроксимації багатомірних нелінійних залежностей 

на кінцевій множинні експериментальних даних поліномами 

високого степеня.  

Парадоксально, але відсутність ЕОМ сприяла свого ча-

су розвитку фундаментальних положень варіаційного обчис-

лення Ейлера, розробці ортогональних базисних функцій 

Фур’є, Лягера, Лежандра, Хаара та інших, теорії оптимальної 

фільтрації Вінера і багатьох інших фундаментальних теорій у 

різних сферах науки. Це дозволяло вирішити задачі оптимізації 

систем у суто теоретичному загальному плані, гарантуючи ба-

жані результати для всієї множини можливих ситуацій. 

Тому за наявністю ЕОМ доцільно максимально викори-

стовувати аналітичні рішення, користуючись чисельними  

методам и і ЕОМ лише, як допоміжними засобами.  

Розглянемо одну із таких задач: як отримати єдину ана-

літичну залежність для моделі  об’єкту , яку подано кусково-

аналітичними частковими моделями з логікою переключення 

від однієї до іншої залежно від координат об’єкта [80, 83, 82, 

84]. 

Якщо нелінійність ( )y x  та її похідні неперервні, то можли-

вий її аналітичний опис ( )y x , наприклад за теоремою Веєр-

штраса, степеневим поліномом. Більшість нелінійних елеме-



 272 

нтів реальних об’єктів  мають кусково-аналітичну залежність 

( )y x . Під час аналізу і синтезу систем з такими елементами 

виникають незручності, пов’язані з врахуванням граничних 

умов переходу від однієї області змінних ,x y  до сусідньої. 

При зміні структури моделі нелінійності в досліджуваній си-

стемі, можуть виникати розриви ( )y x  та її похідних dy dx , 

2 2
,d y dx . В той час, як у реальному  об’єкті  ці явища 

відсутні. Ці та інші причини вимагають мати аналітичну мо-

дель ( )y x  в усій області зміни ,x y , щоб виключити складну 

логіку зміни структури ( )y x  та некоректності диференцію-

вання dy dx , 
2 2

,d y dx  у точках стиковки.  

Складна кусково-аналітична нелінійність може бути пред-

ставлена множиною аналітичних залежностей, справедливих 

за умови що змінні ,x y  знаходяться в і-й області їх існуван-

ня,  1,i n= . При переході з і-ї в 1i + -у чи 1i − -у область 

( )i i
y x  повинна змінюватись на ( )1 1i i

y x
+ +  чи ( )1 1i i

y x
− − . Таку 

умову можна забезпечити, якщо залежність ( )y x  подати 

зваженою функціями  ваги ( )i
x  сумою ( )i i

y x : 

                            ( ) ( ) ( )
1

n

i i

i

y x x y x
=

=  ,                            (7.81) 

де і(x) =1, якщо (x) належить і-ій області,  0,  якщо не на-

лежить. 

Для забезпечення гладкості переходу в сусідню область  

функції ваги ( )i
x , повинні бути також гладкими, а не ре-

лейними, як при кусково-аналітичній апроксимації.  

Аналогом таких функцій можуть бути частотні фільтри верх-

ніх, середніх, нижніх частот. Тож, якщо покласти замість ча-

стоти   змінну х, то без суттєвих змін будемо мати можли-

вість використати добре розвинену теорію частотних фільт-

рів для побудови функцій ваги 
i

 . 
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На відміну від фізично реалізованих фільтрів, де суттєвою є 

вимога нескладності, математично реалізовані — позбавлені 

цієї вимоги.  

Наприклад тут, немає необхідності використовувати близькі 

більш-менш до ідеальних фільтри Баттерворда. Достатньо 

представити близькі до ідеального фільтри, як каскад з m  

найпростіших фільтрів 1-го порядку. Так для виділення обла-

сті х від 0 до x a= , візьмемо m  «фільтрів нижніх частот»:  

( )1
2 2

1

1

m

x
a x
−

 
  =
 + 

,  0, , 0x a a  ,             (7.82) 

де m  береться за умови близькості з точністю до   моделі 

( )y x  до реальної залежності ( )y x . Тобто m  збільшується 

від 1 до значення m
  за якої міра близькості ( )y x  до ( )y x  бу-

де близька до бажаної  . 

Для виділення області x від x a=  до x →  візьмемо m  «фі-

льтрів верхніх частот»: 

   ( )
1

2
2 2

1

m

a x
x

a x

−

−

 
  =
 + 

,    0, , ,x x a   − − ,      (7.83) 

де m  підбирається аналогічно. Для виділення області x від 

x a=  до x b= , b a , візьмемо m  «смугових фільтрів», по-

будованих з двох «фільтрів (7.82) нижніх частот a  і b »:  

( )3
2 2 2 2

1 1

1 1

m m

x
b x a x
− −

   
    = −
   + +   

,  ,x a b .      (7.84) 

Наведемо (для наочності) приклад аналітичного опису осно-

вної кривої намагнічування феромагнітного осердя котушки 

індуктивності. Згідно до рис. 7.14 маємо три області аналіти-

чного опису ( )y x : 

                   
max 2

,y y x a= − −   ; 

                  
3

1 2 2 1
,y x x a x a=  + −   ;                         (7.85) 

                  
max 1

,y y a x=    . 
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Рис. 7.14. Кусково-аналітична залежність ( )y x  

 

У необмеженій області змінних х (фізично це може бути на-

пруженість H  магнітного поля, магніторушійна сила Iw чи 

магнітна напруга Hl ) залежність ( )y x  (магнітної індукції B  

чи магнітного потоку Ô ) може бути представлена сумою 

трьох моделей (7.85) з ваговими функціями (7.88). Для цього 

слід ввести нову незалежну змінну z , яка б знакозмінну фун-

кцію х в області ( )max max
,x x− +  перетворювала в змінну одно-

го знаку «плюс»: 

max
z x x= − .                                   (7.86) 

Тоді аналітична у всьому діапазоні х залежність ( )y x  набу-

ває вигляду  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3

max 1 max 2 1 2 3
y x y z y z x x z= −  +  +  +  ,            (7.87) 

де 

( )
( )

1
2 2

max 2

1
;

1

m

z

x a z
−

 
  =
 

+ + 

 

–xmax xmax 

x 

a2 

a1 

ymax 

–ymax 

y 
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( )
( )

( )

1

max 2

2
2 2

max 2

;

1

m

x a z
z

x a z

−

−

 +
  =
  + +
 

 

( ) ( ) ( )3 1 1 1 2
, , .z z a z a =  −                        (7.88) 

Якщо залежність ( )y x  (рис. 7.14) симетрична, тобто 

1 2
a a a= − = , тоді 

( )
( )

( ) ( )

( )
( ) ( )

1

max

max
2 22 2

max max

3

1 2
2 22 2

max max

1

1 1

1 1

1 1

m m

m m

x a z
y x y

x a z x a z

x x

x a z x a z

−

− −

− −

    +    = − +     + + + +    

    
    +  +  −
    

+ + + −     

.(7.89) 

Аналітичність і гладкість моделі (7.89) дозволяє за необхід-

ності, якщо х відома функція часу ( )x t , обчислити аналітичні 

по-хідні 

  
dy dy dx

dt dx dt
= , 

2 2 2

2 2 2

d y d dy d y dx dy d x

dt dt dt dx dt dx dt

 
= = + 

 
 та т. ін.  

Для кінцевого значення числа m  ці похідні будуть гладкими 

функціями часу, які можна аналітично обчислити вручну або 

за відповідних програм (Mathcad, MATLAB) на ПEOM. 

За першою теоремою Веєрштраса залежність ( )y x  (рис. 7.14) 

може бути представлена в області a  степеневим поліномом.  

Однак для достатньо широкої області (
max

x ), за однакової 

середньоквадратичної похибки апроксимації  , модель (7.89) 

буде значно простішою степеневого поліному.  

Крім того, якщо вимірювання ,x y  зроблені з кроком x , то 

за високих степенів поліному з’являються пульсації ˆ( )y x в 

інтервалах x  між вимірюваннями.  

Визначивши, таким чином, непараметричну модель статичної 

нелінійної складової моделі Гамерштейна з довільної динамі-

ки об’єкта ідентифікації, за умови компенсації невідомої ди-
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наміки, та виконавши структурно-параметричну апроксима-

цію цієї параметричної моделі нелінійності аналітичною в 

усьому діапазоні її існування моделлю, можна, за необхідніс-

тю, перейти до коректного визначення, лінійної динамічної 

складової моделі Гамерштейна, якщо тепер уже відомий сиг-

нал  *( )f U t  на вході динамічної складової моделі буде до-

статньо інформативним [95]. 

 

7.4.2.  Залежність ЕРС машини постійного струму (МПС) 
 

Нехай з експерименту отримано залежність електрору-

шійної сили E  від струму збудження 
ç

I  магнітного потоку 

індуктора (рис. 7.15, крива 1) [74].  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 7.15. Залежність ( )ç
E I  та її апроксимація поліномами: 

1 — кусково-аналітично; 2 — дев’ятої степені; 3 — четвертої степені 

 

 

На ділянці від 
ç

0I =  до 
ç

0,7I = А залежність апрокси-

муємо кубічною параболою, а на ділянці, де 
ç

0,7I   − ліній-

ною залежністю: 

            (7.90) 

0 0.5 1 1.5 

10

0 

200 

Iз 

E 
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За  методом найменших квадратів (МНК) визначимо 

оцінки ˆ
i

  коефіцієнтів 
i

 , і = 1, 2, 3, 4: 
1
ˆ 1209 = , 

2
ˆ 1365 = − , 

3
ˆ 111,2 = , 

4
ˆ 54,1 = . 

Якщо всю залежність ( )ç
E I  описати по МНК степене-

вим поліномом з відносною середньоквадратичною похиб-

кою (СКП) не більше 1 %, то отримаємо поліном дев’ятої 

степені. Для нього СКП в точках експерименту складає 0,53 

%, але в проміжку між експериментальними точками має мі-

сце значна пульсація (рис. 7.15, крива 2).  

Якщо зменшити ступінь поліному до чотирьох (рис. 

7.28, крива 3), то суттєво зростає похибка апроксимації 

(СКП=8,1%). Тобто бажану високу точність апроксимації 

можна забезпечити лише кусково-поліноміальною логіко-

аналітичною моделлю (7.90). 

Щоб удосконалити спосіб кусково-поліноміальної ап-

роксимації незручними логіко-аналітичними моделями 

(7.90), замінимо їх на аналітичні моделі, що являють собою 

суму часткових аналітичних моделей помножених на аналі-

тичні в усьому інтервалі змінних вагові функції — «фільтри» 

( )ç
I : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )3

ç 1 ç 2 ç 1 ç 3 4 ç 2 ç
Ê I I I I I I=  +  +  +  , 

де, підставивши ( ) ( )( )
1

1 ç ç
1 0,7

n
I I

−

 = + , 

( ) ( )( )
1

2 ç ç
1 0,7

n
I I

−

 = + , отримаємо просту і досить точну 

залежність: 

( )
( )

( )
( )

3

1 ç 2 ç 3 4 ç

ç ç

ˆ

1 0,43 1 0,7
n n

I I I
E

I I

 +  +
= +

+ +
.                  (7.91) 

Залежність відносної СКП від степені m  в моделі (7.91) 

подано в табл. 7.2.  
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Таблиця 7.2 
Залежність відносної СКП 

 

n 2 4 8 10 20 40 80 100 

СКП 

% 
80 38 11 8 4 3 1,9 2,1 

 

Аналітичність моделі (7.91) дозволяє, наприклад, аналі-

тично визначити у будь-якій точці величину чутливості E  до 

ç
I , пропорційну магнітній проникності   середовища ДПС і 

використати її для побудови розімкненої системи автоматич-

ного регулювання напруги ГПС або швидкості обертання 

ДПС, діагностувати стан магнітного кола індуктора МПС та 

ін.  

У даному прикладі ( )1 ç
I  дорівнює m послідовно ввім-

кнених низькочастотних фільтрів частоти  ; ( )2 ç
I  — ви-

сокочастотних, 
ç

I = . 

 

7.4.3  Дослідження завдання забезпечення  

інваріантності напруги Uя до струму Ія  

якоря генератора постійного струму(ГПС) 

 

Рівняння змінних Uя, Eя, Iя, Iз, Uз стану ГПС: 

( )

( ) ( )

ÿ ÿ ç ÿ ÿ

ç

ç ç ç ç

;

,

U E I I R

dI
L I t R U t

dt

 = −



+ +


                           (7.101) 

де параметрами виступають 
ÿ

R  — електричний опір якоря 

ГПС; 
ç ç
,L R ,

ç
I  — індуктивність і опір кола збудження магні-

тного потоку струмом Iз, від якого нелінійно залежить елект-

рорушійна сила 
ÿ

E . 

Згідно до вище наведених методів непараметричної і 

кусково-аналітичної ідентифікації було отримано (рис. 7.24) 

нелінійну статичну залежність ( )ç
E I : 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )3

ç 0 1 ç 2 ç 1 ç 3 4 ç 1 ç
E I I I I I I  + +  +  +  ,       

(7.102) 

де вагові функції мають наступний вигляд: 

( ) ( )( )
1

40

1 ç ç
1 1,43I I

−

 = +  ,  

( ) ( )( )
1

40
1

2 ç ç
1 0,7I I

−
−

 = +  .                      (7.103) 

Параметри (β0÷β4) параметричної моделі (7.102) отри-

мано по МНК з непараметричної моделі (рис. 7.16), а непа-

раметричну отримано за умови мінімуму показника Пухова–

Хатіашвілі [60]. 

Для компенсації інерційності і лінеаризації каналу уп-

равління ГПС послідовно ввімкнемо інверсну до моделі 

(7.102, 7.103) нелінійну коригувальну ланку (КЛ). 

Інверсна до залежності (7.102) модель ( )ç ÿ
Î E  (рис. 

7.16, б), як рішення рівняння (7.102): 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )ç ÿ ç1 ÿ 1 ÿ ç2 ÿ 2 ÿ
ˆ ˆ ˆI E I E E I E E=  +  ,              (7.104) 

де  

( )

3 2

ÿ 0 1 ÿ 03
ç1 ÿ

2 2 2

3 2

ÿ 0 1 ÿ 03

2 2 2

ˆ
3 2

,
3 2

E E
I E

E E

   −   − 
= + + +   

     

   −   − 
+ − +   

     

, 

( ) ç 3
ç2 ÿ

4 4

ˆ E
I E


= −
 

, 

( ) ( )( )
1

40

1 ÿ ÿ
1 0,0067E E

−

 = +  ,  

( ) ( )( )
1

40
1

2 ÿ ÿ
1 150E E

−
−

 = +  .                     (7.105) 
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Рис. 7.16. Графіки прямої та зворотної залежності: 

а — ( )ÿ ç
E I  (точки) та її апроксимація (лінія);  

б — ( )ç ÿ
I E

 
(точки) та її апроксимація (лінія) 

 

Як витікає з рівняння (7.102, 7.103) ГПС і (7.104, 7.105) 

КЛ, якщо в результаті параметричної ідентифікації оцінки 

( )ç ç ÿ ÿ ç
ˆ ˆ ˆ ˆ, , ,L R R E I  близькі до дійсних значень параметрів 

об’єкта, то в системі (рис. 7.17) має місце лінеаризація каналу 

управління по 
ç

I , майже повна компенсація інерційності за-

лежності 
ç

I  від зU  і залежності (7.101) яU  від 
ÿ

I , як збурю-

вального впливу: 

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 
Із 
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175 

η1(Із) 

1 

η2(Із) 

Eя 
η(Із) 

0 25 50 75 100 125 150 175 Ея 

0.2 

0.4 

0.6 
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1.0 

1.2 

1.4 

Із, η(Ея) 

η1(Із) 

η2(Із) 
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( )ÿ ÿ ÿ ÿ ÿ
ˆU U R R I


= − − .                         (7.106) 

Таким чином, завдяки досить точній ідентифікації па-

раметрів Rз, Rя, Lз і побудові моделі (7.104), розімкнена сис-

тема буде мати точнісні характеристики не гірше, ніж у за-

мкненій, а також гарантовану стійкість і високу швидкодію. 

Я

*U
( )Я ЯÎ E

+

+

+

-

З З
ˆ ˆL p R+

ЯR̂

ЗU

З З

1

L p R+
( )Я ЗE I

ЗI ЯE ЯU

ЯR

ЯI

КЛ

ГПС

 
 

Рис. 7.17. Лінеаризована та інваріантна до збурення 
ЯI  сис-

тема розімкненого керування ГПС 

 

 

7.4.4. Дослідження задачі забезпечення  

максимальної потужності сонячної батареї 

 

В автономній системі «сонячна батарея — навантажен-

ня», наприклад, для БЛА, оптимальне керування (в сенсі 

зняття максимальної потужності) полягає в регулюванні опо-

ру навантаження 
í

R  
залежно від електрорушійної сили Å  і 

струму I  батареї, які в свою чергу залежать від освітлення, 

повільна зміна якого в часі носить випадковий характер.  

Статистично оптимальна система, налаштована на най-

більш імовірну освітленість буде мало ефективною.  

Максимальна ефективність досягається, якщо періоди-

чно за дуже короткий час визначати з динаміки вольт-

амперну характеристику (ВАХ) ( )U I  батареї і відповідно до 

неї регулювати 
í

R .  

Для цього батарею за допомогою електронних ключів 

вимикають від навантаження і умикають до котушки індук-
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тивності L  з невеликим додатковим опором 
ä

R , з якого зні-

мається напруга пропорційна струму ( )i t .  

Сигнали напруги ( )u t  і струму ( )i t  (рис. 7.18) фіксу-

ються і обробляються швидкодіючим електронним пристро-

єм, який на основі вище розглянутих методів дів визначає 

ВАХ ( )U I , максимум U I
   потужності UI  і відповідно до 

нього оптимальний опір 
í

R
 : 

                    í

U
R

I





= .                                        (7.107) 

Виміри (рис. 7.18) ( )u t  і ( )i t  мають випадкову шумову 

складову, динамічну коливальну складову на початку проце-

су розряду батареї на 
ä

R L — навантаження (коливальність 

пов’язана з «паразитною» ємністю 
0

Ñ ), систематичну майже 

сталу похибку U , пов’язану з впливом на ( )u t  опору парале-

льної до батареї 
ä

R L  — вітки:  

âí ä

âí ä

1/ / 1/
 

1/ 1/

E R Ldi dt R
U Å

R R

+
 = −

+
.  

 За досить великої сталої ä
L R  початкова частина екс-

поненти струму заряду котушки має майже лінійний харак-

тер, тому похідна /di dt  майже стала. 

Статичну непараметричну модель ( )U I  (рис. 7.19) і 

майже співпадаючу з нею параметричну отримано з даних 

нелінійної динаміки відповідно до вище розглянутих алгори-

тмів: 

 ( ) ( )( ) ( )( )2 2

1 1 2 2 1 2 3
U I I I I I I=   + +  + + ,    (7.108) 

де ( )
( )

1 45

1

1 0,67
I

I
 =

+ 
, ( )

( )
2 45

1

1

1 1,5
I

I
−

 =
+ 

, 
1

20 = , 

2
1,06 = − , 

1
315 = − , 

2
432 = , 

3
140 = − . 

Аналітичну модель залежності потужності P  від U  отри-

маємо як добуток ( )U I  на струм I  (рис. 7.19). Оптимальні зна-
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чення 
*

I  струму, визначені за умови максимальної потужності 

батареї,           I


argmax
U

P= 1,56 A= , оптимальне навантаження 

(7.107) 
í

12,3R

 Ом та потужність 

max
29,9P =  Вт. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 7.18. Графіки вимірів  ( )u t  і ( )i t  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 7.19. Непараметрична і майже співпадаюча з нею   

параметрична (7.108) моделі ВАХ ( )I U  та залежність ( )P U  
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Запитання  

 

1. Поясніть, чому метод розділу 7.11 дає кращі результа-

ти, ніж МНК для повної нелінійної моделі? 

2. Як повинен бути побудований експеримент, щоб вирі-

шити задачу структурно-параметричної ідентифікації 

за методом розділу 7.2? 

3. Яка необхідна умова відносно нелінійної залежності в 

методі розділу 7.3? 

4. Чим відрізняється метод розділу 7.4 від методу кусоч-

но-аналітичної апроксимації? 

5. Чому виникають пульсації (рис. 7.15) при використанні 

поліному високого порядку? 

6. В чому переваги і вади системи (рис. 7.17)? 

7. яка умова зняття максимальної потужності з сонячної 

батареї?  
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Розділ 8 

 

  ДОСЛІДЖЕННЯ АДАПТИВНИХ СИСТЕМ  

ОПТИМАЛЬНОГО КЕРУВАННЯ  

 

8.1. Дослідження умови узгодженості показників якості  

підсистем різного рівня 

 

Покажемо позитивний ефект від узгодженості показни-

ків якості багаторівневої системи на наступному прикладі: 

Нехай задано квадратичний показник якості керування 

ЕТО: 

2

( ) ,
T T

I x Gx u Qu dt


= +                          (8.1) 

де G, Q — вагові матриці; 
2 — інтервал часу керування. 

Тоді 

2

,

T

T T T TI x x
u Gx x G u u Qu u Q u dt

u u

    
=  +  +  +   

     
  

2

2

2

2

1
[ ]

2

 .

T

T T

T

T

I I x x
u G u u Q u du

u u

x x
u G Q udt

u u





     
= =   +   = 
     

   
=  + +   

    





     (8.2) 

Для одиничних варіацій u  функціонал (8.1) буде несу-

перечливим основному, якщо варіації функціоналів будуть 

подібними:  

2

1 1,

T
x x

G Q dt k A
u u

   
+ =  

    
  

або в скалярному вигляді 

2 2

1

1
1 1

, , 1, , 
n n

ji
ij lk lk

i j j k

xx
g dt q dt k l k m

u u= − =  


+ =  =

 
               (8.3) 
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де 
1k  — коефіцієнт подібності; 1

lk  — елемент матриці А, ijg , 

lkq  — елементи матриць G і Q відповідно. 

Оскільки А1 симетрична, то загальна кількість рівнянь (8.3) 

0,5m(m + 1), а коефіцієнтів, що необхідно підібрати ijg , 
lkq  

0,5n(n + 1) і 0,5 m(m + 1) відповідно. Це дозволяє підбором їх 

задовольнити m(m + 1) вимогам (8.3) несуперечності І до , а 

також ряду інших вимог, що визначаються системою оптимі-

зації І. При такому підході до побудови функціоналу І істот-

но полегшується задача зада̀ння матриць G і Q. 

Наступний крок полягає в побудові критерію J підсис-

теми ідентифікації ЕТО. Нехай на попередньому кроці було 

отримано несуперечливий з  функціонал I (8.1) з ваговими 

G* і Q*, що задовольняють умову (8.3). Знайдемо другу варі-

ацію I вже в просторі параметрів  моделі 
( ), 

 і задамо її як 

еталонну для функ-ціоналу J:  

2

2
* *

2

1
, 

2

T

TI x x
u G u Q udt

u u

   
=   +  

 

 
 
    

  

де 

1 1 1

1 2 1

1 2

, , . 

r

r

n n n r

r

u u u

u u
u     

u u u

   
     
    

 =  =     = 
    
      

    

 

Тоді  

( )
2

2 * *

T T

T u x x u
I G Q dt

u u

      
  =  +  =   

        


 

2

* *

2 .

T T

T Tu x x u
G Q dt A

u u

       
=   +  =      

          



  

(8.4) 

У функціоналі 
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3

ì
ˆ( , , )J i x x dt



=                                   (8.5) 

у точці ìx̂ x= , що відповідає оцінці 
̂

, що дорівнює , перша 

варіація J повинна дорівнювати нулю, а друга 

( )
3

T 2
2 T ì ì

ì ì

( )
T

x i x
J dt

x x

     
  =     

     

  

подібна (8.4), тобто: 

( )

3

2

ì ì
3 2 2T

ì ì

,
ix x

A dt k A
x x

   
=  = 

   
                (8.6) 

де А2 містить 0,5r (r + 1) різноманітних  елементів 
2

ij
. 

Для того, щоб повністю задовольнити (8.6) функціонал 

(8.5) повинен містити не менше ніж 0,5r(r + 1) керованих па-

ра-метрів . 

Нехай, як приклад, модель 
( ), 

 подано у вигляді 

( ) ( ) ( )ì
1

, 
n

i i
i

x t W p u t
=

=   

де ( )iW p  — задані оператори від
d

p
dt

= . 

Покладемо, що в (8.4)  
2

2  . ijA diag  = 
 

 

Із умови (8.6), тобто з умови 2 3

2 ij ijk  =  , знайдемо u(t) і 

представимо набором ортогональних функцій ( )k t :  

( ) ( )
1

,
m

k k
k

u t t
=

=                                   (8.7) 

де m — кількість членів ( )k t , що надають адекватне уяв-

лення ( )u t  на інтервалі ідентифікації  3 0 ;T =  

( ) , 1,k t k n =  — система ортогональних функцій, наприклад 

косинусний ряд 
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( )
2 1

cos .
2

k

k
t t

T

−  
 =  

 
                             (8.8) 

Якщо ( )2

0
,

I
J t t=   де ( ) ( ) ( )ì

ˆt x t x t = − , то в (8.6) еле-

менти 

( ) ( )2 3

2
0

( ) ( ) ./
T

ij ij i jk W p u t W p u t dt  =  =       

Позначимо 

( ) ( ) ( ) , 1, ,i iW p u t y t i n= =  

де з урахуванням (8.7), (8.8) 

( ) ( ) ( ).ij i ky t W p t=   

Тоді  

( ) ( )

3

1 102

1 1 1 1

( ) ( )

,

T m m
ij

k ik k jk
k k

Tm m m m

k q ik jq k q ik
k q k qo

y t y t dt
k

y t y t dt y

= =

= = = =

   
=   =  

  

=   =  

 

 

 

де ( ) ( )
0

I

ik ik jqy y t y t dt=   розраховується заздалегідь. 

Оптимальне значення  знайдемо з умови 
3

*

     1 12

 arg | , 

, 1, , 

min

 

m m
ij kq

k q ij
R k q

y
k

i j n

 = =


 = −  

=


                    (8.9) 

де всі змінні, крім , заздалегідь розраховані.  

          Якщо розмірність  дорівнює або більше 0,5 r(r + 1), то 

мінімум норми в (8.9) дорівнює нулю і маємо точну подіб-

ність варіацій функціоналів J та I. 

Аналогічно попереднім, отримавши J і визначивши йо-

го варіацію від вектора ô  параметрів фільтра, підбираємо 

показник Jф  якості фільтра ( )ô ô   з умови подібності (8.4), а 

показник Jпп якості первинних перетворювачів — подібним 

Jф, отриманому на попередньому кроці. 
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Зважаючи на складність аналітичного розв’язання зада-

чі узгодження функціоналів конструктивним є підхід, що по-

лягає у плануванні комп’ютерного експерименту. 

Створення систем автоматизованого проектування 

(САПР) критеріїв ієрархічних систем за наявності відповід-

ного математичного забезпечення істотно полегшує задачу. 

На ЕОМ послідовно імітуються підсистеми двох суміжних 

рівнів, починаючи з верхнього; здійснюється експеримент, 

напрямлений на визначення других варіацій функціоналів 

відносно їх екстремального значення; формується додатко-

вий функціонал [типу (8.9)], що визначає  

близькість (подібність) других варіацій заданого (верхній 

рівень) і синтезованого (нижній рівень) функціоналів; додат-

ковий функціонал оптимізується шляхом підстроювання па-

раметрів підсистеми нижнього рівня.  

Для скорочення варіантів доцільно застосовувати оп-

тимальні плани експерименту [32]. Якщо експеримент вико-

нується для дослідження області екстремуму функціоналу, то 

за відомого значення екстремуму, для визначення других ва-

ріацій, необхідно і достатньо виконувати «зірковий експери-

мент», що полягає в почерговому відхиленні на величину 

«зоряного плеча» ± кожної зі змінних, за якими знаходиться 

друга варіація функціонала; якщо координати екстремуму 

функціоналу невідомі, то оптимальним експеримен-том, з 

метою побудови квадратичної моделі виду  

( )
1

2

0
1 1 1 1

n n n n

i i ij i j ii i
i i j i i

y x x x x x
−

= = = + =

=  +  +  +                  (8.10) 

буде — центральний композиційний план Бокса [15, 89]. Цей 

план можна зробити ортогональним. Нормовані змінні моде-

лі (8.10) приймають п’ять значень –0, +1, –1, +, –. План 

експерименту містить: 

1) повний факторний — експеримент 2n або дрібні реп-

ліки (якщо n>>5); 

2) «зірковий план»; 

3) точку в центрі плану (усього N експериментів). 

Для побудови ортогонального плану модель (8.10) пе-

ретворюють до виду 
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( )
1

2

0
1 1 1 1

, 
n n n n

i i ij i j ii i
i i j i i

y x x xb x x
−

+
= = = + =

= +  +  +               (8.11) 

де 

( )2 2 2 2

0 0
11

1
, , ,

n N

ii i i i i
ki

b x x x c c x k
N ==

=  +  = − =   

де k — номер досліду. 

Нові змінні 2

ix  будуть зміщуватися на значення –с. Це 

дасть змогу підібрати  так, щоб усі стовпці матриці експе-

рименту були попарно ортогональні. Наприклад, для n = 3 та 

моделі (8.10) матриця плану Боксу подана в табл. 8.1, де c = 

(1/15) 2, ( )
15

2 2

1

  (8 2 ) /15 i
k

x k
=

= +   для будь-якого і.  

Таблиця 8.1 

Матриця оптимального плану експерименту на ЕТО 

 
Вид 

пла-

ну 

Нормовані змінні X(k) 

x0 x1 x2 x3 x1x2 x1x3 x2x3 
2

1x  
2

2x  
2

3x  y(k) 

1 

1 –1 –1 –1 1 1 1 1–c 1–c 1–c y(1) 

1 1 –1 –1 –1 –1 1 1–c 1–c 1–c y(2) 

1 –1 1 –1 –1 1 –1 1–c 1–c 1–c y(3) 

1 1 1 –1 1 –1 –1 1–c 1–c 1–c y(4) 

1 –1 –1 1 1 –1 –1 1–c 1–c 1–c y(5) 

1 1 –1 1 –1 1 –1 1–c 1–c 1–c y(6) 

1 –1 1 1 –1 –1 1 1–c 1–c 1–c y(7) 

1 1 1 1 1 1 1 1–c 1–c 1–c y(8) 

2 

1 – 0 0 0 0 0 2–с –с –с y(9) 

1  0 0 0 0 0 2–с –с –с y(10) 

1 0 – 0 0 0 0 –с 

2– 

с –с y(11) 

1 0  0 0 0 0 –с 

2– 

с –с y(12) 

1 0 0 – 0 0 0 –с –с 2–с y(13) 

1 0 0  0 0 0 –с –с 2–с y(14) 

 1 0 0 0 0 0 0 –с –с –с y(15) 
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«Зоряне плече»  підбирають згідно з табл. 8.4 за умови 

ортогональності 2

ix : 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2

1

8 1 4 3 0.
N

i j

k

x k x k c c c c
=

= − −  − + =  

Підставивши сюди вирази для с, отримаємо 

30 4 1,5,  0,83. ñ = −   Унаслідок взаємної ортогональнос-

ті коефіцієнти 
0 ,  ,ib   ,    ,ij jj   моделі (8.11) визначають неза-

лежно за методом найменших квадратів.  

Від цих коефіцієнтів легко перейти до коефіцієнтів мо-

делі (8.10), а від неї до моделі з ненормованими змінними. 

Для цього j  — поділяють на модуль кроку варіювання і-ї 

змінної, ij  — на добуток цих модулів j-ї та і-ї змінної 

1, , 1, ,i n j n i j= = = . 

За наявності моделей функціоналів підсистем верхньо-

го і нижнього рівнів, нижній конструюють по верхньому 

шляхом варіювання структури і параметрів нижньої підсис-

теми за умови мінімуму додаткового функціонала різниці 

коефіцієнтів , ,i ij ii    моделей (8.10) двох рівнів.  

 

8.2. Дослідження адаптивної системи керування процесом 

 витягування кварцової трубки 

 

Щоб продукція українського виробника потрапила на 

світовий ринок і склала конкуренцію зарубіжним зразкам 

необхідно не просто автоматизувати процес її виробництва, а 

впровадити найбільш ефективні принципи керування: це 

адаптація систем управління до об’єкту керування на основі 

коректних методів його ідентифікації, адаптація процесу іде-

нтифікації до нестаціонарності стохастичних процесів, що 

відбувається в об’єкті керування, адаптація еталонних моде-

лей, оптимізація уставок та процесу стабілізації відповідних 

змінних ЕТК. 

Розглянемо застосування цих принципів на прикладі 

АСУТП витягування кварцової трубки заданих діаметру  і 
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товщини стінки  з склоблоку, що має відповідні зовнішній 

 і внутрішній  діаметри (рис. 8.1). 

 

Uтр 

Uбл 

dвн 

Fвитяг 

ст 

(t
о
) 

Pазоту 

Dвн 

Dз 

 
Рис. 8.1. Грушоподібна ділянка переходу блока в трубку 

 

Блок розігрівають до температури t  оС розм’якшення і 

під дією зусилля  і тиску  з середини він перетягу-

ється в трубку. Якщо швидкість подачі блоку , а витягу-

вання трубки, то, за умови закону незмінності маси, отрима-

ємо співвідношення 

 
 

або через товщину стінки   трубки: 

 
Формула (8.13) вказує на взаємозв’язок  і . Тому об’єкт 

керування слід розглянути як багатовимірний з перехресними 

зв’язками: щоб забезпечити стабільність  і   необхідно 
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водночас змінювати як тиск   так і швидкість  витя-

гування трубки. Окрім того слід застабілізувати швидкість 

 подачі блока, температуру t оС його, в’язкість  розігрі-

тої скломаси або зусилля витягування (момент ( )M  ). 

Фізико-хімічна нестабільність блока виступає як стоха-

стичне збурення, компенсувати дію якого зобов’язана систе-

ма автоматичного керування.  

 

Побудова математичної моделі системи  

в режимі «Робота» 

Для обмежених відхилень від номінального режиму і 

інтервалу часу нелінійний нестаціонарний стохастичний 

процес, що протікає в об’єкті, може бути представлено стаці-

онарним векторно-матричним диференціальним оператором 

                          (8.14) 

або матричною передатною функцією ( )W s , якщо скористу-

ватись перетворенням Лапласу: 

                            (8.15) 

де — вектор-функція вихідних величин об’єкта, а саме , 

, , 0
t , ( )M  ; ( )U s  — вхідних: , , , струму 

І нагрівача блока. На рис. 8.7 розкрито структуру ( )W s , яка 

має перехресний зв’язок першого і другого каналів (переда-

точні функції 
12W  і

21W ). Вплив інших каналів на них врахо-

вано параметричним збуренням , що діє на ijW , , 1,2i j = , ок-

рім цього мають місце сигнальні збурення від нестабільності 
*

áëV  швидкості 
áëV  та вплив 0

t  на ( )M  . Для їх компенса-

ції система має ПІ – регулятори по окремим каналам, а для 

розв’язки першого і другого додатково ввімкнено діаганалі-

затор ( )gW s . З умови, що  

( ) ( ) ( )gW s W s diagW s=                           (8.17) 

визначають оператори g

ijW  діаганалізатора: 

( ) ( )1

12 12 11

g
W s W W s

−
= − ,   ( ) ( )1

21 21 22

g
W s W W s

−
= − .   (8.17) 



 294 

 

 
 

Рис. 8.2. Структурна схема системи керування в режимі «Робота» 

 

Шляхом настроювання параметрів 
nk  і 

Ik  ПІ-

регулятора динаміка кожного з каналів наближається до ди-

наміки еталонної моделі (рис. 8.3). Для цього за принципом 

мінімальної складності апроксимується відповідний канал 

об’єкта інерційного каналу першого порядку (рис. 8.4). Далі, 

за умови еквівалентності еталонної моделі (див. рис. 8.3) і 

САК і-го каналу, знаходять коефіцієнти ПІ-регулятора: 
1

n em ii iik k k
−

=  ;  1

I em kkk k k
−

= .                          (8.18) 

Блок ( )I   контролює якість вихідного продукту (від-

хилення діаметру і товщини трубки) і у випадку зниження 

якості система переходить e режим «Навчання». 
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Рис. 8.4. САК з ПІ-регулятором 

 

Побудова математичної моделі системи  

в режимі «Навчання» 

 

Перехід з режиму «Робота» в режим «Навчання» здійс-

нюється шляхом розмикання ключа 3 і замикання інших 

ключів (рис. 8.5). Тоді на об’єкт подається тільки програмний 

вплив 
0U , а також тестуючий вплив U . У блоці 7 визнача-

ється модель ( )MW s  об’єкта і, відповідно до її параметрів, 

блоками 8, 9 настроюються за алгоритмом (8.17) діаганаліза-

тор ( )gW s  і за алгоритмом (8.18) ПІ-регулятори ( )pW s . 

Рис. 8.3. Еталонна модель 
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Рис. 8.5. Структурна схема системи 

 

Режим «Навчання» обов’язково має місце на початку 

процесу витягування трубки, а також може виникати в про-

цесі витяжки, якщо ( )I    .  

Розглянемо процес ідентифікації прямих 11W , 22W  і пе-

рехресних 
12W , 

21W  операторів об’єкта на початку процесу 

витягування. Залежно від знаку відхилень 
âíd  і 

ñò  від номі-

нальних значень, починаючи з плюс чи мінус, з блоку іден-

тифікатора подається взаємонезалежна послідовність сходи-

нок P  і òðU , амплітуда яких поступово зменшується 

(рис. 8.6).  

У межах кожної сходинки перехідний процес  практич-

но закінчується і описується експонентною. Тоді оцінка кое-

фіцієнта ˆ
ijk , 1, 2i =  визначається, як відношення приросту 

вихідної змінної j-го каналу jx  до приросту відповідної вхі-

дної
iU , а оцінка сталої ˆ ij  часу — за робастним алгорит-

мом Тьюкі, як медіана упорядкованого по величині ( )ij k  

ряду. 
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Рис. 8.6. Графіки перехідних процесів по   і  

 

( ) ˆ
ij ijMe k =  ,                                    (8.19) 

де  

( )
( )

( )
ln 1

k
ij

j k

j n

t
k

x t

x t

 = −


−


, 

0,k n=  — дискретний час конкретної ділянки 

 1,l lt t + , 0,5l = . 

Подальше уточнення оцінок ˆ
ijk , ˆ ij  досягається ліній-

ною апроксимацією їх у функції амплітуди тестуючого сиг-

налу: 

( )

( )

*

òð 1 2 òð

*

òð 1 2 òð

ˆ , ;

ˆ , .

ij ij

ij ij

ij ij

ij ij

k P U k a P a U

P b P b U

  = +  + 

   =  +  + 
              (8.20) 

Шуканими будуть 
*

ijk  і
*

ij . По визначенню параметрів 

об’єкта по всіх каналах, настроюються параметри діаганалі-

затора і регуляторів, ключі 1, 2, 4, 5 розмикаються, а ключ 3 

підмикає САК до об’єкта, тобто система переходить у режим 

«Робота». 
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Дослідження роботи системи в режимі ноніусного уточ-

нення моделі  

об’єкта і алгоритму керування 

Якщо в режимі «Робота» функціонал ( )I   суттєво 

менше   і керуючі впливи змінюються несуттєво, то в під-

систему «Технолог» поступає інформація про *
U , яка уточ-

нює технологічну карту режимів, тобто співвідношення 

( )* *

âX U  між номінальними значеннями вхідних і вихідних 

змінних об’єкта. Далі при цих значеннях *
U  комутатор 3 

(рис. 8.5) знов розмикається, а замикаються інші і система 

переходить в режим ноніусного уточнення моделі об’єкта.  

Для цього з блоку 8 (рис. 8.5) на відповідні канали по-

даються взаємо- і автонекорельовані псевдовипадкові бінарні 

послідовності тестуючих сигналів (рис. 8.6) і за інтегрованим 

методом найменших квадратів (ІМНК) для згладжених даних 

уточнюються параметри ijk , ij  базових моделей, визнача-

ється похибка апроксимації об’єкта базовими моделями і далі 

тим же методом оцінюється параметри уточнюючих опера-

торів yW  ноніусних моделей за умови, що вже відомий — 

базовий. Наприклад, інертно-диференційний оператор каналу 

стабілізації температури:  

( ) 4

4

1
.

1
y

T s
W s

s

+
=
 +

                               (8.21) 

Тоді ноніусна модель набуває вигляду: 
*

4 4
4 *

44

1
.

11
M

k T s
W

ss

+
= 

 + +
                           (8.22) 
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                                                               а 

Рис. 8.7. Кореляційна функція (а) сигналу (б) 

 

Щоб динаміка ЕТК відповідала еталонній відповідно 

коректується алгоритм управління шляхом підключення до 

ПІ-регулятора компенсуючої оператор ( )yW s  ланки 1
( )yW s

−  

(рис. 8.8).  

 

Рис. 8.8. Ноніусна корекція каналу стабілізації 0
t  

 

У процесі ноніусної ідентифікації контролюється зна-

чення показника ( )I   і, при наближенні його до , система 

б 
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переходить у режим «Робота» з тою моделлю, яку вдалося 

визначити. Цим досягається адаптивність до нестаціонарнос-

ті збурень: чим стаціонарніше процес, тим точніша модель і 

менше значення ( )I  . Але і за умови нестаціонарності сис-

тема встигає побудувати базову просту модель і забезпечити 

стійкість і якість процесу керування. 

Окрім цього, якщо ( )I    , система може зменшувати 

інерційність еталонних моделей і відповідно каналів стабілі-

зації технологічних параметрів, збільшуючи швидкодію. Тут 

також можна досягти скорочення кількості різних варіантів, 

застосовуючи методику планування експерименту для побу-

дови моделі залежності цього додаткового функціоналу від 

структур і параметрів підсистем нижнього рівня. Узгодивши 

критерії підсистем усіх рівнів та оптимізувавши їх, одержимо 

оптимальну систему другого наближення. Повторивши для 

неї процедуру узгодження критеріїв і оптимізувавши їх, 

отримаємо третє наближення. Процес узгодження припиня-

ється, якщо результати подальших ітерацій мало відрізня-

ються. Забезпечення несуперечності критеріїв теоретичним 

або імітаційним моделюванням на ЕОМ певною мірою на-

близить задачу умовної оптимізації до задачі знаходження 

найкращого рішення (визначення глобального екстремуму 

головного критерію ). 

 

Запитання 

 

1. Як досягається узгодженість показників якості підсистем 

різного рівня? 

2. Як безконтактно досягається формування маленьких ро-

змірів кварцової трубки з кварцового блоку великих розмі-

рів? 

3. Для чого необхідна розв’язка каналів керування за діа-

метром і товщиною стінки трубки? 

4. Що дає режим «навчання» для режиму «робота» устано-

вки? 

5. В чому полягає ноніусне уточнення моделі процесу? 
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Розділ 9 

 

ВИКОРИСТАННЯ МЕТОДОЛОГІЇ НАУКОВИХ 

 ДОСЛІДЖЕНЬ ДЛЯ УТОЧНЕННЯ І ПОЯСНЕНЯ  

ФІЗИЧНИХ ЯВИЩ 

 

9.1.  Побудова нелінійних динамічних моделей 

резистивних елементів  

 

Традиційно більшість резисторів прийнято вважати 

ідеальними (лінійними, стаціонарними, безінерційними). 

Ідеальний резистор повинен мати активний опір R, на якому 

згідно до закону Джоуля–Ленца електрична енергія We за час 

t повністю і безпово-роту перетворюється на теплову Q: 
2

.Q I RQt=
                                      

(9.1) 

Теплова енергія витрачається на нагрів резистора і ото-

чуючого середовища. Щоб визначити як впливає температура 
0
  резистора на його опір R скористуємось фізико-

математичною моделлю опору R резистора: 

l
R

S
=


,                                           (9.2) 

де l — довжина; S — площа поперечного перерізу;   — пи-

тома провідність провідника резистора. 

Як відомо із курсу фізики, 

e n =  ,                                       (9.3) 

де  — заряд електрона; n — концентрація 

вільних електронів у провіднику;  — коефіцієнт вільного 

пробігу електрону, який для металів зменшується при збіль-

шенні температури 0
  внаслідок збільшення протидії напря-

мленому руху тепловим хаотичним. Тобто 

                                       
( )0

 =   .                             (9.4) 

Тоді опір R буде функцією 0
 . Для відносно малих змін 

0
  ця залежність майже лінійна: 

( ) ( )0 0 0

0
1R R     +  ,                      (9.5) 
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де  — температурний коефіцієнт опору. 

Як відомо з термодинаміки, для малих приростів dQ  

теплоти Q
 
має місце диференціал: 

0 0

òâ ox
dQ cmd K S dt=  +  ,                         (9.6) 

де  с — теплоємність; m  — маса; 
òâ

K  — коефіцієнт тепло-

віддачі, 
ox

S  — площа охолодження резистора. 

Швидкістю зміни теплоти Q
 
 є потужність: 

( )
0

2 0 0

òâ î õ

dQ d
P I R cm K S

dt dt


= =  = +  .          (9.7) 

Якщо для спрощення викладок прийняти, що потуж-

ність Р незмінна, то в усталеному режимі  

( )2 0 0

òâ î õ
P I R K S

 
=  =  ,                        (9.8) 

де 0 0 0

0 
 =  −  , то рівняння (9.7) набуває вигляду: 

0
0 0

ò

d

dt



 +  =  ,                            (9.9) 

де 
òâ î õ

ò

cm

K S
 =  − теплова стала часу резистора, 

( )0 0 0

0
t =  −  ,  

0 0
d d

dt dt

 
= . 

Для потужних резисторів стала часу може бути знач-

ною. Нагрів провідника резистора згідно (9.9) відбувається за 

експоненціальним законом (рис. 9.1): 

Відповідно до ( )( )0
R t , з урахуванням рівнянь (9.5) і 

(9.10), буде змінюватись у часі, змінюючи за тією самою екс-

понентою свій опір від ( )0

0
R   до ( )0

R

  (рис. 9.2): 

( )( ) ( )( ) ( )

( )( )

0 0 0

0 0

0 1

0 1 1 .ò

t

R t R t

R e




  =  +  = 

  
 =  +  − 

    

.                   (9.11) 
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t  

0
( )t  

m
  

0
(0)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 9.1. Графік нагріву резистора 

 

При підключенні резистора до ідеального джерела пос-

тійної напруги U струм у колі «джерело — резистор» за зако-

ном Ома з урахуванням залежності (9.11) буде зменшуватись у 

часі приблизно за тим же експоненціальним законом (рис. 9.3): 

( )

( )( )

( )

0 0

0

0 1 1

0 1 1 .

ò

ò

t

t

U
I t

R e

I e

−




−




= 
  
  +  − 

    

  
  −  − 

    

                 (9.12) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
t2 

xi(t) 
0
( )t  
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Рис. 9.9. Графік ( )( )0
R t  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 9.3. Графік ( )( )0
I t  

 

Графіку ( )I t  (рис. 9.3) відповідає схема заміщення 

реального резистора (рис. 9.4), як RC-двополюсника: 

 

 

 

t  

( )I t  

m


 

( )0I  

R1 

U  

t  

m


 

0
( )R


  

0

0
( )R 
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У момент t = 0 комутації ємнісний опір нульовий. Тому 

( )

( )
( )( )

0

1 0

0

1

0

R R
R

R R







= 

+ 

,                         (9.13) 

звідки                              0

1

0

.
R R

R
R R





=
−

                             (9.14) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 9.4.  Схема заміщення резистора 

 

Ємність С визначаємо з умови 
1ò

R C =  з урахуванням 

рівнянь (9.8) і (9.9): 

( )
0

òâ î õ 0

cm R R
C

K S R R





−
= .                                 (9.15) 

Залежно від динаміки зміни напруги U, коефіцієнтів m, 

òâ
K , 

î õ
S , c, , приросту 

0
  залежність ( )( )( )2 0

R I t  може 

бути як суттєвою, так і несуттєвою. 

Відповідно резистор може розглядатися як безінерцій-

ний, так і інерційний, як лінійний елемент зі сталим опором 

R, так і нелінійний, де R — функція І9. 

Повернемося до усталеного режиму 

0

0
d

dt


=

 
 
 

 і ви-

значимо аналітичну залежність ( )R I .  

0
( )R


  

U  

C 

I I 
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З рівняння (9.7) при 

0

0
d

dt


=  і t →  отримаємо: 

( )2 0 0

òâ î õ
I R K S

 
 =  .                       (9.16) 

Звідси найдемо 
0


  і підставимо в рівняння (9.5): 

( ) ( )
( )0

0 0 2

0

òâ î õ

1
R

R R I
K S






   + 

 
 
  

, 

або 

( )
( )
( )

0

00

0

0 2

òâ î õ

1

R
R

R
I

K S




 


− 

.                           (9.17) 

Враховуючи, що для матеріалу резисторів 
( )0

0 2

òâ î õ

1
R

I
K S


  , 

розклавши рівняння (9.17) у ряд Тейлора і беручи тільки пе-

рший член розкладання, отримаємо: 

( ) ( )0 0 2

0
1R R I


 =  +    ,                        (9.18) 

де   — параметр резистора, який визначає нелінійний 

вплив струму І  на опір R, 

( )0

0

òâ î õ

R

K S


 =  .                                          (9.19) 

Параметр  пропорційний  і зворотно пропорційний 

òâ î õ
K S . Залежно від величини  і 

2
I , а також точності вимі-

рювань, резистор слід розглядати як лінійний чи нелінійний 

елемент. 

У наступному експерименті при його детальному пла-

нуванні слід розглядати дві цілі:  
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1) Для існуючих в ЕТК на стенді приладів перевірити 

чи будуть резистори лінійними (опір R незмінним) з ураху-

ванням  

точності вимірювання напруги U і струму I. 

2) Шляхом оптимального планування експерименту 

(значень U, I  і кількості їх вимірювань) визначити малий 

параметр  . 

Для вирішення першої цілі (перевірки чи можна вва-

жати резистори стенду лінійними елементами в межах похи-

бок вимірю-вальних приладів стенду) — проведемо плану-

вання експерименту з вибором оптимального варіанту.  

Наприклад, лабораторний стенд ЕВ-4, як ЕТК, має стрі-

лочні амперметри з рівномірною шкалою від 0 до 5 А класом 

точності 1,5 % = ; цифровий мультиметр виміру напруги 

або опору з абсолютною похибкою — одиницею молодшого 

десяткового розряду, тобто 
5

10
−

 . Опір R(0) холодного рези-

стора можна досить точно виміряти цифровим омметром.  

Струм омметра практично не змінить температуру ре-

зистора внаслідок його малості. Опір нагрітого резистора ви-

значимо методом вольтметра-амперметра для максимально 

допустимого струму 
max í

1, 2I I , де 
í

I
 
 — номінальне зна-

чення. Резистори стенда мають паспортні дані P = 50 Вт, 

100 Î ìR = , тоді 
max

0,8I A . 

Для зменшення систематичної похибки, пов’язаної з не-

нульовим опором амперметра, вимірюємо його опір за допо-

могою цифрового омметра. Тоді незміщена оцінка R̂  опору 

резистора R  дорівнюватиме: 

ˆ
ˆ

ˆ A

U
R R

I
= − ,                                     (9.20) 

де Û , Î  — виміри цифровим вольтметром напруги джерела 

Û , аналоговим амперметром струму Î  і 
AR  — вимір опору 

амперметра (маючи велику точність цифрового омметра мо-

жна вважати точним). 
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Виміри Û  і Î  мають випадкові похибки, які некоре-

льовані як між собою, так і між вимірами і, як правило, ма-

ють нормальний гаусовий розподіл.  

Абсолютну похибку амперметра визначимо за його 

класом його точності ( 1,5 % = ) 

maxˆ 0, 015
100

I
I A


 = = . 

Абсолютна похибка вимірювання напруги пов’язана не 

стільки з вольтметром (він досить точний), як з нестабільніс-

тю напруги джерела U. Для оцінювання нестабільності вико-

наємо n вимірювань Û , знайдемо оцінку середнього значен-

ня 

1

1
ˆ ( )

n

k

U U k
n =

=                                     (9.21) 

і незміщену оцінку ˆ
U

  середньоквадратичного розкиду 
U

  

вимірів ( )Û k  відносно U : 

( )

1

22

1

1
ˆˆ ( )

1

n

U

k

U k U
n =

 = −
−

 
 
 

 .                      (9.22) 

Оцінку нагрітого резистора при 
max

0,8I A=  отримаємо 

за формулою (9.20), де в якості Û  візьмемо U  (9.21). Висно-

вок про лінійність чи не лінійність резистора з відповідною 

достовірністю можна зробити шляхом співставлення опору R 

холодного резистора (вимір омметром) і R̂  як відношення 

(9.20) U  до Î . Вважаючи похибку ˆ /R R  досить малою, на-

ближено маємо: 

1

, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

ˆ ˆ
U I U I

R R R U I
U I R

R U I U I

−    
  +  = −

 

 
 
 

.     (9.23) 

Похибки Û  і Î  за своєю сутністю мають випадковий 

характер. Це, як правило, нормальний розподіл з нульовим 
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матема-тичним очікуванням і дисперсіями 
2

Û
 , 

2

Î
 . У резуль-

таті n спостережень напруги U маємо вибірку 
1

Û , 
2

Û , …, ˆ
n

U  

об’єму n. У процесі виміру ( )Û k , 1,k n=  показ стрілочного 

амперметра Î , внаслідок його інерційності і грубості, майже не 

змінюється. Таким чином незміщена оцінка 
2

Û
S  дисперсії 

2

Û
  

визначається з експерименту 
2

2

ˆ

1 1

1 1
ˆ

1

n n

U k k

k k

S U U
n n= =

= −
−

 
 
 

  ,                     (9.24) 

а оцінка 
2

Î
S  дисперсії 

2

Î
  визначається через клас точності   

амперметра, як квадрат абсолютної похибкиІ, яку приймемо 

рівною двом 
Î

 :  

2

2 max

ˆ

1

ˆ100 4
I

I
S

I


=



 
 
 

.                                  (9.25) 

Враховуючи взаємну некорельованість випадкових по-

хибок Û  і Î , та їх малість відносно U і I, з урахуванням 

(9.23), отримаємо оцінку 
R

R

S


 кореня з дисперсії  
2

R

R


 : 

2 2

2 2

U I

R

R

S S
S

U I


 + ,                                 (9.26) 

де U , I  — середні значення  напруги і струму за n дослідів. 

Результат вимірювання опору R холодного резистора 

цифровим омметром з точністю до п’яти десяткових розрядів 

можна прийняти за точне значення ( )0

0
R  , оскільки струм 

омметра надто малий і не нагріває резистор. Результати ви-
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мірювання (9.20) опору ( )0
R   резистора, нагрітого струмом 

1, 2
H

I I= , мають середнє значення  

1

1
ˆ

n

k

k

R R
n =

= 
                                   

(9.27) 

і оцінку дисперсії 
2 2

ˆ ˆ2

2 2
.

U I

R

S S
S R

U I

= +

 
 
 

                              

(9.28) 

Для прийняття рішення щодо неістотності зміни опору 

від струму (H0 гіпотеза), чи істотності (H1 гіпотеза) побудує-

мо випадкову величину t: 

0

0 0 0 0

0 0

ˆ ( )
0 0ˆ ˆ( ) ( )

0

2 200ˆ ( )
0

( ) ( ) ( ) ( )
lim

( 1) ( 1)
2

2 2

R
R R

S
R

R R R R
t n

Sn S n S

n n

 
   

→
 

 −   − 
= =

− + −

−

(9.2

9) 

Величина t має розподіл Стьюдента з n – 1 степенями 

свободи. Двостороння критична область симетрична віднос-

но нуля і знаходиться за умови, що ймовірність прийняття 

гіпотези H1 дорівнює взятому рівню значущості , коли пра-

вильна гіпотеза H0 ( — похибка першого роду). 

Критична точка 
1,n

t
− 

 знаходиться за таблицею розпо-

ділу Стьюдента для кількості степенів свободи n – 1 і ймові-

рності  

 
1,

1
n

P T t
− 

 = −  .                                (9.30) 

Якщо 
1,n

T t
− 

 , то приймається гіпотеза H0, а якщо 

1,n
T t

− 
 , — то гіпотеза H1. 

Перевіримо H0 гіпотезу для опору резистора і опору 

лампи розжарювання при зміні струму від мінімального до 

струму 120 % від номінального. 
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Перевірка резистора на лінійність 

Точні показання омметра: ( )0

0
100R  = Ом. Десять ре-

зультатів вимірювання напруги ˆ
k

U , 1, 2, ..., 10k = , n = 10 

(табл. 9.2). 

Таблиця 9.2 

Результати  вимірювання 

k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

ˆ
kU , 

В 
80,4 79,5 80,5 79,8 

81,0

1 
78 82 80 80,5 79 

R̂ ,

Ом 
100,5 99,37 100,5 99,75 

101,

3 
97,5 102,5 100 100,6 98,75 

U  = 80,07 В,  
2

ˆ 1, 213
U

S =  В2, R  = 100,09 Ом;  

оцінка (9.25)  

2

2

ˆ

1, 5 1 1
0, 000117

100 0,8 3
I

S


= =


 
 
 

; 

оцінка (9.28) 
2 1, 213 0, 000117

100 0, 037
6411 0, 64

R
S


=  + =
 
 
 

; 

величина (9.29)  
100, 09 100

10 1, 48
0, 037

t
−

=  = ; 

кількість степенів вільності 9; похибка першого роду 
0, 05 = ; критичне значення (за таблицями t-критерій 

Стьюдента) ( )
9;0,05

9; 0,95 2, 26t t= = . 

Оскільки 1, 48t =  менше ( )9; 0, 95 2, 26t = , то можна 

вважати, що нуль-гіпотеза справедлива і розглядати резисто-

ри стенду «ЭВ-4»  як лінійні. 

 

Перевірка лампи розжарювання на лінійність 

Точний показ омметра: ( )0

0
θ 100R = Ом. Для номіналь-

ного режиму:  
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UH = 220 В, PH = 200 Вт, IH = 200/220 = 0,9 А,   

опір
 
( ) ( ) ( )

( )

ˆθ (220 B 5 B) 0,9 A 0, 015 A

238,89 250 Ом.

H
R R I= =   =

= 
 

У даному разі немає необхідності в статистичній пере-

вірці  H0 гіпотези, бо навіть у найгіршій ситуації оцінка 

( )ˆ
H

R I  у 9.4 рази більша за ( )0

0
θR . Результати експеримен-

ту показують, що лампа є нелінійним елементом у діапазоні 

струмів від нуля до номінального. 

Якщо прийняти модель (9.18) залежності ( )2
R I , то з 

отриманих даних можна визначити параметр (9.19) : 

( ) ( )
( )

( )
0 0

0 2

0 2
0

244 6 100
1,78 0,07 A .

100 0,81

R R

R I

 −
 −   −

   = 


 
Для визначення малого параметра моделі (9.18) ре-

зистивного елемента слід спланувати і провести більш точ-

ний експеримент, який випливає з таких міркувань. 

Запишемо залежність (9.18) з урахуванням корекції 

(9.20) для k-го результату вимірювання ( 1, 2, ,k n= ) 

20
ˆ0

ˆ
ˆ ( ) ( )[1 ]

ˆ
k

k A k Rk
k

U
R I R R I

I
= −   +  +  ,             (9.31) 

де 
R̂k
  — випадкова нормально розподілена похибка оцінки 

R̂  в  k-му досліді.  

Подамо рівняння (9.31) у стандартному для регресійно-

го аналізу вигляді: 

( ) 2

0 1 k ky k I y=  +  +  ,                            (9.32) 

де 0
0 0( )R =  , 0

1 0( )R =   , ˆk Rk
y =  . 

Апріорі відомо, що  
Î

I   ,  
Û

U  , тому 

, ,

ˆ ˆ ˆ ˆ1ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

U I U I

R R R U R I
y U I U I

I I IU I

   − 
   +  =  −  =

 
.     (9.33) 
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Математичне очікування y
 
 внаслідок симетричності 

розподілу похибок Û і Î  дорівнює нулю.  

Дисперсія  k-го результату вимірювання  
2 2 2

2
ˆ ˆ2

ˆ 2

ˆ ˆ
M

U Ik k k k
yk

k k k

RU R I

I I I

   +   −   
 = = =  

   

.     (9.34) 

Похибки незалежні, тому їх коваріаційна матриця діаго-

нальна: 

1

2

2

2

2

0 0

0 0

0 0

y

y

yn

Q

 
 
 

=  
 
 

  

.                          (9.35) 

Процес (9.33) — гетероскадестичний, тобто має залеж-

ну від kI  дисперсію (9.34) рис. 9.5.  

Для таких процесів оптимальним за точністю оцінок 

0 1
ˆ ˆi   буде метод марковських оцінок, у якому ці оцінки 

знаходяться за умови мінімуму зваженого середнього квадра-

та різниці ˆ
k

y  і 2
0 1 kI +   моделі (9.32): 

2 2
0 1

,0 1 1

ˆ ˆ( , ) arg min
n

k k

k

−

 
=

  =   ,                            (9.36) 

де 2 2 2
0 1
ˆˆ

k k ky I  = − −
 

, 
2

2

2

k
k

I−
 =


. 

 

 

 

 

 

 

 
 

Рис. 9.5. Залежність 
2

σ
y  від 

2
I  

2
σ

y  

2
I (А) 

2 2
σ ( )

y
I  



 

 

314 

Інакше кажучи, мінімізується середній квадрат різниці 

лівої і правої частини рівняння 
2

0 1
ˆ k k k

k

I I I
y =  + 

  
.                               (9.37) 

Скоротимо на  і замінимо ˆk ky I  на ˆ
kU . Тоді рівняння 

(9.32) набуває вигляду  
2

0 1
ˆ ˆ

k k k kU I I U=  + +  ,                          (9.38) 

для якого коефіцієнти 0 , 1  визначаються звичайним мето-

дом найменших квадратів: 

( )T Tˆ x x x y = ,                                    (9.39) 

де 
0

1

ˆ
ˆ

ˆ

 
 =  

  

 ,  
1T

2

1

ˆ ˆ

ˆ ˆ

n

k k

k

n

k k

k

U I

x y

U I

=

=

 
 
 =
 
 
  





,  

2 4

1 1T

4 6

1 1

ˆ ˆ

ˆ ˆ

n n

k k

k k

n n

k k

k k

I I

x x

I I

= =

= =

 
 
 =
 
 
  

 

 

. 

Якщо струм kI  аналогового вимірювального приладу 

вважати незмінним, то коваріація оцінок дорівнюватиме  

( ) ( )
1

2 T
ˆ

ˆcov
U

x x
−

 =  ,                                 (9.40) 

де ( )
( )

6 4

1 1 1T

T
4 2

1 1

ˆ ˆ

1

det ˆ ˆ

n n

k k

k k

n n

k k

k k

I I

x x
x x

I I

− = =

= =

 
− 

 =
 
 −
  

 

 

,  

( )
2

T 2 6 4

1 1 1

ˆ ˆ ˆdet
n n n

k k k

k k k

x x I I I
= = =

 
= −  

 
   .

 

Еліпс розкиду оцінок відповідно до (9.37) і (9.40) буде 

мінімальним. Але оцінки (9.39) будуть зміщені внаслідок не-

точності вимірювання kI . 

Для зменшення похибки в оцінюванні параметрів 0  і 

особливо 1  
моделі (9.32), скористаємося додатковою апріо-

рною ін-формацією про те, що вольт-амперна характеристика 
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резистора обов’язково проходить через нуль. З урахуванням 

цього побудуємо оптимальний план експерименту. 

Вольт-амперні характеристики лінійного резистора  

max
ë ñò.max

max

U
U R I I

I
= =

                           

(9.41) 

і нелінійного 
2

í ë 0 1( )U I I=  +
                                  

(9.42) 

показано на рис. 9.6. 

У точках (0,0) і 
max max

( , )U I
 
вольт-амперна характерис-

тика лінійного і нелінійного резисторів співпадають. Тоді 
2

ñò.max 0 1 maxβ βR I= + .  

Підставимо ñò.maxR  у рівняння (9.41) і віднімемо з (9.41) 

рівняння (9.42): 
2 2

ë í ë 1 max( )U U I I I− =  − .                       (9.43) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 9.6. ВАХ резисторів 

 

Визначимо оптимальне значення І*, за якого різниця 

між Uл  і Uнл   (9.43) максимальна 

2 *2 *
ë í ë 1 max 1 max( ) 3 0 / 3

d
U U I I I I

dI
− =  −  =  = .    (9.44) 

Таким чином маємо дві точки оптимального плану екс-

перименту: І* і Іmax. 

І І* Іmax 

U 

Umax 

Uл 

Uнл 
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Із (9.43), (9.44) знаходимо, що 
* *

ë í ë
1 2 *2 *

max( )

U U

I I I

−
 =

−
.                             (9.45) 

Підставивши (9.45) у (9.42) при maxI I= , знаходимо
0 : 

* * 2
2max max ë í ë max

0 1 max * 2 *2
max max max

U U U U I
I

I I I I I

−
 = − = −

−
.     (9.46) 

Оскільки * *max
ë

max

U
U I

I
= , 

*

ë max

*

max

U U

I I
= , то вираз (9.45) мож-

на записати у такому вигляді: 

( )

* * *
max max í ë max í ë

1 2 *2 * 3
max max

*
max í ë

3
max

( ) 3

( ) 2 3 3

3 3
.

2

U I I U U U

I I I I

U U

I

− −
 = = =

−

 −
 

=

        (9.47) 

Вираз (9.46) отримаємо у такій формі: 
* *

max í ë 2max í ë max
0 max3

max max max

3 3 3 3

2 2

U UU U U
I

I I I

 − − 
 = − = .   (9.48) 

Якщо похибка вимірювання і Іmax. і І* набагато менша 

нестабільності maxU  і *
í ëU , то похибка 1

ˆ  визначається пе-

ршим диференціалом 

* *1 1

1 max í ë max í ë* 3 3

max í ë max max

ˆ ˆ 3 3ˆ ˆ ˆ
2 2

U U U U
U U I I

 
   +  =  − 


.  (9.49) 

Дисперсія 1̂ : 

*
max1 í ë

2 2 2

ˆ ˆ ˆ6

max

9 1
3

4 U UI
  =   + 
 

.                    (9.50) 

Оскільки 
max

U  і 
*

í ë
U  вимірюються одним і тим же при-

ладом, то їх дисперсії будуть однаковими і рівними 2

Û
 . За-

гальну кількість n вимірювань розіб’ємо на kn вимірювань 

max
U  і (1 – kn) вимірювань 

*

í ë
U , де 1k  . Дисперсії усередне-
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них значень 
max

U  і 
*

í ë
U  будуть в kn і (1 – kn) разів меншими. 

Тоді рівняння (9.50) набирає вигляду  

( ) ( )

2 2
ˆ ˆ2

ˆ 6 61
max max

9 1 3 9 1 2

4 1 4 1

U U k

kn kn n k k nI I

   +
 =  + =  

− − 

.     

(9.51) 

Визначимо *
k  за умови мінімуму 2

ˆ
1


 

2 2
ˆ ˆ1

6 2
max

9 2 (1 ) ( 2 )(1 2 )
0

4 ( (1 ) )

U k k n n kn k

k I k k n


  − − − +

=  =
 −

.    (9.52) 

Звідси *
0,365k = . 

Тепер із співвідношень (9.51), (9.52) можна визначити 

необхідну кількість 
*

n  дослідів, щоб за відомими 2

Û
  і 

*
k отримати оцінку 1̂  із заданою дисперсією 2

ˆ
1

 : 

2
ˆ*

2 6
ˆ max
1

1
16,8 Un

I



= 


.                                   (9.53) 

Чим менше 1  і відповідно бажане 2
ˆ
1

 , тим більше 
*

n . Але 

значення 1  невідоме. Тому, маючи оптимальний план 

* max
max,

3

I
I I

 
= 

 
, де кількість вимірювань у точці *

I складає 

( )1 k n− , а maxI  — kn, або відповідно 0,645n і 0,365n, будемо 

поступово збільшувати n, наприклад n =10, n = 20, …. Для 

кожного in , 1, 2, ...i = розраховуємо оцінку 1̂ , як середнє по 

in                   значення (9.47): 

( ) ( )

( )

*

max í ë

1 3

1 max

3 31ˆ
2

in

ji

U j U j

n I j=

 −
 

 =  ,               (9.54) 

по (9.54) розрахуємо її середнє квадратичне відхилення  

2
ˆ

ˆ 61
max

1
16,8 U

in I


 =  ,                           (9.55) 
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перевіримо значущість оцінки (9.54) 1̂ , що має оцінку (9.55) 

середнього квадратичного відхилення, за таблицею t-

критерію Стьюдента для 0,1 =  та ( )1in −  степенів вільнос-

ті. Якщо  

1

ˆ
1

ˆ
( 1; 0,9)it n




 −


,                            (9.56) 

то оцінка значуща; якщо ні, то слід продовжити експеримент 

з більшим in  доки не буде виконана умова (9.56). 

Отримання таким чином параметрів 0  
і 1  слаболіній-

ної залежності U(I) дає можливість (шляхом уведення корек-

ції) використовувати не ідеальні резистори у відповідних ви-

мірювальних системах. 

 

 

9.2.  Дослідження багатокрокового процесу поясненя 

ефекту Ж.Губера 

 

9.2.1.  Методологія дослідження 

 

1. Будь-який реальний об’єкт дослідження, ґрун-

туючись на фундаментальних законах Світу, не може в 

результаті досліджень отримати ізоморфну до нього 

фізико-математичну модель. Дійсно, так як Світ не-

скінченно мірний, де все з усім безпосередньо або опосе-

редковано взаємопов’язано (близько- і дальнодія), вна-

слідок чого матерія і рух не подільні, то не існує кінце-

вомірної ( n -мірної) математичної моделі виду 

 

( )n

n n

dx
f x

dt
=  ,                                          (9.57) 

ідентичної (ізоморфної) в просторі змінних ( )
n

x t  до не-

скінченномірної моделі реального об’єкта, як частини 

нескінченно мірної моделі  Всесвіту:  
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( )

dx
f x

dt



 
= ,                                (9.58) 

де індекс  вказує на нескінченномірність, а функція f
  

-на загальний взаємо зв'язок всіх компонентів ( )
i

x t не-

скінченномірної вектор-функції ( )x t
 , t -час. 

      Завдання дослідника полягає в побудові кінцевомір-

ної ( n -мірної) моделі (9.57), яка б з допустимою похиб-

кою   відтворювала поведінку (9.58) реального об’єкта 

в обмеженому ( n -мірному) просторі змінних ( )
n

x t  з 

урахуванням того, що наявність загального взає-

мозв’язку обумовлює принципову наближеність моделі 

(9.57) до моделі (9.58). 

      Абстракція першого кроку дослідження реального 

об’єкта (9.58) полягає в умовному розділенню n-мірного 

вектора n
x  на причинні ( )U t  і наслідкові ( )Y t  складові 

та спроби установити на основі теорії і експерименту 

логічну та математичну залежність ( )Y U . Саме на 

цьому етапі досліджень важливо скористатися прин-

ципом раціонального ускладнення [72], за якого темп 

зростання в (процесі дослідження об’єкта) складності 

(мірності n )  моделі (9.57) не повинен випереджувати 

темп збільшення точності (зменшення похибки ) мо-

делі (9.57) по відношенню до об’єкта (9.58). Мистецтво 

дослідника на першому етапі полягає в визначенні тео-

ретично чи експериментально на множині з n  факто-

рівn i
U  ( 1,i n= ) впливу на Y підмножини 1

n  найбільш 

суттєвих. На другому етапі, якщо є на то можливість, 

доповнити підмножину з 1
n

 
факторів додатковими, які 

могли б покращити відображення U  в x , тобто змен-

шити похибку   апроксимації реального відображення 

U в Y  в об’єкті дослідження. Мистецтво дослідника 
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на цьому етапі полягає в виявленні на основі теорії чи 

експерименту того доповнення причинних змінних за 

якого б темп зменшення похибки   випереджував темп 

зростання розмірності факторів впливу U на Y . 

       Багаторічний і багато-кроковий процес пояснення 

ефекту Губера (встановлення логічної і (по можливос-

ті) фізико-математичної моделі між причинами U і 

наслідками моделі ( )Y U , можна подати як не строго 

релаксаційній [5] оптимізаційний процес пошуку моделі 

( )Y U
  залежності обертового моменту в двигунах Гу-

бера і Косирєва-Мільроя від найбільш суттєвих факто-

рів U
 впливу. Ефект Губера с позиції спостерігача по-

лягає в наявності додаткового обертового моменту 

M в колісній парі, що котиться по рейкам до яких під-

ведено джерело електроживлення. Перед дослідниками 

на першому етапі стояло завдання виявити, які з фак-

торів
к

U , ( 1,к n= ) можна поділити на два класи: 

- підмножина обов’язкових факторів; 

- підмножина можливих факторів. 

До перших відносяться: 

1. Наявність руху в будь-якому напрямку (швидкість 
0U  ). 

2. Наявність постійного або змінного електричного 

струму I  в контактах коліс і рейок або кульок і 

шайб. 

3. Феромагнітний матеріал двигунів Губера і Коси-

рєва-Мильроя. 

До других відносяться: 

1. Наявність чи відсутність іскріння в контакті ру-

хомих частин. 

2. Наявність чи відсутність суттєвого моменту 

інерції рухомих частин двигунів. 

3. Наявність повітря чи мастила в зоні контакту. 
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4. Екстремальна залежність моменту M  від куто-

вої швидкості . 

5. Звуження площі поперечного перерізу провідників 

зі струмом I  в зоні контакту. 

6. Відсутність моменту і миттєва зупинка колеса з 

пермалою, який має прямокутну петлю гістере-

зису. 

7. Соосність струму I і магнітного потоку Ф , 

створеного цим струмом в зоні з’єднання коліс 

чи підшипників з феромагнітним валом. 

       Отже дослідникам слід було побудувати таку фі-

зико-математичну (а на першому кроці принаймні фі-

зичну) модель, яка надала б відповіді на сутність 

зв’язку цих та можливо інших факторів U впливу на 

момент M .  

Далі буде розглянуто як різні вчені, в різні часи ко-

ристуючись чи ні принципом раціонального ускладнення, 

на основі теоретичних і експериментальних дослі-

джень ефекту Губера, будували ті чи інші моделі відо-

браження U  в Y , тобто обов’язкових і можливих фа-

кторів впливу на момент M  двигунів Губера і Косирє-

ва-Мільроя. На жаль, більшість пояснень, як надто 

простих, так і надто математизованих, не підтверди-

лися. Це звузило простір пошуку і дозволило з часом 

отримати правильне пояснення в результаті багато-

крокового квазірелаксаційного пошукового процесу, по-

будованого на принципі раціонального ускладнення, де 

фізика б випереджувала математику. 

 

9.2.2.  Тепловий чи іскровий ефект? 

 

     Стаття [49] А.В. Нетушила «Изобретение Дж. Се-

рла как развитие эффекта Губера» в журналі Электри-

чество, №4, 1991. –  с. 83.  
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Професор А.В. Нетущил, очолюючи комітет з до-

слідження і пояснення незрозумілих електротехнічних 

явищ, зняв пелену невизначеності з багатьох проектів 

по створенню «перпетуум-мобіле». Надамо далі деякі 

частини статті А.В. Нетушила відносно ефекту Губе-

ра: 

«Эффект Губера можно характеризовать как возникно-

вение добавочной силы в направлении скорости при ка-

чении колеса по направляющей и пропускании электри-

ческого тока через место касания колеса и направ-

ляющей. Эта сила зависит от скорости качения и равна 

нулю при отсутствии движения. Эффект Губера наблю-

дался в 1959 г. самим Ж. Губером при рассмотрении ко-

лесной пары, в 1961 г. В. В. Косаревым, В. Д. Рябко и В. 

И. Вельманом при рассмотрении подшипников качения, 

в 1967 г. Р. А. Мильроем- при рассмотрении шариковых 

подшипников. Во всех случаях сила нелинейно зависела 

от скорости и отсутствовала в состоянии покоя [29]. В 

эффекте Губера эта сила уменьшается с увеличением 

скорости. При обсуждении эффекта Губера в последу-

ющих работах для его объяснения были высказаны две 

гипотезы [29]. В одной из них явление объяснялось те-

пловым эффектом и расширением материала направ-

ляющей поверхности в месте контакта. Во второй гипо-

тезе эффект объяснялся силовым воздействием искро-

вого разряда в месте отрыва цилиндра от направ-

ляющей поверхности. Проведение эксперимента в ваку-

уме убедило в справедливости второй гипотезы». 

 

9.2.3  Чому зупинився підшипник у вакуумі? 

 

     Подамо матеріал [10] статті П. Деміна "Эффект 

Губера и летающие тарелки" в журналі "Наука и 

Жизнь", 1991, №7. в оригіналі, але в дещо скороченому 
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вигляді: “Если еще недавно в нашем обществе господст-

вовала абсолютная вера во всемогущество современной 

науки, то сейчас во многих умах ее сменило не менее 

твердое убеждение в бесполезности научного знания 

(этим отчасти объясняется нынешний всплеск интереса 

к необычному, необъяснимому). В конце 50-х годов 

швейцарский инженер Ж.Губер обнаружил, что если к 

паре железнодорожных колес, соединенных стальной 

осью, подвести по рельсам ток, на них начинает дейст-

вовать небольшая сила. Сила возникает только когда 

колеса катятся по рельсам и всегда направлена в сторо-

ну их движения. Она не зависит ни от места подклю-

чения источника к рельсам, ни от того, постоянный 

или переменный ток подводится к колесам. С повыше-

нием скорости движения колес сила заметно уменьшае-

тся, а с увеличением силы тока  растет. Губеру удалось 

использовать обнаруженный эффект для сортировки и 

сцепки вагонов на железнодорожных горках. Экспери-

ментально новый эффект был изучен швейцарским ин-

женером очень тщательно. А вот теоретически объяс-

нить наблюдаемую силу оказалось гораздо сложнее. 

Ж.Губер считал очевидным, что она имеет электроди-

намическую природу, поскольку возникает только при 

наличии тока, а значит, магнитного поля, и только при 

движении колес, то есть пересечении ими силовых ли-

ний этого поля. Однако ни одна из реальных электрома-

гнитных сил не совпадает по направлению с силой, про-

являющейся в эффекте Губера. Так, сила Ампера, 

объясняющаяся взаимодействием текущего по колесам 

тока с магнитным полем, создаваемым токами в других 

участках цепи, действует лишь в одном направлении — 

она отталкивает колеса от источника питания. При дви-

жении колес может возникать и другая электромагнит-

ная сила - сила Лоренца. В колесах, пересекающих си-
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ловые линии магнитного поля, индуцируется дополни-

тельный ток, который, в свою очередь, начинает взаи-

модействовать с существующим магнитным полем. Но 

сила Лоренца всегда направлена против скорости дви-

жения проводника; она способна только тормозить ко-

леса, а не разгонять их. Нужно еще сказать о силах, воз-

никающих вследствие действия закона Ленца. В прово-

дящем контуре всегда возникают или стремятся возник-

нуть токи, препятствующие любому изменению магни-

тного потока, пронизывающего такой контур. Из самой 

формулировки закона Ленца ясно, что подобные силы 

опять таки могут только останавливать движение колес. 

Ответ на этот вопрос предложили новосибирские иссле-

дователи В.В. Косырев, В.Д. Рябко и Н.Н. Вельман, ко-

торые независимо от Губера наблюдали похожие явле-

ния. В 1963 г. они получили авторское свидетельство на 

простой электродвигатель, состоящий всего-навсего из 

подшипника качения, в котором между внутренним и 

внешним кольцами пропускается ток в несколько ампер. 

Устройство приходит в движение после первоначально-

го толчка и вертится в любую сторону со скоростью до 

1000 оборотов в минуту. Независимо от Ж.Губера и 

группы новосибирских исследователей эффект наблю-

дал и английский физик Р.Мильрой. В 1967 г. он пред-

ложил свой, более удобный вариант электродвигателя: 

вал из проводящего материала, продетый сквозь два 

подшипника, к внешним обоймам которых подводится 

ток. Подшипники вращаются благодаря эффекту Губе-

ра, только роль вагонных колес играют шарики или ро-

лики, а рельсов - кольца. В описании изобретения ново-

сибирские авторы так объясняют принцип действия 

двигателя: «Подвижная часть вращается в результате 

упругой деформации деталей при нагреве последних 

протекающим по ним электрическим током». В месте 
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электрического контакта между кольцом и шариком ме-

талл нагревается, расширяется и подталкивает шарик, 

который перекатывается на новый, еще не нагретый 

участок кольца, а там все повторяется сначала. Возника-

ет бегущая волна теплового расширения, которая посто-

янно преследует катящийся шарик. Увы, предположе-

ние о тепловой природе эффекта при более тщательном 

рассмотрении тоже оказывается неубедительным. Ста-

льной подшипник вообще не должен вращаться со ско-

ростью 1000 оборотов в минуту при столь быстром 

вращении температура должна быть одинакова по всей 

поверхности кольца.  

       На несовершенство обеих гипотез и электродина-

мической, и тепловой  обратили внимание сотрудники 

Московского энергетического института К.М. Полива-

нов, А.В.Нетушил и Н.В.Татаринова. Они выдвинули 

[58] новую гипотезу: причина движения - электриче-

ская искра, проскакивающая между катящейся деталью 

(колесом, шариком) и направляющей (рельсом, коль-

цом). Искровой разряд возникает главным образом по-

зади точки касания. Мгновенно нагревая воздух в узком 

зазоре между металлическими деталями, искра вызыва-

ет резкое повышение давления, толкающее колесо или 

шарик вперед.  

В общем это искровые или, говоря современным 

языком, плазменные двигатели. 

Чтобы доказать справедливость своей гипотезы ученые 

поместили двигатель Мильроя под вакуумный колпак. 

Когда воздух был из-под него откачан, двигатель оста-

новился. Это достаточно убедительно говорит о роли 

искрового разряда, возникающего в воздушной среде. 

Недавно один из исследователей, профессор А.В. Нету-

шил в Московском институте тонкой химической тех-

нологии, вспомнил об эффекте”.  
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    Як бачимо, П. Демін, аналізуючи різні експерименти з 

ефектом Губера, показав, що відносно струму І в кон-

такті і колесі ні сили Ампера, ні Лоренца, ні закон Лен-

ца не спроможні безпосередньо створити обертовий 

момент в колесі чи кульці. Теж стосується пружної 

деформації колеса чи кульки від нагріву місця контакту 

струмом І. Можливе пояснення вченими МЕІ полягало в 

пневматичній дії іскри на збігаючій стороні контакту. 

Однак, те що підшипник зупинився у вакуумі, де немає 

іскри, можливо було визвано тривіальним заклинюван-

ням його внаслідок перегріву. Як показали наші досліди, 

заклинювання підшипників відбувається і в повітрі.  

     На якість ефекту також впливало мастило підши-

пників, за якого іскріння зменшувалося, а момент, на-

впаки, зростав. Однак, якщо кульки, як елементи що ру-

хають обойму і вал, завдяки мастилу слизькі, то це по-

винно в наслідок збільшення ковзання зменшувати 

швидкість і момент. Однак досліди показують що на-

впаки швидкість  і, відповідно, момент за наявності 

мастила зростають. Тому плазмова природа створення 

обертового моменту в двигунах Губера, Косирєва-

Мильроя теж не підтвердилася.  

 

9.2.4.  Чому саме феромагнетики і мастило? 

 

В кнізі [Пеннер Д.Н., Угаров В.А. [56]  Электродинами-

ка и специальная теория относительности /M.: Прос-

фещение, 1980,-272с.] наводиться оригінальний експе-

римент, пов’язаний з ефектом Губера.  
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I I

 
Рис.9.7.  Експеримент Д.Н. Пеннера 

 

“Одна из простейших систем для наблюдения эффекта со-

стоит из двух направляющих (рельсы),  питаемых перемен-

ным или постоянным током (рис.9.7).  Симметрия положен-

ного на них круглого цилиндра должна быть нарушена сме-

щением его центра тяжести относительно оси; наиболее про-

сто это может быть сделано путем механического скрепления 

цилиндра с «маятником». Выведенный из равновесия ци-

линдр может часами колебаться без затухания, конечно, при 

наличие достаточного тока подводимого через рельсы. При 

колебаниях (а также при простом качении), как правило, 

слышно характерное хрустение искры, образующейся между 

сбегающей поверхностью и рельсом. Механическое действие 

происходящих взрывов и подталкивает тела в направлении 

начатого движения. При помещении системы в высокий ва-

куум, что сложно, или, что проще, при поливании направ-

ляющих подсоленной водой колебания прекращаются, 

прекращается и хрустящий звук. 

Любопытный факт, имеющий, вероятно, и практическое 

значение, заключается в том, что некоторые проводники, не-

смотря на видимое искренне при больших токах, не способ-

ны к появлению обычного эффекта; напротив, выведенные из 

равновесия, они быстрее останавливаются при наличии тока. 
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Например, колебания не возникают при выполнении 

направляющих из дюрали. Наличие или отсутствие эффек-

та (или его ослабление) позволяет судить о физико-

химических свойствах поверхностей соприкасающихся тел”. 

      Як витікає зі змісту, у вакуумну камеру установку (рис.1) 

не поміщали, а при поливанні контакту соленою водою коли-

вання зупинялися. Ймовірно, солона вода зменшувала елек-

тричний опір контактів і, як наслідок, падіння напруги на 

контактах. Тоді, відповідно, зменшувалися заряди q на 

контактах (q = CU) і, як  буде показано далі, це зменшувало 

обертовий момент, маятник зупинявся. Важливим був до-

слід з алюмінієвими направляючими, за яких рух зупинявся. 

Тобто це однозначно підтверджує думку Губера про елек-

тромагнітну природу ефекту яка підсилюється в феромаг-

нітному середовищі. 

 

9.2.5.  Чому струм і магнітний потік збіглися за на-

прямом? 

Стаття [71] Сильвестров А.Н., Зименков Д.К. «О при-

роде эффекта Губера, вращающего момента в двига-

телях Косырева-Мильроя.» Кременчук: КНУ, 

Вип4/2010(63)., 74-76. 

Подамо статтю в оригіналі: 

   “Двигатель (рис.9.8) Косырева-Мильроя (два шарико-

подшипника и вал) хоть и имеет на стыках-контактах 

шариков (роликов) эффект Губера, но он не является 

основным в создании вращающего момента при прохо-

ждении тока по цепи: внешняя обойма (9.57) – шарики 

(ролики) (9.58) – внутренняя обойма (9.59) – вал (9.60) -  

внутренняя обойма (5) второго подшипника – шарики 

(6) – внешняя обойма (7). 

В работах [10] и [50] Воронковым С.С. для объясне-

ния сути эффекта Губера [72], в частности обоснования 

существования магнитного поля, в макро-масштабе со-

впадающего по направлению с электрическим током, 
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были предложены новые понятия, такие как «сила Ни-

колаева, обусловленная сжимаемостью мировой среды», 

«скалярное магнитное поле». Не оспаривая возможность 

существования в природе ещё не раскрытых свойств, 

постараемся дать объяснение процессам в двигателе 

Косырева-Мильроя на основе уже открытых законов 

электромагнетизма. 
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Рис.9.8. Электродвигатель Косырева-Мильроя 

 

      

Во-первых, покажем, что магнитное поле, созда-

ваемое током І в двигателе Косырева-Мильроя, обычное 

вихревое, а не «скалярное». Электрическое поле по цепи 

«минус источника Uп – подшипник – вал – подшипник – 

плюс источника» неоднородно: небольшая напряжен-

ность  к поля будет в точках контакта шариков с обой-

мами и гораздо меньшая в обоймах и вале  в. Скорость 

e
V  направленного движения электронов в неподвижном 

проводнике пропорциональна напряженности поля. То-

чки контакта шариков левого подшипника (рис.9.8) об-

разно представляем (по аналогии с гидравликой) как со-

пла, через которые тонкими «струйками» на большой 

скорости в тело внутренней шайбы подшипника вбра-
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сывается поток электронов. В теле шайбы и вала напря-

женность  в намного меньше  к  и соответственно 

меньше скорость направленного к правому подшипнику 

движения электронов (доли миллиметра в секунду). В 

то же время тело внутренней шайбы и поверхностного 

слоя вала имеет линейную скорость Ω∙x=u(x), намного 

большую, если х близко к r вала. Поэтому под обоймой 

и вблизи её излишка электронов, вошедших струйками в 

шайбу из шариков, образует пространственную траек-

торию в виде слегка сужающейся к средине длины вала 

спирали (рис.9.9). Вправо от средины вала картина бу-

дет зеркальной.  

 



ПU

I



N

 
 

Рис.9.9. Траектория движения одной из «струек» электронов 

      

Сужение спирали связано с радиальными силами, так 

как имеет место небольшая разность потенциалов на 

поверхности и на оси вала. Степень сужения и число 

условных витков спирали зависит от соотношения осе-

вой напряженности  в поля и скорости Ω вращения ва-

ла. Общее число «витков» будет в п раз больше, где n   -  
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число шариков в подшипнике. Таким образом, вра-

щающийся с частотой Ω вал с током І эквивалентен ка-

тушке индуктивности, магнитный поток Ф которой на 

её краях замыкается через шайбы и шарики подшипни-

ков, совпадая по направлению с током І в подшипниках. 

То есть имеет место обычный вихревой магнитный по-

ток, проходящий по валу – сердечнику «катушки», 

подшипниках и замыкающийся через воздушное про-

странство. 

 Во-вторых, покажем, что основные сила и вра-

щающий момент в двигателе Косырева-Мильроя возни-

кают не в шарике (ролике), а непосредственно во внут-

ренней обойме подшипника, связанной с валом. Маг-

нитный поток Ф (рис.9.9), оставаясь равным потоку 

внутри «катушки», на его выходе через подшипники в 

пространство распределен неравномерно: магнитная 

индукция 
min

B   в воздушных зазорах между шариками 

(роликами) подшипника минимальна, в промежутке 

пространства с шариком (роликом) - максимальна  Bmax 

(рис.9.10): 

 



Ш

minB

maxB

r

maxB

minB

0

( )lB

2
 

3
2 2

)а )б

 
 

Рис.9.9. Поперечный разрез по оси шариков (а) и зависимость (б) 

магнитной индукции В от угла   2,0,   
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Угловая скорость   вала и внутренней обоймы подши-

пника в режиме двигателя вследствие трения всегда 

больше угловой скорости ш  вращения шариков отно-

сительно оси вала :  > ш . Это неравенство справед-

ливо и для окружных линейных скоростей:  v>v ш ,где 

,rv = ).
2

( ш
шш

D
rv +=                              

Это очевидно, так как при  = ш  шарики бы не враща-

лись, что противоречит действительности. Поток Ф в 

промежутке между обоймами подшипников, в частнос-

ти его переменная составляющая, будет двигаться отно-

сительно внутренней обоймы против ее движения с раз-

ностной скоростью v : 

( ) ( ) 0,
2

ш ш ш ш

D
v v v r r = − =  −   −     −     (9.59) 

То есть относительно внутренней обоймы шарики дви-

жутся в противоположную сторону (рис.9.11): 

 

)а )б

шU U

U

 

 

Рис.9.11. Движение обоймы и шарика относительно неподвижной 

системы координат(а) и относительно обоймы(б) 

      

Пространственная картина процесса представлена на 

рис.9.12. 
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Рис.9.12. Распределние B(l) (a), ЭДС индукции (б) и индукционных 

токов i во внутренней обойме подшипника 

  

Учитывая расположение векторов V и В (рис.9.12 (а)) 

на основе закона электромагнитной индукции ( правило 

правой руки) определяется направление и место рас-

положения ЭДС индукции maxE и 
minE  (рис.9.12 (б)),  

под действием которых  образуются индукционные токи 

i  (рис.9.12 (в)). Далее, согласно закону Ампера, токи I  

взаимодействуют с магнитным потоком Ф. Сила aF  

будет равна разности сил под шариком(роликом) и ме-

жду ними 

    max 1 min 2
( ) 2 0,

a
F B l B l i   −                    (9.60) 
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где: 
1l шD , 

2l - ширина шайбы подшипника, i- вихревой 

ток, равный kGEE − )( minmax , kG - проводимость конту-

ра тока, приближенно равная )/22/( 2

2
nrl +  , где 

 - удельная проводимость тела шайбы,   - ее толщина. 

Для роликоподшипника  l
21 l= .Сила aF  направлена 

влево, т.е. в направлении скорости U  и  .Для n  шари-

ков и двух подшипников сила будет в 2n  раз больше. 

Момент M  подшипникового двигателя: 

 

 

 

 

 
    Для двигательного режима M имеет сложную зави-

симость от  , так как maxB  и 
minB зависят от I ,а I зави-

сит от  (с увеличением   при неизменном nU  ток I  

будет уменьшаться, вследствие уменьшения  контакт-

ной напряженности k ). 

     Момент, возникающий в шарике(ролике), может 

быть подобен моменту, который возникает в двигателе 

Губера, но более вероятно имеет место взаимодействие 

магнитного потока через шарик(ролик) с током, прохо-

дящим вблизи поверхности шарика. В районе контакта 

взаимодействие поверхностного тока 
n

I  и индукции 

maxB создает пару сил Ампера, заставляющую шарик до-
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полнительно вращаться вокруг оси между точками ка-

сания шарика. То есть происходит пространственное 

вращение шарика. Это приводит к спиралеобразной 

траектории движения электронов по шарику и созданию 

результатирующей пары сил, создающей вращательный 

момент (рис.9.13). 

 

M




F


F

 
Рис.9.13. .Момент M


, создаваемый шариком 

      

Кроме M


 имеет место также небольшой вращающий 

момент от кулоновского взаимодействия зарядов в 

районе контакта. Однако основным будет момент (9.61). 

Выводы: 

1. Природа появления вращающегося момента в 

двигателе Губера (колесо и рельс) заключается во взаи-

модействии спиралевидного тока I   в колесе с обоими 

токами 
2

I в рельсе. 

2. Природа появления вращающегося момента в 

двигателе Косырева-Мильроя (два подшипника и вал), в 
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основном, заключается во взаимодействии магнитного 

потока, созданного спиралью тока I  в вале и модули-

рованного переменным магнитным сопротивлением за-

зора между обоймами подшипника с индуцированными 

во внутренней обойме подшипника токами”. 

    Як буде показано в більш пізніших дослідженнях, 

зроблені в статті висновки 1 і 2 не протирічать приро-

ді ефекту Губера. Вони вказують на деякі складові ефе-

кту, які все ж не є головним. Так висновок про те, що 

кульки підшипника є двигунами, протирічать дослідам в 

яких змазка підшипників зменшує тертя але збільшує 

швидкість   і момент M . 

 

9.2.6.  Термомеханічне гальмування в підшипнику 

 

Автори статті [18] «Анализ исследований и 

объяснение эффекта Ж. Губера» в журналі «Българско 

списание за інженерно проектиране», №26, квітень 

2015р., 11-15 с. довірливо, прийняли гіпотезу Кузьміна-

Шпатенка про криволінійність траєкторії струму в 

колесі (кульці) і розвинули її, вважаючи що струм (по-

тік електрики) в тілі, що обертається, розташовуєть-

ся на спіралевидній траєкторії. Подамо деякі вирізки з 

цієї статі: 

       “Если колесо (рис.9.14) вращается с угловой ско-

ростью   и движется с линейной скоростью U , то в 

зоне соприкосновения между токами рельсы и колеса 

образуется острый угол, под которым находятся встреч-

но направленные токи I . Они взаимно отталкиваются, 

образуя по закону Ампера силу а
F  с не нулевым плечом 

относительно точки соприкосновения. Таким образом 

первичная гипотеза Ж.Губера об электродинамическом 

эффекте частично подтверждалась. 
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Рис.9.14.  а). Модель Кузьмина В.В., Шпатенка В.С. б). Наша трае-

ктория тока в движущемся колесе 

 

Предположение [35] об искривлении траектории тока в 

колесе или шаров справедливо. Однако для реальных 

скоростей 1V  движения к (или от) центра электронов 

( )xV =1 скорость 
2

V их переноса телом колеса или ша-

рика, которые вращаются с угловой ско-

ростью , xV =2  (где   - коэффициент подвижности 

электронов в металле, ( )x  -напряженность электриче-

ского поля, x  - расстояние траектории к оси, для x  

близкого к радиусу r  колеса или шарика) намного  

больше от 1V   . То есть траектория движения каждого из 

электронов будет иметь вид анти-спирали Архимеда 

(рис.9.14, б). При вращении колеса точка касания a  пе-

ремещается по окружности колеса со скоростью r  , 

заряжая периметр колеса отрицательным или положите-

льным зарядом в зависимости от полярности источника 

тока. То есть имеет место динамическая электризация 

токопроводящего колеса. Кроме того, как показал опыт 

авторов с двигателем Косырева-Мильроя с небольшими 

шарико-подшипниками и током в А20 двигатель через 

85   минут работы начинает тормозиться и останавли-

вается. Эффект остановки объясняется линейным рас-

ширением радиуса r  шариков в результате нагрева то-

ком по закону Джоуля - Ленца и уравнению термодина-

мики: 
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    ТВ ТВ

2

оx оx

( )cm d І R t

к S dt n к S




  
+  =  

 
,                (9.62) 

где n -количество шариков в подшипнике; c  - коэффи-

циент теплоемкости стали, m  -масса шариков; 
ТВ

к  -

коэффициент теплоотдачи с поверхности охлаждения 

оxS  шарика; R  -электрическое сопротивление между 

точками касания шарика. 

Тепловая постоянная времени 
оxТВ

cm

к S
 =   характе-

ризует экспоненту нагрева шариков до установившегося 

значения 

                               

( )

ТВ

2

0 2

оx

R
I

n к S


  


= + ,                  (9.63) 

которое будет тем больше, чем меньше 
ТВ

к . Воздух 

имеет гораздо больше 
ТВ

к ,  чем вакуум. Именно по этой 

причине в опыте авторов статьи [58] двигатель Косыре-

ва-Мильроя остановился в вакуумной камере. К сожа-

лению, они на этот фактор не обратили внимания. В 

нашем образце двигателя шарики разогревались приме-

рно до С


200  и, имея температурный коэффициент ра-

сширения 
6

1013
−

=  , увеличили свой диаметр на  

мм026.0  (что соизмеримо с зазором в точках соприкос-

новения шариков n  колец). В результате роста механи-

ческого противодействия двигатель через (3 4)  оста-

навливался. Это явление отсутствует в двигателе 

Ж.Губера, где одна точка соприкосновения. 

Почему при существенном увеличении   ток І  

уменьшается; почему ток и магнитный поток в двигате-

ле Косырева - Мильроя совпадают по направлению, как 

модернизировать двигатель Ж. Губера, чтобы получить 

не нулевой пусковой момент, показано в работе [15]”.  
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Висновок. Не зважаючи на помилковість гіпоте-

зи Кузьміна-Шпатенко про виникнення моменту у дви-

гуні Губера, криволінійність і навіть спіралевидність 

траєкторії потоку електрики в колесі, що обертаєть-

ся, має місце. І не менш важливим є думка про динамі-

чну електризацію поверхні колеса, тобто про утво-

рення електричних зарядів, як мінімум в зоні контакту. 

Важливім є також експериментальне і теоретичне 

підтвердження зупинки обертання підшипників вна-

слідок теплового розширення їх кульок. 

 

9.3. Дослідження зони контакту 

 

Коло можливих напрямків досліджень звузилось 

до недостатньо дослідженого процесу, що відбуваєть-

ся в зоні дотику. Конструктивно зона двох близько ро-

зташованих струмопровідних тіл може бути предста-

влена як активно-ємнісний елемент з паралельно 

з’єднаними резистором к
R і конденсатором к

C . А ділян-

ки наближення струму до зони контакту як активно-

індуктивний елемент ( )RL , де внаслідок досить великої 

площі поперечного перерізу направляючих та тіла коле-

са чи кульки активна складова R опору буде набагато 

менше активної складової опору
 к

R  контакту 

(рис.9.15). 

R

кR

кC

L

 
Рис.9.15. Схема заміщення кола струму в зоні контакту 
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Завдяки реактивним елементам (ємності
к

C  і індуктив-

ності L ) може виникати іскріння зліва і справа від зони 

механічного контакту. Розглянемо колесо радіусу r , 

ширини b , що рухається з лінійною швидкістю 
0

V  і ку-

товою 
0

  по рейці (рис.9.16, а). 

 

кl

b

r

0

0V

кS

1к 2к
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кl

  

а) б)

 
Рис.9.16. a) Система «колесо-рейка», б) Зона контакту 

 

З набігаючої сторони на ділянці площею 
1к

l b   виникає 

частина 
1C

i загального струму I , яка має ємнісній хара-

ктер: 

( ) 1

1 1

1

21 1 0 1

1 0 1

( )
( ) ( ) ( )

( )

к

C к к к к к

к

d tdq d dC d S
i t U C U U U S t

dtdt dt dt dt t


  



   
= =  = = = −    

  

,                  

(9.64) 

де, так як
1
( )

к
t  зменшується, то  

                               

1

1

0 1

2

( )
( ) 0

( )

кк

l

к

d tS U
i t

t dt





 
=   

 
 .      (9.65) 

В збігаючій стороні на ділянці площею 
1к

l b виникає ча-

стина
2C

i  загального струму I , яка, як і 
1
( )

C
i t  частково 

має ємнісний характер: 

     

2

2

1

0 2

2

( )
( ) 0

( )

кк

C

к

d tS U
i t

t dt





 
=  −  

 
.                     (9.66) 
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Вона менше нуля, оскільки 
2
( )

к
t збільшується у часі. 

Враховуючи симетрію відносно середини зони контакту 

і, прийнявши в першому наближенні лінійний закон змі-

ни
1
( )

к
t  , 

2
( )

к
t , можна прийняти, що ємнісні стру-

ми
1C

i , і
2C

i  взаємокомпенсуються, тобто  

     1 2
( ) ( ) 0

C C
i t i t+  .                         (9.67) 

Однак заряди
1

q і
2

q ,внаслідок наявності напруги
к

U і єм-

ностей 
1

C  і 
2

C , будуть мати місце. Якщо маємо коліс-

ну пару Губера, то потенціал
1

  однієї рейки-полюс, 

другої 
2

  мінус, а коліс - нуль. Тобто в зонах 
1к

l b і
2к

l b  

має місце не збалансований (як у звичайному конденса-

торі підключеному до джерела
к

U ) заряд 

    
1 2 2

к

C C C

U
q q C q+ =  = ,                         (9.68) 

де 
1 2

С С С= + . 

Ще більший заряд
0

q  має місце в зоні 
0к

l b безпосеред-

нього контакту. Внаслідок його не ідеальності мають 

місце мікро-зазори
0к

  між тілом колеса і рейки. Вна-

слідок кінцевості площі 
0 0к к

S l b=  і майже нескінченно 

малого зазору
0к

 , ємність 0
C  може бути досить як у 

іонисторах чи над-конденсаторах відчутною: 

           

0

0

0

0

к

к

S
C




=   .                           (9.69) 

Так для контакту колеса вагона і рейки (рис.9.17) єм-

ність 0
C наближено дорівнюватиме 

12

0 6

8.85 10 (0.02 0.03) 0.1
(0.018 0.027)

10
C k

−

−

   
 =   . 
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Рис.9.17. Контакт колеса і рейки 

 

Якщо прийняти напруги 10
к

U В= , то заряд
0

q  скла-

де 6
(0.18 0.27) 10 Кл

−
  . Сумарний заряд 

0 C
q q q

= + буде 

ще більшим. Отже слід звернути увагу на ємнісні ефе-

кти, завдяки яким в зоні контакту колеса і рейки утво-

рюється не збалансований заряд q


. 

 

9.4 Двостороння дія закону Біо-Савара-Лапласа 

 

      Подальше наближення до привільного пояснення 

ефекту Губера набуло в статі «Ефект Губера» [23]. Тут 

вперше було враховано дію закона Біо-Савара-Лапласа і 

на збігаючій стороні контакту. Надамо деякі складові 

цієї статті: 

     “Как показали наблюдения, для возникновения кру-

тящего момента M , кроме наличия движения колес или 

шариков, необходимо чтобы колеса (шарики) и направ-

ляющие были ферромагнитными, соответственно где-то 

должен существовать источник намагничивания ферро-

магнетика колес (шариков) и направляющих; чтобы на-

магничивания тел было не равновесным относительно 

точки контакта (в сторону движения оно должно быть 
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большим, чем в противоположную), материал феррома-

гнетика был магнито-мягким; смазка подшипников, ес-

ли она не густая, также несколько улучшала показатели 

двигателя Косырева-Мильроя. Однако ток I , который 

имел место во всем контуре "источник-потребитель", 

непосредственно не мог создавать не равновесное маг-

нитное поле, которое, соответственно, не равновесно 

намагничивало ферромагнетики и путем их протягива-

ния с набегающей стороны колес или шариков создава-

ло  крутящий момент. 

    Для выявления причины, которая это сделала, следует 

учесть специфику электродинамики, а именно наличие 

движения точки соприкосновения, как относительно не-

подвижной направляющей, так и относительно системы 

координат колеса или шарика, неподвижной относи-

тельно тела колеса или шарика. В обеих системах коор-

динат точка соприкосновения (при условии что колеса 

или шарики вращаются с угловой скорость  против 

движения часовой стрелки) движется влево со ско-

ростью 

                               0
V r=   ,                           (9.70) 

где r -радиус колеса или шарика. Чтобы установить на-

личие в этой пространственно неоднородной системе 

зарядов и их неравномерное распределение, где показа-

тели системы будут зависимыми как от тока, так и от 

положения и движения ее составляющих, необходимо 

детально проанализировать процессы непосредственно 

в зоне контакта. 

При недвижимости колеса или шарика( 0
0V = )не-

подвижная зона контакта состоит из подзоны " a " непо-

средственно механического и электрического контакта, 

которая зависит от степени шероховатости поверхно-

стей и механического давления, и подзоны " b " чисто 

электрического контакта, расположенной симметрично 
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вокруг зоны механического контакта (рис.9.18), которая 

имеет зазор  возрастающий по закону 

                    ( ) (1 cos )r  = − ,                      (9.71) 

 


r

( ) 

x

ab b  
Рис.9.18. Зона электрических и механических контактов 

 

где  − угол, равный arcsin
x

r
, x  − расстояние от оси 

прикосновения. Ток I , как поток вектора электрической 

плотности j через общую поверхность S  контакта, по-

данной в виде суммы электрических трубок к-й плотно-

сти
к

j  через сечение к-й трубки
к

S . 

            1

N

к к

КS

I j dS j S
−

=     .                   (9.72) 

В зоне " a " механического контакта часть
1

I , тока I  ис-

числяется по закону Ома, как напряжения 
к

U на контак-

те, деленное на электрическое сопротивления к
R конта-

кта. В зоне воздушного зазора  происходит ионизация 

воздуха и электрический пробой зазора вследствие дос-

таточно большой напряженности  электрического по-

ля: 
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( )
( ) (1 cos )

к к
U U

r
 

  
= =

−
,                  (9.73)  

где  
к

U составляет несколько единиц или десятков 

вольт, а зазор, в зависимости от  изменяется от микрон 

до миллиметров. Поэтому общий поток I  электронов, 

кроме тока проводимости
1

I , будет иметь ток
2

I  пробою 

диэлектрика, как поток электрических зарядов q  через 

воздушный зазор , движущихся со скоростью
q

V , про-

порциональной напряженности электрического поля в 

ионизированном воздухе зазора. 

   Таким образом, при условии
0

0V = , имеем симметрич-

ное распределение плотностей 
к

j тока I  и зарядов, как 

на поверхностях ферромагнитных тел в зоне контакта, 

так и в воздушном ионизированном зазоре ( )  . Ток 

I симметрично намагничивает ферромагнитные тела 

колеса (шарики) и направляющих, и не приводит к об-

разованию крутящего момента M . 

    Иную картину наблюдаем при движении колеса или 

шарика, состоящего из вращающегося со скоростью  и 

поступательного со скоростью
0

V  (9.70) движения 

(рис.9.19). 

Ток 
к к

j S  каждой к-й трубочки в ферромагнитном теле 

направляющей и колеса (шарика) создает вокруг себя в  раз 

более сильную магнитную индукцию чем в вакууме. Для ва-

куума, по закону полного тока, 

                       

0к к

L

B dl I = .                    (9.74) 
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0V

x x

кj

к к
I j S=   

Рис.9.19. Асимметричное распределение плотности 
к

j тока I  

 

Для ферромагнетика в выражении (9.74) вместо 0
 следу-

ет подставить 0
  , где   − относительная магнитная пос-

тоянная, для различных сталей лежит в пределах
3 4

10 10 . 

Соответственно больше будет и индуктивность L  каждой 

трубки тока. Во время движения колеса или шарика точка 

соприкосновения перемещается со скоростью
0

V . Это приво-

дит с набегающей стороны к замыканию зазора  и образо-

вания новых трубок к к
j S  , а со сбегающей - к размыканию 

цепи трубок. То есть имеет место процесс коммутации элект-

рических цепей трубок
к к

j S   токов
к

I . Наличие индуктив-

ности L  трубок с током
к

I  в ферромагнитной среде, согласно 

закону электромагнитной индукции Фарадея, создает в зоне 

коммутации электродвижущую силу 

            

к

к

dI
L

dt
 = − ,                            (9.75) 
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которая по правилу Ленца направлена таким образом, чтобы 

уменьшить скорость к
dI

dt
 изменения тока

к
I . С набегающей 

стороны 
к

  направлена навстречу напряжению
к

U  на контак-

те, уменьшая скорость роста
к

I ; со сбегающей стороны, нао-

борот, 
к

  будет добавляться к напряжению
к

U , тем самым 

поддерживая токи
к

I  справа от контакта. Чем больше индук-

тивность L , а также чем больше скорость  тем больше бу-

дет асимметрия распределения трубок 
к к

j S  в пользу сбе-

гающей стороны. Действительно, в
к к

R L  - цепи в к-й трубке 

при коммутации в первом приближении имеют место два ти-

па переходного процесса: 

- при подключении 

            

0
( )

( ) 1

t

к

d

к ку
I t I e



 
− 


 = −
 
 
 

,                       (9.76) 

где
ку

I  - установившееся значение к
I , - время, 

             
( )

к
к

к

L
R




= ,                             (9.77) 

- при отключении 

            

( )
( ) к

d

к ку
I t I e



 
− 

= .                          (9.78) 

Чем больше скорость
0

V  (9.70), тем (согласно (9.76)) меньше 

трубок токов к
I образуется с набегающей стороны и больше 

со сбегающей. Каждая трубка, преодолевая воздушный за-

зор ( )
к

  , образует в нем электрический заряд к
q ( разряд, 

искру, дугу): 

                к к к к к к
q j S t I t=     =   ,                   (9.79) 
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где
к

t  - время прохождения носителей тока
к

I  через за-

зор ( )
к

  . Суммарный заряд q


будет равен сумме всех за-

рядов слева и справа от точки соприкосновения с координа-

той екв
x

: 

                  

11

1

NN

N

к кк к
кк

екв

к

к

I xI x

x
I

I

==

=



= =




,                   (9.80) 

где координаты 
к

x справа от точки соприкосновения берутся 

со знаком "минус", слева - "плюс". 

      Эквивалентный суммарному пространственному заря-

ду q


 точечный заряд 
е

q будет смещен вправо на рассто-

яние
екв

x  от точки соприкосновения. Соответственно, возду-

шные зазоры слева и справа от координаты
екв

x  заряда 

е
q q


= будут разными: 

−  слева 

        1
( ) (1 cos( ))

е
r   = − −  ,                 (9.81) 

− справа 

         2
( ) (1 cos( ))

е
r   = − +  ,                  (9.82) 

где  меняется от нуля до значения
max

 , при котором ра-

зряд прекращается. С ростом 
0

V от нуля до максимально во-

зможной для данного источника питания, 
екв

x  тоже растет от 

нуля до максимального вследствие увеличения количества 

трубок к
I  со сбегающей стороны. Действительно согласно 

(9.78), трубка размыкается примерно за 3
к

 . За это время 

длина x  зоны существования трубок составит 0
3

к
V  . Если 

на каждую трубку приходится x  пути, то их количест-

во 0
3

к
n V x=   . 
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Заряд 
е

q движется в воздушном зазоре за точкой соп-

рикосновения со скоростью
0

V . При этом в пространстве 

траектории движения заряда, согласно закону Био-Савара-

Лапласа, он, как элемент
у

I dl  некоторого условного 

тока 
у

I , где 

           
0е е у

dl
q V q I dl

dt
 = =  ,                  (9.83) 

образует в соответствующей точке пространства магнитное 

поле индукции dB  (рис.9.20): 

        

0

2

sin

4

у
I dl

dB
r





 
= ,                (9.84) 

x

0
r

dB
M

r



уI dl 

r

M

0
r

dB

 
Рис.9.20. Закон Био-Савара-Лапласа 

 

где r , 0
r  расстояние до точки M , в которой элемент тока 

у
I dl создает индукцию dB . Для расчета магнитного поля 

1 0
( )r r следует проинтегрировать 1 0

( )dB r r  по всему заданно-

му пространству в пределах  max
0,r r  ,  0 0max

0,r r  . 

Если же в это воздушное пространство ввести ферромагнит-

ные тела, то они локально намагнитятся от элемента
у

I dl  и, 

имея воздушный зазор ( )   (9.81, 9.82), с целью миними-

зации энергии м
W магнитного поля [11], образуют силы м

F , 
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которые действуют на увеличение магнитной проводимос-

ти
м

Y  зазора ( )  , то есть на уменьшение зазора: 

              

м

м

dW
F

d
= .                             (9.85) 

Сила
м

F , как известно [21], пропорциональна квадрату усло-

вного тока
у

I , обратно пропорциональна квадрату зазора  и 

действует на уменьшение зазора   (увеличение магнитной 

проводимости 
м

Y ). Как видим (рис.9.21), условия намагни-

чивания и взаимопритяжения ферромагнетиков слева сущес-

твенно лучше аналогичных условий справа от точки сопри-

косновения. Слева 
1
( )  проходит через нуль и медленно 

растет (9.81) до
max

 , тогда как справа 
2
( )  сразу возрастает 

(9.82) от
е

  до
max

 . 

 

b b

1
мF 2

мF



 

0
V

1
dB

1
dB

2
dB

2
dBеквqеквx

 
Рис.9.21. Асимметричное расположение заряда екв

q  

 

Элемент
у

I dl  несимметрично локально намагничивает тела 

ферромагнетиков в зоне контакта. По перемещению точки 
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контакта, в силу магнитомягкости ферромагнетиков, они 

размагничиваются до небольшой остаточной намагниченнос-

ти. Это дает возможность на следующем шаге повторить весь 

процесс, обеспечивая постоянное воздействие крутящего мо-

мента (рис.9.21): 

              1 2
( )

м м
M F F b= − ,                (9.87) 

где b - плечо равнодействующих сил
1м

F  и
2м

F . 

     Однако с ростом
0

V  (или ) дальнейшее их увеличение, 

после некоторого экстремального роста
екв

x  приводит к 

уменьшению
1м

F  и росту 
2м

F и, как следствие, уменьшению 

момента M . Зависимость ( )M   носит экстремальный хара-

ктер, подобный моментной характеристике однофазного аси-

нхронного двигателя”. 

    Однак, розглядаючи тільки миттєві значення сил 

1м
F і

2м
F  (рис.51), автори роблять невірний висновок, що 

1м
F більше

2м
F . Навпаки, зсув 

екв
x  заряду екв

q   вправо від то-

чки дотику збільшить миттєве значення моменту протидії 

обертанню  

      Згадуючи двигун Косирєва-Мільроя, який на кафедрі зага-

льної електротехніки КПІ демонстрував А.В.Нетушил, та не 

зовсім вдалі власні експерименти, ми звернули увагу на наяв-

ність маховика у двигуні Косирєва-Мільроя, що мав суттє-

вий динамічний момент інерції. Отже слід розглянути не 

миттєві значення відповідних сил і моментів, а так звані 

імпульси сил і моментів. Це дало можливість повністю по-

яснити ефект.  

 

9.5.  Виявлення необхідної умова наявності моменту 

 інерції 

 

      Статті «Взаємодія законів електродинаміки в ефекті 

Ж.Губера» [24, 25] та «Interaction of the laws of electrodynam-

ics in the Huber effect)» подано остаточне пояснення проце-

сів, що мають місце в ефекті Ж.Губера: 
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Деколи проблема фізики полягає в бажанні отри-

мання точного математичного опису процесів в об’єктах 

реального світу. Але неможливо отримати фізико-

математичну модель, ізоморфну реальним процесам. 

Відповідно до законів загальної взаємодії елементів та 

нерозривносте матерії i руху, логічно стверджувати, що 

не існують лінійна залежність між окремими фізичними 

явищами, автономні (ідеально ізольовані) об’єкти, ста-

ціонарні детерміновані i стохастичні процеси, фізичні 

константи та iн. Як приклад, у зв’язку напруги i струму, 

поданого законом Ома як пряма пропорцiйнiсть, iгно-

руються закони термодинамiки, з яких витiкає, що кое-

фiцiєнт пропорцiйностi (електричний опiр) буде залежа-

ти вiд температури, а вона (за законом Джоуля–Ленця) 

вiд струму та часу. Тому iнколи успiх пояснення того чи 

iншого явища залежить вiд розумного компромiсу мiж 

точністю i складнiстю його математичної моделi. Саме 

такий пiдхiд використано нижче для пояснення ефекту 

Ж. Губера. 

 

9.5.1.  Ефект Ж. Губера з позиції зовнiшнього спо-

стерiгача 

 

Якщо колiсна пара Ж. Губера [35] котиться по 

рейкам, або вал i внутрiшня шайба пiдшипникiв двигуна 

Косирєва–Мiльроя обертаються, то, за наявностi елект-

ричного струму в контактi колiс (чи кульок) з направ-

ляючими, виникає обертальний момент М. Швидкість 

  обертання збільшується зі зростанням струму I  ; не 

залежить від його напрямку, постійності чи синусоїдно-

сті струму; дорівнює 0, якщо матеріал не феромагніт-

ний; за незмінності напруги реального джерела живлен-

ня залежність M від   екстремальна. Для 0 = , 

0M = , далі M зростає до максимального ( max
M ). Далі, 
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якщо механічний момент протидії менше 
max

M ,    

продовжує зростати, але зменшується M . Далі, якщо 

момент протидії змінив знак, за деякої синхронної шви-

дкості
c

  ,
 

0M =  , і далі, зі зростанням 
с

   , 0M  . 

 

9.5.2.  Огляд iснуючих намагань пояснити ефект  

Ж. Губера 

 

Розглянуте явище виявлено Ж.Губером в 1951 

роцi. Пояснення ефекту, поданi рiзними вченими [49, 

12, 58, 35], на жаль, не вiдповiдали фiзичнiй сутностi 

явища. Вважалось [12, 35], що момент виникає вiд взає-

модiї за законом Ампера струмiв направляючої i колеса 

чи кульки, якi розташованi пiд гострим кутом. Це ство-

рювало б момент, якби на другому колесi колiсної пари 

Ж. Губера чи другiй стороні кульки пiдшипника такий 

же момент не мав про-тилежного знаку. Вважалось [35], 

що момент виникає вiд iскри i збiльшення тиску повiтря 

на збiгаючій стороні контакту. Щоб це підтвердити [58], 

підшипники помістили у вакуумний ковпак i поступово 

вiдкачали повiтря. Рух припинився. Можливо, мав мiсце 

перегрiв i заклинювання підшипників внаслiдок суттє-

вого зменшення у вакуумi тепло-вiдбору вiд розiгрiтих 

струмом кульок до 250 С, i це привело до їх зупинки, а, 

можливо, i вiдсутнiсть у вакуумi iскри? Тiльки, чи пне-

вматична дiя іскри створювала момент? Автор роботи 

[57] за 1982 рiк стверджує, що iскри не є причиною, а в 

роботi [58] за 1973 рiк вiн вважав причиною саме їх. 

Про негативний вплив iскрiння на рух говориться в [57]. 

Термодинамiчне пояснення [12] виникнення моменту 

вiд теплової деформацiї направляючих, яка, начебто, 

створює гiрку, з якої скочується кулька чи колесо, не 

враховує їх значної теплової iнерцiйностi i могло б мати 

мiсце лише для надмалих швидкостей  . Але за таких 
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  момент не виникає. В [10] пропонуються положення, 

якi не вiдповiдають класичним законам фiзики, напри-

клад, наявнiсть магнiтної iндукцiї, створеної струмом, i 

спiвпадаючої з ним же за напрямком. Додатковi неясно-

стi внесли роботи [49, 10], де ефект Губера об’єднано з 

нез’ясованим ефектом Дж. Серла. Абстрактний матема-

тичний варiацiйний пiдхiд в роботi [11] теж не розкри-

ває фiзику явища. 

y

r r
 −

max max−

min


min
−( )

b

x

a
b

0
2

x
2

x−
1

x
1

x−

( ) −

Рис.9.22. Зона контакту: “a” – електромеханічного 

 і  “b” – електричного контактів 

       Як показали спостереження, для виникнення обер-

тального моменту M , окрiм наявностi руху, необхiдно, 

щоб колеса (кульки) i направляючi були феромагнiтни-

ми. Вiдповiдно до цього повинно iснувати джерело на-

магнiчування колiс (кульок i направляючих). Намаг-

нiчування тiл повинно бути несиметричним вiдносно 

точки контакту:в сторону руху бiльшим; матерiал феро-

магнетику повинен бути магнiтом’яким; змазка пiдшип-

никiв, якщо вона не густа, також дещо покращує показ-

ники. Однак, струм I  в колi “джерело–споживач” без-



 

 

355 

посередньо не може створювати несиметричне магнiтне 

поле, яке б несиметрично намагнічувало феромагнетики 

i, шляхом їх притягання з набiгаючої сторони з подаль-

шим розмагнiчуванням, створювало обертальний мо-

мент M . Пояснення ефекту залишалось не вирiшеним. 

 

9.5.3.  Пояснення ефекту на основi законiв електро-

динамiки рухомих тiл 

 

Специфіка електродинаміки [57, 56, 26] полягає у 

вивченні просторово неоднорідної системи з 

нерівномірним розподілом зарядів q  і додатковими 

степенями вільності руху. Тобто силові показники 

системи залежать не тільки від струму I , а від 

положення і руху складових системи.  

Розглянемо систему «направляючі – зона контакту 

– колесо чи кулька». Колеса чи кульки радіусу r , 

обертаються з кутовою швидкістю   проти 

годинникової стрілки. Вони котяться по нерухомих 

направляючих вліво від точки дотику з лінійною 

швидкістю 
0

V : 

         0
V r=  .                             (9.87) 

У колiснiй парi Губера рейки мають значний попереднiй 

перерiз (по вiдношенню до площi контакту рейки з ко-

лесом). Тому падiння напруги у рейцi вiдносно падiння 

в зонi контакту не суттєве, а напруга на контактi майже 

не залежить вiд мiсця пiдключення рейки до джерела. 

Площi перерiзу колеса i вала також великi. Їх опiр стру-

му також буде набагато меншим опору зони контакту. 

Подiбна ситуацiя має мiсце i в пiдшипниках. Таким чи-

ном, майже всю напругу джерела буде прикладено до 

двох послiдовно увiмкнених контактiв колiс, або чоти-

рьох послiдовно i n  паралельно увiмкнених контактiв 
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двох пiдшипникiв, де n  – кiлькiсть кульок в пiдшипни-

ку. Тому слiд проаналiзувати процеси в зонi контактiв. 

Потiк I  електрики q через зону нерухомого контак-

ту 

Зона контакту не є iдеальною лiнiєю для колеса чи точ-

кою для кульки (рис.9.22). Вона має кінцеву область с 

неiдеального (внаслiдок шероховатостi поверхонь) еле-

ктромеханiчного контакту, яку оточує область «b» суто 

електричного контакту через невеликий повiтряний чи 

масляний зазор . 

       В межах  в зонi «a», внаслiдок шероховатостi 

поверхонь, має мiсце механiчний контакт з резистивним 

опором 
a

R  i повiтряний – з ємнiстю 
a

C . Опiр 
a

R  зале-

жить вiд площi безпосереднього контакту поверхонь, 

питомого опору 
к

  контактного середовища i середньої 

товщини к
l  зони механiчного контакту: 

             

к к

a

к

l
R

S




.                        (9.88) 

Ємнiсть 
a

C  в зонi «а» з’являється внаслiдок не iдеаль-

ностi контакту, тобто наявностi мiкрозазорiв мiж повер-

хнями. Вона пропорцiйна частинi 
a

S  площi 
к

S , дiелект-

ричнiй проникностi   повiтря i зворотно пропорцiйна 

товщинi ( )   мiкрозазору: 

( )
a

a

S
C



 
 .                                (9.89) 

Для контакту кульки і обойми, враховуючи малість  ,  

  

2

2 2 2 2
sin

4 4 4
a

a k k
S k r r

  
 = =  ,     (9.90) 

для контакту колеса і рейки 

              2 2
a

S kaf kfr=  ,      (9.91) 

де коефіцієнт k  враховує, як зменшення загальної 
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площі 
к

S , так і збільшення поверхні “обкладок” 

конденсатора внаслідок шорсткості поверхонь; f  – 

ширина колеса. 

Зазор ( )  для зони “а” складає одиниці мікрон. 

Тому ємність 
a

C , незважаючи на невелику площу 
a

S , 

може бути достатньо відчутною, особливо для 

масляного зазору. Для  малих  , 

            ( ) ( ) 2
1 cosr r   = −  .     (9.92) 

Ємність(9.89), з урахуванням(9.90) і (9.92), для n  

паралельно увімкнених кульок: 

    

2 2

2
4 4

a

k nk r
C n r

r

  



=  = .     (9.93) 

Ємність двох контактів колеса і рейки.  

      
2

4
2 2

a

k f
C kfr

r

 


 
=  = .      (9.94) 

Напруга 
к

U  (різниця потенціалів 
1

  і 
2

 ) на 

контакті, визначається опором і струмом I : 

       1 2ê ê
U I R = − =  ,       (9.95) 

де, внаслідок наявності двох або чотирьох (у 

підшипниковій парі) послідовно увімкнених контактів 

між () полюсами джерела постійної напруги U , 

потенціали 
1

  і 
2

  будуть одного знаку для чотирьох 

або 
2

  буде нульовим для двох послідовних контактів. 

Площа  
b

S  в зоні “b” (рис.9.22) для кульки: 

             
( )2

2
b

k
S a b b


= + ,        (9.96) 

– для колеса: 

               2
b

S kfb= .      (9.97) 

Площа 
b

S  суттєво більша від 
a

S , але і зазор (9.92) 

більший, оскільки (рис. 9.23) 
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 min max
,   , min max

2,   
2

a
b

a
arctg arctg

r r
 

+

= = .    

(9.98) 

Наближене значення ємності 
b

C  для середнього 

значення .сер
 , що дорівнює напівсумі 

min
 і 

max
 : 

– для n кульок підшипників 

( )
( )

2

max max0 0 max

02 2

. . .

2 ;
2 1

minr r

b r

сер сер cер

k nk r
C n a b b nk r

r

       
 

  

 −
  +         

     (9.99) 

– для двох контактів коліс і рейок 

           

0

2

.

4 r

b

сер

C kfb
r

 


=  .               (9.100) 

Для підшипників сумарна ємність складе 

приблизно долі, для коліс – одиниці пікофарад, а 

можливо і більше. 

Заряди
1

q  і 
2

q  одного знаку, розташовані на 

контактуючих поверхнях, 

      1 1 2 2
,   q C q C =  =  ,             (9.101) 

відповідно до(9.89) – (9.95), складуть тисячні долі 

Кулона. 

 

Потік I  електрики q  через зону рухомого контакту 

За відсутності руху електричний струм I , як потік 

електрики q , розподілено в зонах “a” і “b”  (рис. 9.22) 

симетрично. Невелика зона “b” обмежена координатами 

2
x , за яких явище пробою зазору зникає. Ситуація 

суттєво змінюється (рис.9.23), якщо колесо чи кулька 

обертаються зі швидкістю  , рухаючись зі швидкістю 

0
V  

З метою пояснення виникнення асиметрії, подамо 

потік I сумою електричних трубок густини k
j через 
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перерізи S сумарної площі 
к

S  контакту: 

       

( )
1

к

N

k

kS

I j S dS j dS
=

=    .      (9.102) 

y

к
j



1
b

1 max


2 max
−

0
V

x 0

1


2
b

екв
q

екв
x

2


 
Рис. 9.23. Асиметричний розподіл густини 

k
j  струму I   
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Рис. 9.24. Перехідні процеси (9.100), (9.101) в колі k  – тої трубки 

для швидкостей 
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Кожна k -та трубка струму
k k

I j S=   утворюється в 

момент 
1
t  виникнення розряду в зазорі 

1
  і зникає в 

момент 
3

t згасання розряду в зазорі 
2

  (рис.9.24). 

Маючи кінцеву довжину 
k

l , площу S  перерізу і 

розташування у феромагнітному середовищі, кожна 

трубка є 
k k

R L – колом, де 
k

R  і 
k

L – електричний опір і 

індуктивність. Якщо (для спрощення) прийняти 
k

R  і 

k
L постійними, а опір контакту вважати нульовим за 

наявності і нескінченним за відсутності розряду, то 

миттєве значення ( )
k

i t струму 
k

I  визначається як 

розв’язок рівняння:  

          

k

k k k k

di
L R i U

dt
+  = .     (9.103) 

А саме: для 
2 1

t t t    

        

( ) ( )
1

1
1 1k

t t

k

k

k

U
i t e t t

R



−
− 

= −  − 
 
 

;     (9.104) 

для  
2 3

t t t    

( ) ( )
2 1 2

2
1 1k k

t t t t

k

k

k

U
i t e e t t

R

 

− −
− − 

= −   − 
 
 

,  (9.105) 

де ( ) ( )1 2
1 ,   1t t t t− − – функції Хевісайда, k

k
k

L
R

 = – стала 

часу. 

Залежно від швидкості, струм ( )k
i t  за час ( )2 1

t t−  експо-

ненцiйно зростає i досягає усталеного значення k

k

U

R
 для 

швидкостi 
0

V  або його частини ( )2k
i t  для 

0
V . Далi, пiсля 

розмикання механiчного контакту (
2

t t або
2

t t ), вiн 

експоненцiйно зменшується (9.105) до нуля. Напру-
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женiсть 
.пр

 , за якої виникає чи зникає пробiй зазору  , 

з набiгаючої сторони дорiвнює вiдношенню 
к

U  до 
1
  

(рис.9.23). В момент 
1
t  (незалежно вiд швидкостi 

0
V чи 

0
V   ) виникає струм (9.104). Заштрихована площа пiд 

кривою ( )k
i t   дорiвнює заряду q , що пройшов через за-

зор за час  1
,  

з
t t   для 

0
V або  1

,  
з

t t  для 
0

V   , де 
з

t  – мо-

мент виникнення механiчного контакту. Далi, на iнтер-

валах  2
,  

з
t t  чи  2

,  
з

t t  , має мiсце електромеханiчний ко-

нтакт. В момент часу 
2

t  чи 
2

t  механiчний контакт роз-

микається i виникає струм(9.105). Вiн буде експонен-

цiйно зменшуватись до моменту
3

t  чи 
3

t , за якого вiдно-

шення k

k k

di
U L

dt
+  до зазору   чи 

2
   не зрiвняється з 

напруженiстю .пр
 , за якої вiдбувається пробiй зазору . 

Тобто 
2

  буде бiльшим за 
1
  (рис.9.23, рис.9.24). За-

штрихована площа пiд кривою (9.105) струму ( )k
i t  – це 

заряд q , що пройшов за час  2 3
,  t t  чи  2 3

,  t t  . Як бачи-

мо (рис. 9.24), вiн значно бiльший вiд заряду q  з на-

бiгаючої сторони. 

Визначимо вiдстанi 
1

b i 
2

b . Для 
1

b : 

( )
. 22 2

1 1 1 11
1 cos

arcsin

k k k k k

ï ð

U U U U U
r

r r bb
r

r


  

= =  =  
−  

 
 

, (9.106) 

звідси  

  
1

.

k

ï ð

U r
b




= ;                           (9.107) 

для 
2

b : 
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( ) ( )3 3

. 2

2 2

k k

k k k k

ï ð

di t di t
U L U L

dt dt
r

b




+ +

= =  ,             (9.108) 

звідси 

    

( )3

2

.

k

k k

ï ð

di t
U L

dt
b r



+

=  .     (9.109) 

Чим більша 
0

V , тим більше модуль k
di

dt
 і, 

відповідно, більше відношення 
2

b  до 
1

b , тобто, 

несиметрія.  

Аналогічно тому, як у колі з індуктивністю струми 

k
i трубок не змінюються миттєво, так і напруга 

к
U на 

конденсаторі (9.89) і, відповідно, заряди 
1 2
,  q q  (9.101) 

теж не можуть змінюватись миттєво. Тому також 

відбувається зміщення зарядів 
1 2
,  q q  праворуч від зони 

контактів.  

Струми 
k

i трубок долають за скінчений час 
k

t  

повітряний зазор 
k

 зі швидкістю 
k

V пропорційною 

напруженості 
k
 : 

          k k
V = ,                (9.110) 

де  – коефіцієнт рухомості заряджених частинок у 

зазорі 
k

 . Тоді, відповідно до розмірності (Ас=Кл), є 

припущення, що не тільки на поверхнях, а і в зазорі 
k

  

k-ої трубки утворюється незбалансований (внаслідок 

динамічності процесу) заряд 
k

q : 

   

2

k k

k k k k k

k k

q i t i i
U

 


=   =   .       (9.111) 

Сумарний повітряний заряд 
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   1

N

k

k

q q


=

=                       (9.112) 

можна подати еквівалентним точковим зарядом 
екв

q ,  

який дорівнює q

 і розташований праворуч від точки 

дотику на відстані 
.екв

x  (рис.9.23), де 

1

.

N

k k

k

åêâ

q x

x
q

=





=


.        (9.113) 

Внаслідок асиметрії і поверхневі заряди (9.101) 

також будуть зміщені праворуч від точки дотику. 

 

Несиметричне намагнічування рухомими зарядами 

колеса (кульки) і направляючої 

 

Заряди (9.101), (9.112), що утворилися в зоні 

дотику рухаються відносно тіл колеса (кульки) і 

направляючої зі швидкістю 
0

V . Добуток сумарного 

заряду 
1 2 .екв

q q q q= + +  на швидкість 
0

V  можна подати як 

елемент у
I x   умовного струму у

I  

  
( )1 2 . 0екв y
q q q V I x+ +     ,      (9.114) 

де 

1 2 .

0
,    екв

y

q q q x
I V

t t

+ + 
= =

 
. 

За законом Біо-Савара-Лапласа елемент (9.114) струму 

у
I  в точці М повітряного простору утворює магнітне 

поле індукції В (рис.9.25): 

0

2

sin

4

y
I x

B
r





  
 =  .                    (9.115) 

Для розрахунку всього магнітного поля ( )0
,  r r  

достатньо проінтегрувати (9.115) в межах  max
0,  r , 

 0 max
0,  r . Якщо у цей простір внести феромагнітні тіла 
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колеса (кульки) і направляючої, то вони локально 

намагнітяться, збільшуючи в 
r

  разів магнітну індукцію 

В (в 100010000) і, маючи повітряний зазор ( )  , з 

метою максимізації енергії 
M

W  магнітного поля [29], 

утворять сили 
M

F , які діють за умови збільшення 

магнітної провідності 
M

Y , тобто на зменшення зазору 

( )  : 

    

M

M

dW
F

d
= .                      (9.116) 

Як відомо [21], сила 
M

F пропорційна квадрату 

струму у
I , зворотно пропорційна квадрату зазору ( )   

і діє на зменшення  (збільшення 
M

Y ). 

Однак, як бачимо з рис.9.23 i рис.9.24, зсув вправо 

вiдносно нуля координати  за однакових зазорiв  

злiва i справа (на момент часу “нуль”) створює дещо 

кращi умови для намагнiчування i притягання тiл на 

збiгаючiй (правiй) сторонi вiдточки дотику і, якби 

система, що рухається, мала нульову масу, то рух влiво 

миттєво б припинився. Асиметрiя (рис.9.23) вирiвнялась 

би до симетрії (рис.9.22). Але маємо для моменту 
0

t часу 

t  взаємодiю чотирьох моментiв: момент 
1

M , що бажає 

зменшити зазор ( )( )t   злiва вiд точки дотику; момент 

2
M , що бажає зменшити зазор за точкою дотику справа; 

динамiчний момент
3

M , який утворюється вiд маси m  i 

швидкостi 0
V  руху рухомої частини системи; 

4
M  – 

момент навантаження. Якщо
0

0V  , то: 

     1 3 2 4
M M M M+  + .          (9.117) 
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Рис. 9.25. Закон Біо-Савара-Лапласа 

 

Чим більше m  і 0
V , тим більший 3

M , але чим більша 

0
V , тим більше відстань .екв

x  від точки дотику до 

координати еквівалентного заряду .екв
q  (рис.9.25) і, 

відповідно, 2
M . Для конкретного струму I існує 

максимальна швидкість max
V , за якої зрівняються 

усереднена за час t  дія моментів 1 3
M M+ і протидія 

моментів 2 4
M M+ . Для інтервалу t  часу t , за якого 

нерівність (9.117) виконується завдяки наявності руху зі 

швидкістю 0
V , на шляху x , усереднене за час 

t значення моменту 3
M  (внаслідок зменшення зазору) 

зросте, а 2
M  – навпаки (внаслідок збільшення зазору) – 

зменшиться. Таке твердження вірне, якщо середнє (за 

час t ) значення зазору зліва .лів
  менше, ніж справа 

 .пр
 (рис.9.26). 
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Рис.9.27. Поверхні лінеаризованої залежності ( ),  t x для лівої 

( )1
,x t і правої ( )1

,x t−        областей 

 

На рис.9.26 показано положення колеса (кульки) 
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для моментів 0t = (лінії) і t t=  (пунктир) часу t . Щоб 

наближено визначити середнє за час t значення зазорів 

зліва і справа від точки ( 0t = , 0x = ), лінеаризуємо 

залежності ( ),  t x  для малої області 

( ) ( )1 1
, , 0,x x t t t − = =     (рис.9.27). Як витікає з рис. 6, 

середнє значення  за час t  ліворуч від точки (0,0) 

складе 
1

0,5 , праворуч – 
1
 . Відповідно середнє за час 

t  значення дії моменту 
1

M  ліворуч від точки (0, 0) 

буде в 4 рази більше, ніж праворуч. Несиметрія сил і 

моментів призводить до прискорення руху. Однак, за 

майже незмінних параметрів 
k

R , 
k

L  , тобто незмінної 

сталої часу 
k

 , зростає несиметрія. Центр
.екв

x  (9.113) 

розташування заряду (9.112) зміщується праворуч від 

точки (0, 0) дотику. Це призводить до зменшення 

несиметрії дії сил і, відповідно, сумарного моменту. 

Якщо далі штучно збільшувати швидкість  , то момент 

буде зменшуватись до нуля і далі змінить знак подібно 

однофазному асинхронному двигуні. 

 

Висновок 

 

В ефектi Ж. Губера має мiсце утворення зарядiв в зонi 

контакту, якi, рухаючись вiдносно феромагнiтних тiл, 

нерiвновiсно локально намагнiчують колеса (кульки) i 

направляючi. Останнi, притягуючись з бiльшою 

енергiєю з набiгаючої сторони, утворюють обертальний 

рух. Збiльшення струму I збiльшує заряди i момент. 

Збiльшення швидкостi збiльшує зсув праворуч вiд точки 

дотику координати 
.екв

x  заряду, що призводить до зме-

ншення моменту. Тобто, система має властивiсть само-

балансування. Намагнiчування може вiдбутися як вiд 

сталого, так i синусоїдного струму, оскiльки сила 
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M
F (9.116) залежить вiд його квадрату. Необхiдною 

умовою несиметрiї є рух, який забезпечує умову (9.117). 

На збiгаючiй сторонi контакту за зоною “𝑏” (рис.9.22) 

відбувається розмагнiчування феромагнетикiв i посту-

пове зникнення надлишкових поверхневих зарядiв. 

Ефект збiльшується, якщо повiтряний зазор з
0
  замiни-

ти масляним з  ≫ 
0
 .  

      Подане пояснення ефекту полегшить шляхи пода-

льшого удосконалення пристроїв, побудованих на ньо-

му i, взагалi, доцільності його використання”. 

     В подальшому слід провести дослідження наявності 

чи відсутності ефекту рекуперації в двигунах Косирєва-

Мильроя, впливу моменту інерції на максимальну шви-

дкість обертання за однакового струму, вимірювання і 

розрахунку ємності контакту (ефект іонистирів), мож-

ливості збільшення площі контакту за умови не змен-

шення його опору та пошук ефективних сфер впрова-

дження пристроїв на ефекті Ж. Губера. 

 

Запитання 

 

1. Чому на практиці не описується закон Ома в шкі-

льному формулюванні? 

2. В чому полягає протиріччя законів Ома, Джоуля-

Ленця і термодинаміки відносно резистивного 

елемента? 

3. Як спланувати експеримент для визначення слаб-

кого ефекту не лінійності залежності напруги від 

струму в резистивному елементі? 

4. В чому полягає багатокроковість дослідження 

ефекту Ж. Губера? 
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5. Чому закон Ампера про взаємодію струмів не по-

яснив ефекту Ж. Губера? 

6. В чому полягав експеримент Д.Н.Пеннера? 

7. Як побудовано двигун Косирєва-Мільроя у ваку-

умі? 

8. Чому зупинився двигун двигун Косирєва-Мільроя 

у вакуумі? 

9. Поясніть модель (рис. 9.15) контакту. 

10. Як утворюється магнітне поле за законом Біо-

Савара-Лапласа?  

11. Чому потік електрики зміщується у збігаючи 

строну при русі колеса? 

12. Як установлюється баланс енергій залежно від 

струму, геометрії контакту і маси рухомої части-

ни установки Ж.Губера? 
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