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Вступ

Розширення можливостей прикладної математики обумовило ма-
тематизацiю рiзних роздiлiв науки: хiмiї, бiологiї, економiки, геологiї,
психологiї, медицини, технiки тощо. Дослiдження реальних фiзичних
процесiв та явищ полягає у побудовi вiдповiдних математичних мо-
делей i розробцi методiв їх дослiдження. У зв’язку з цим студентам
природничих спецiальностей вищих закладiв освiти читають курси,
пов’язанi iз чисельними методами математики.

У результатi вивчення курсiв “Математичнi методи в бiологiї” та
“Методи обчислень” студенти повиннi знати чисельнi методи та вмiти
їх використовувати при розв’язуваннi наукових та науково-технiчних
задач iз таких галузей як хiмiя, фiзика, бiологiя. Досвiд роботи на
фiзико-математичному та природничому факультетах Прикарпатсь-
кого унiверситету показує, що при вивченнi цих курсiв найбiльшi
труднощi у студентiв виникають при побудовi та дослiдженнi ма-
тематичних моделей в природничих науках, вивченнi та реалiзацiї
чисельних методiв їх розв’язання.

В посiбнику викладено курс лекцiй у вiдповiдностi до програми
iз математичних методiв для природничих спецiальностей. Весь ма-
терiал розбито на сiм тем. Кожна тема розрахована на 4 аудитор-
них години (двi лекцiї), i, таким чином, на весь курс вiдводиться
14 лекцiй. До кожної теми подано контрольнi запитання та завдання
для самоконтролю. Основну увагу в лекцiях звернено на роз’яснення
принципових моментiв та аспектiв теоретичного матерiалу, якi часто
викликають у студентiв труднощi в їх осмисленнi. Складнi доведення
в посiбнику не подаються, оскiльки їх розглядають пiд час аудитор-
них занять та на консультацiях iз самостiйного опрацювання дисци-
плiни за рекомендованою лiтературою. Вивчення чисельних методiв
базується на розв’язуваннi практичних задач, тому теоретичний ма-
терiал супроводжується прикладами, що полегшує його розумiння.



Тема 1. Основи теорiї похибок
Лiтература : [ 1 ], гл. I, §§1, 3–6; [ 4 ], гл. I, §§1–3; [ 5 ], гл. 1,

§§1–4; [ 6 ], гл. I, §§1.1–1.9; [ 7 ], розд. I, §§1–3, 5 .

1. Поняття наближеного числа. Вихiдними даними бiльшо-
стi теоретичних чи прикладних задач є числа. Над ними в процесi
розв’язання виконують рiзнi арифметичнi операцiї, якi призводять
до появи нових чисел, а вiдтак до отримання числового результату.

За допомогою числа виражають кiлькiсну характеристику деякої
величини. Наприклад, якщо вiдомо, що маса деякого тiла рiвна 10 кг,
то маса тiла – це величина, а 10 – це число, яке є значенням цiєї ве-
личини. У тих випадках, коли неможливо визначити точне числове
значення величини, або, коли воно практично неприйнятне чи не-
зручне для подальших обчислень, його замiнюють наближеним зна-
ченням. Таким чином, наближеним числом називається число, яке
вiдрiзняється вiд точного i замiнює його у обчисленнях. Наприклад,
уявiмо собi, що деякий бiблiоман вирiшив розпродати свою бiблiо-
теку. Цiна кожної книжки залежить вiд кiлькостi сторiнок з того
розрахунку, що 100 сторiнок коштують 2 грн. 30 коп. Скiльки ж
коштуватиме книжка, в якiй 248 сторiнок? Неважко порахувати,
що цiна такої книжки 5 грн. 70,4 коп. Зрозумiло, що з практичних
мiркувань зайвих чотири десятих копiйки доведеться вiдкинути, i
вважати, що ця книжка коштує 5 грн. 70 коп. У такому випадку
5 грн. 70,4 коп. – це точне значення величини (цiни книжки), про-
те на практицi ми користуємося близьким до нього (наближеним)
числом 5 грн. 70 коп.

Iншi приклади. Коли ми говоримо “24 години в добi”, “368 сторiнок
в книзi”, “5 поверхiв в будiвлi”, “2001 рiк”, то маємо на увазi, що числа
24, 368, 5, 2001 – точнi. А от у фразах “висота гори 2061 м”, “темпе-
ратура тiла 36,6◦C”, “тривалiсть експерименту 21 хв.”, “у словнику
25000 слiв” числа 2061, 36,6, 21, 25000 – наближенi. В перших трьох
випадках похибки зумовленi неточнiстю вимiрювальних приладiв, в
останньому випадку кiлькiсть слiв вказується лише приблизно.

Одне i те ж число може бути як точним, так i наближеним. Це
залежить вiд конкретної величини, значення якої виражається чи-
слом. Наприклад, якщо число 5 виражає кiлькiсть пальцiв на руцi
людини, то воно точне, якщо ж 5 – це додатний корiнь квадратного
рiвняння x2 − 4x− 5,0006 = 0, то це число наближене. Таким чином
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поняття точного чи наближеного числа суттєво пов’язане з тою ве-
личиною, значення якої виражається числом.

При розв’язуваннi реальних фiзичних задач ми отримуємо, як пра-
вило, результати, що є наближеними числами. Похибки результатiв
зумовлюються такими причинами:

• математична модель складена недосконало i лише наближено
вiдображає реальнi явища;

• вхiднi данi є неточними числами, що зумовлюється обмеже-
ною точнiстю рiзноманiтних вимiрювальних приладiв (тер-
мометр, секундомiр тощо), якi використовуються в експери-
ментах;

• метод розв’язування задачi часто є наближеним, тобто таким,
який може дати точний розв’язок тiльки теоретично;

• при обчисленнях вдаються до округлень, якi зумовлюють по-
яву похибок, що нагромаджуються в процесi обчислень.

Похибки, що породжуються вищезгаданими причинами, вiдповiд-
но називаються: похибка математичної моделi, неусувна похибка,
похибка методу та похибка заокруглення.

2. Класифiкацiя похибок наближених чисел. Нехай x – точ-
не значення деякої величини, a – наближене значення числа x. Тодi
кажуть, що x наближено рiвне числу a i записують x ≈ a.

Якщо вiдомо, що x > a, то a називають наближеним значенням
числа x з недостачею; якщо ж x < a, то a називають наближеним
значенням числа x з надлишком.

Абсолютна похибка. Зауважимо, що наближених значень то-
чного числа iснує, як правило, безмежно багато. Достатньо лише за-
мiсть a вибрати будь-яке iнше число, що близьке до x.

Наближене число, задане тiльки своїм значенням, практичного
змiсту не має, оскiльки невiдомим залишається ступiнь довiри до
нього. Наближена рiвнiсть x ≈ a має точний змiст тiльки тодi, коли
вiдома похибка, з якою обчислене x.

Щоб охарактеризувати ступiнь точностi даного наближення, кори-
стуються поняттям похибки. Похибкою наближення a точного числа
x називається рiзниця x− a.

Абсолютною похибкою наближення a називається модуль його по-
хибки, тобто ∆ = |x − a| . Абсолютна похибка, як правило, не має
практичного значення, оскiльки в бiльшостi випадкiв точне число x,
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i, як наслiдок, величина ∆, залишаються невiдомими. Тому доцiльно
ввести iнше поняття, яке є оцiнкою невiдомої абсолютної похибки.

Граничною абсолютною похибкою наближення a називається чи-
сло ∆a > 0, яке задовольняє нерiвнiсть ∆ = |x−a| ≤ ∆a . Розкривши
знак модуля, останню нерiвнiсть перепишемо наступним чином

a−∆a ≤ x ≤ a + ∆a . (1)

Звiдси маємо, що a − ∆a є наближеним значенням числа x з недо-
стачею, а a + ∆a – наближеним значенням x з надлишком. Подвiйну
нерiвнiсть (1) часто записують у виглядi символiчної рiвностi

x = a±∆a , (2)

яку читають так: “число a є наближеним значенням величини x з
точнiстю ∆a”.

З означення граничної абсолютної похибки випливає, що чисел ∆a,
якi задовольняють нерiвнiсть ∆ = |x−a| ≤ ∆a, є безмежна кiлькiсть.
На практицi намагаються вибрати якнайменше серед чисел ∆a, щоб
досягти точностi, яка вимагається в умовi задачi.

Оскiльки гранична абсолютна похибка використовується для ха-
рактеристики порядку точностi наближеного значення числа, то об-
числювати її з великою кiлькiстю значущих цифр немає сенсу (озна-
чення значущих цифр див. далi). Тому на практицi обмежуються
однiєю-двома значущими цифрами. При цьому слiд мати на увазi, що
заокруглення треба проводити лише в сторону збiльшення, iнакше в
результатi можна отримати число, що буде менше, нiж абсолютна
похибка наближення.

Зауважимо, що гранична абсолютна похибка є розмiрною вели-
чиною, або iменованим числом. Її розмiрнiсть така ж, як i в самого
наближення.

Вiдносна похибка. Гранична абсолютна похибка як характери-
стика точностi наближеного значення числа має свої недолiки.

Будучи числом iменованим, вона придатна для порiвняння точно-
стi вимiрювань тiльки однорiдних величин i зовсiм незастосовна для
порiвняльної оцiнки величин рiзної розмiрностi. Крiм того, значен-
ня граничної абсолютної похибки не дає iнформацiї про якiсть того
чи iншого вимiрювання. Наприклад, нехай при вимiрюваннi шири-
ни зошита i довжини стола учнiвською лiнiйкою були отриманi такi
результати: l1 = 15,3±0,1 см i l2 = 109,6±0,1 см. В обох випадках гра-
нична абсолютна похибка дорiвнює 0,1 см. Проте друге вимiрювання



Десятковий запис наближених чисел 7

проведено бiльш якiсно, нiж перше. Справа в тiм, що при оцiнцi яко-
стi вимiрювання має значення не стiльки сама абсолютна похибка,
як частка цiєї похибки, що припадає на одиницю дослiджуваної ве-
личини. Цiлком природно вважати, що вимiрювання є тим якiснiше,
чим менша ця частка.

Вiдносною похибкою наближення називається вiдношення абсолю-
тної похибки до модуля точного значення величини x i виражається
формулою δ = ∆

|x| .
Оскiльки точне значення величини нам, як правило, невiдоме, то

його замiнюють наближеним значенням, i тодi вважають, що δ = ∆
|a| .

Граничною вiдносною похибкою наближення називається число
δa > 0, для якого виконується нерiвнiсть δa ≥ δ .

Граничну вiдносну похибку можна представити у виглядi вiдно-
шення граничної абсолютної похибки до модуля наближеного значен-
ня δa = ∆a

|a| . Звiдси випливає спiввiдношення ∆a = |a| · δa . Зауважи-
мо, що граничну вiдносну похибку прийнято виражати у вiдсотках,
тому часто зустрiчається формула δa = ∆a

|a| · 100 .

3. Десятковий запис наближених чисел. Форма запису (2)
наближеного числа не завжди зручна. Доцiльно встановити такий
спосiб запису, який дозволив би за десятковим записом числа визна-
чити граничну абсолютну похибку наближення.

Форми запису наближених чисел. Кожне число a, записане
в десятковiй системi числення, можна представити в наступному ви-
глядi a = a0 · 10p . Наприклад, 12345 = 12,345 · 103 = 123,45 · 102 =
123450 · 10−1. Бачимо, що представлення числа в такому виглядi не
є єдиним. Звичайний запис числа називають природною або фiксова-
ною формою, а запис у виглядi a = a0 ·10p – плаваючою формою, або
формою з плаваючою комою.

Якщо для множника a0 виконується нерiвнiсть |a0| < 1, то отри-
мують, так звану, нормальну форму запису. В цьому випадку мно-
жник a0 називається мантисою, а показник степеня p – порядком
числа a. Зауважимо, що запис числа в нормальнiй формi теж не
є єдиним. Наприклад, число 12,3 в нормальнiй формi запишеться
0,123 · 102 = 0,0123 · 103. Нормальна форма запису числа, в манти-
сi якої першою пiсля коми є вiдмiнна вiд нуля цифра, називається
нормалiзованою. Представлення числа у цiй формi єдине.

На практицi найчастiше використовують iншу форму запису чи-
сла. Якщо множник a0 задовольняє подвiйну нерiвнiсть 1 ≤ |a0| < 10,
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то отримують, так звану, стандартну форму запису. Представлення
числа в цiй формi теж єдине. Наприклад, 123 = 1,23 · 102.

Значущi цифри. Правильнi значущi цифри. Насамперед
введемо деякi ключовi поняття теорiї наближених обчислень.

Значущими цифрами наближеного числа називають всi його циф-
ри, починаючи з першої злiва ненульової цифри, причому крайнi
справа нулi є значущими тiльки в тому випадку, коли вiдомо, що
одиниць вiдповiдного розряду в даному числi немає.

Наприклад, в наближених числах 19,5; 0,0213; 0,205; 0,00796;
0,800 по три значущi цифри (вони видiленi). В останньому випадку
вважається, що крайнi справа нулi означають вiдсутнiсть одиниць
вiдповiдних розрядiв.

В числi 250 ± 5 є двi значущi цифри 2 i 5. Останнiй нуль не є
значущим, бо вiн замiнює невiдому цифру одиниць.

Значуща цифра α в десятковому записi наближеного значення чи-
сла називається правильною в широкому сенсi (розумiннi), якщо аб-
солютна похибка наближення не перевищує одиницi того розряду,
якому належить цифра α.

Наприклад, нехай x = 1,743± 0,01. Одиниця розряду, якому нале-
жить цифра 3 є 0,001 i 0,001 < 0,01, тому 3 не є правильною цифрою
в широкому сенсi. Для цифри 4: одиниця розряду 0,01 i 0,01 ≤ 0,01,
тому 4 правильна цифра в широкому сенсi. Легко бачити, що 1 i 7
теж будуть правильними цифрами.

Значуща цифра α в десятковому записi наближеного значення чи-
сла називається правильною в строгому сенсi (розумiннi), якщо аб-
солютна похибка наближення не перевищує половини одиницi того
розряду, якому належить цифра α.

Нехай x = 4,79 ± 0,03. Перевiримо на правильнiсть цифру 9: по-
ловина одиницi розряду 1

2 · 0,01 = 0,005 i 0,005 < 0,03, тому цифра
9 не є правильною в строгому сенсi. Для цифри 7: 1

2 · 0,1 = 0,05 i
0,05 > 0,03, тому 7 – правильна в строгому сенсi. Зрозумiло, що 4
теж правильна.

Цифри в записi наближеного числа, якi не є правильними, нази-
ваються сумнiвними, i на письмi пiдкреслюються, наприклад, 3,945.

Очевидними є наступнi твердження:
• всi значущi цифри наближеного числа, що стоять злiва вiд

правильної є правильними;
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• всi значущi цифри наближеного числа, що стоять справа вiд
сумнiвної є сумнiвними.

Термiн “правильна цифра” не слiд сприймати буквально, оскiльки
правильна цифра може i не спiвпадати з цифрою вiдповiдного
роз-
ряду точного значення числа. Нехай x = 3,142± 0,0001 – наближене
значення числа π = 3,1415 . . . , всi цифри числа 3,142 є правильними
в строгому сенсi, проте цифра 2 не спiвпадає з вiдповiдною цифрою
точного числа.

Якщо наближене число закiнчується правильними значущими ну-
лями, якi стоять пiсля коми, то цi нулi вiдкидати не треба. Напри-
клад, якщо a = 7,1 i вiдомо, що ∆a = 0,0005, то слiд писати a = 7,100;
якщо a = 123 i ∆a = 0,005, то a = 123,00. Зрозумiло, що в записi то-
чних чисел цi нулi можна опустити.

Складнiша справа з цiлими числами. Зрозумiло, що опускати нулi
в цiлих числах не можна. Як тодi вiдрiзнити, якi нулi є правильнi, а
якi сумнiвнi? Поступають наступним чином: цiлi числа, якi закiнчу-
ються сумнiвними нулями, записують у формi з плаваючою комою,
причому в мантисi залишають лише правильнi цифри. Наприклад,
нехай x = 74132± 50, тобто x ≈ 74100. Але оскiльки два останнi нулi
є сумнiвними цифрами, то слiд писати x ≈ 7.41 · 104, тобто в цьому
числi є 3 правильнi значущi цифри.

Заокруглення чисел. Ця операцiя зводиться до замiни точного
числа наближеним або наближеного числа iншим наближеним, менш
точним. При заокругленнi частина значущих цифр вiдкидається, або
при необхiдностi замiнюється нулями.

Якщо результат заокруглення позначити через a1, то абсолютна
величина рiзницi |a−a1| називається похибкою заокруглення. Число
a1 вибирають так, щоб ця похибка була найменшою.

Сформулюємо правила, яких слiд дотримуватись при заокруглен-
нi чисел (правила заокруглення з доповненням).

Якщо перша злiва iз цифр, якi вiдкидаються (або замiнюються
нулями),

a) бiльша, нiж 5, то остання iз залишених цифр збiльшується на
одиницю;

б) дорiвнює 5 i за нею стоять вiдмiннi вiд нуля цифри, то оста-
ння iз залишених цифр збiльшується на одиницю;
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в) дорiвнює 5 i за нею не стоять вiдмiннi вiд нуля цифри, то
остання iз залишених цифр збiльшується на одиницю, якщо
вона непарна, i залишається без змiн, якщо вона парна;

г) менша, нiж 5, то остання iз залишених цифр не змiнюється.
Правило в) називається правилом парної цифри. Застосування

цього правила до одного числа не призводить до збiльшення точно-
стi обчислень. Проте при багаторазових заокругленнях надлишковi
числа зустрiчаються приблизно так само часто, як числа з недоста-
чею. Тому має мiсце взаємна компенсацiя похибок i результат вияв-
ляється бiльш точним.

При застосуваннi вище розглянутих правил заокруглення абсо-
лютна похибка заокруглення не перевищує половини одиницi того
розряду, якому належить остання залишена цифра.

Приклади (в дужках вказано правило, яке використовувалось при
заокругленнi): 37,83 ≈ 37,8 (г); 4,652 ≈ 4,7 (б); 578 ≈ 580 (а); 34,75 ≈
34,8 (в); 34,85 ≈ 34,8 (в).

4. Оцiнка похибок значень функцiй.Однiєю з основних опера-
цiй в обчислювальнiй роботi є обчислення значення деякої величини
за формулою. Оскiльки вхiднi данi – це, як правило, наближенi чи-
сла, то i результат буде числом наближеним. Необхiдно вмiти оцiню-
вати похибку результату, якщо вiдомi похибки вхiдних даних. Може
бути i навпаки: потрiбно вияснити, якi повиннi бути похибки вхiдних
даних, щоб похибка отриманого результату була допустимою (тобто
не бiльшою, нiж задана). Тому розглянемо оцiнки похибок результа-
тiв обчислень значень функцiй.

Нехай задано диференцiйовану функцiю f , що залежить вiд n
змiнних; x1, x2, . . . , xn – точнi значення, a1, a2, . . . , an – наближенi
значення змiнних, а ∆i = |xi − ai|, i = 1, n – їх абсолютнi похиб-
ки. Тодi абсолютна похибка значення функцiї в точцi (a1, a2, . . . , an)
– це її прирiст ∆f = |f(x1, x2, . . . , xn) − f(a1, a2, . . . , an)|. Оскiльки
на практицi числа ∆i значно меншi, нiж абсолютнi значення змiнних
xi, i = 1, n , то прирiст функцiї можна замiнити її диференцiалом

∆f ≈ |df(a1, a2, . . . , an)| =
∣∣∣∣∣

n∑

i=1

∂f

∂xi
·∆i

∣∣∣∣∣ ≤
n∑

i=1

∣∣∣∣
∂f

∂xi
·∆i

∣∣∣∣ .

Ця нерiвнiсть пiдсилюється пiсля замiни абсолютних похибок ∆i

граничними абсолютними похибками ∆xi , тобто ∆f ≤
n∑

i=1

∣∣∣ ∂f
∂xi

∣∣∣ ∆xi .
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Це означає, що граничну абсолютну похибку функцiї f можна ви-
значити за формулою

∆f =
n∑

i=1

∣∣∣∣
∂f

∂xi

∣∣∣∣ ∆xi
. (3)

З формули (3) легко отримати оцiнку граничної вiдносної похибки
функцiї:

δf =
∆f

|f | =
n∑

i=1

|f ′xi
|

|f | ·∆xi =
n∑

i=1

∣∣∣∣
∂ ln f

∂xi

∣∣∣∣ ·∆xi .

Для того, щоб виразити δf через граничнi вiдноснi похибки зна-
чень аргументiв, помножимо i подiлимо останню рiвнiсть на |xi|. Тодi

δf =
n∑

i=1

∣∣∣∣
∂ ln f

∂xi

∣∣∣∣ · |xi| · δxi . (4)

Формули (3) i (4) мають загальний характер. З них можна отри-
мати не тiльки всi формули для обчислення граничних абсолютних
та вiдносних похибок елементарних функцiй, але i формули для ви-
значення граничних похибок результатiв арифметичних дiй.

Для прикладу розглянемо випадки алгебраїчної суми i множення.
Нехай f(x, y) = x + y, g(x, y) = x− y. Тодi з формули (3) отримаємо

∆f =

∣∣∣∣
∂f

∂x

∣∣∣∣ ∆x +

∣∣∣∣
∂f

∂y

∣∣∣∣ ∆y = ∆x + ∆y, ∆g =

∣∣∣∣
∂g

∂x

∣∣∣∣ ∆x +

∣∣∣∣
∂g

∂y

∣∣∣∣ ∆y = ∆x + ∆y .

Нехай f(x, y) = x · y. Тодi за формулою (4)

δf =
∣∣∣∣
∂ ln f

∂x

∣∣∣∣ · |x| · δx +
∣∣∣∣
∂ ln f

∂y

∣∣∣∣ · |y| · δy =
∣∣∣∣
f ′x
f

∣∣∣∣ · |x| · δx +
∣∣∣∣
f ′y
f

∣∣∣∣ · |y| · δy =
∣∣∣∣

y

xy
· x

∣∣∣∣ · δx +
∣∣∣∣

x

xy
· y

∣∣∣∣ · δy = δx + δy .

Аналогiчно можна вивести формули для похибок результатiв iн-
ших арифметичних дiй. Для зручностi всi формули зведенi в загаль-
ну таблицю.
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Таблиця 1

Операцiя ∆ δ Операцiя ∆ δ

x + y ∆x + ∆y
|x|
|x+y| δx +

|y|
|x+y| δy x/y

x∆y+y∆x

y2 δx + δy

x− y ∆x + ∆y
|x|
|x−y| δx +

|y|
|x−y| δy xn nxn−1∆x nδx

x · y x∆y + y∆x δx + δy
n
√

x
n√x
nx

∆x
δx
n

Користуючись цими формулами розв’яжемо декiлька прикладiв.
1. Нехай a = 27,35 ± 0,02, b = 33,87 ± 0,03. Тодi S = a + b =

61,22± 0,05, де 61,22 = 27,35 + 33,87, 0,05 = 0,02 + 0,03.
2. Нехай a = 181,17±0,02, b = 53,74±0,01, c = 165,61±0,02. Тодi

S = 400,52 ± 0,05, де 400,52 = 181,17 + 53,74 + 165,61, 0,05 =
0,02 + 0,01 + 0,02.

3. Нехай a = 58,9±0,2, b = 27,3±0,1. Тодi R = a−b = 31,6±0,3,
де 31,6 = 58,9− 27,3; 0,3 = 0,2 + 0,1.

4. Нехай a = 6,81±0,01, b = 7,43±0,01. Тодi D = a·b = 50,6±0,1,
де 50,6 ≈ 6,81 · 7,43; 0,1 ≈ 6,81 · 0,01 + 7,43 · 0,01.

5. Нехай a = 4,21 ± 0,01, b = 2,84 ± 0,01. Тодi K = a/b = 1,48 ±
0,01, де 1,48 ≈ 4,21/2,84, 0,01 ≈ (4,21 · 0,01 + 2,84 · 0,01)/2,842.

6. Нехай a = 1,2±0,1. Тодi S = a3 = 1,728±0,432, де 1,728 = 1,23,
0,423 = 3 · 1,22 · 0,1.

7. Нехай a = 8,3±0,2. Тодi R =
√

a = 2,88±0,04, де 2,88 ≈ √
8,3,

0,04 ≈
√

8,3
2·8,3 · 0,2.

5. Основнi задачi теорiї наближених обчислень. У теорiї
наближених обчислень видiляють двi задачi, якi вiдповiдно назива-
ються прямою та оберненою задачами теорiї похибок.

Пряма задача. Суть задачi: вказано дiї, якi слiд виконати над
наближеними числами, i задано граничнi похибки вхiдних даних. По-
трiбно оцiнити похибку результату.

Розв’язування прямої задачi розглянемо на прикладi.
Нехай дано a = 7,4±0,05 i b = 4,3±0,02. Потрiбно знайти значення

результату S i його похибку, де S визначається за формулою

S =
2ab√
a2 + b

.
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Скористаємося формулою (3). У нашому випадку вона матиме ви-

гляд ∆S =
∣∣∣∣
∂S

∂a

∣∣∣∣·∆a+
∣∣∣∣
∂S

∂b

∣∣∣∣·∆b. Оскiльки частиннi похiднi вiд функцiї

S рiвнi
∂S

∂a
=

2b2

(a2 + b)3/2
,

∂S

∂b
=

2a3 + ab

(a2 + b)3/2
, то

∆S =
2b2∆a + (2a3 + ab)∆b

(a2 + b)3/2
=

=
2 · 4,32 · 0,05 + (2 · 7,43 + 7,4 · 4,3) · 0,02

(7,42 + 4,3)3/2
≈ 0,04 .

Таким чином, результат S треба пiсля обчислень заокруглити до
другого знаку пiсля коми. Пiдставивши значення a ≈ 7,4 i b ≈ 4,3 у
формулу, отримаємо S ≈ 8,2810127 ≈ 8,28. Отже, S = 8,28± 0,04.

Обернена задача. Суть задачi: вказано дiї, якi слiд виконати над
наближеними числами, i задано максимально допустиму похибку ре-
зультату. Потрiбно встановити, якими повиннi бути похибки вхiдних
даних, щоб отриманий результат мав заданий ступiнь точностi.

Зауважимо, що ця задача, взагалi кажучи, має безлiч розв’язкiв
i тому є математично невизначеною. Для однозначностi необхiдно
задати деякi додатковi умови. Детальнiше на цьому зупинимось далi.

Розв’язання оберненої задачi теж розглянемо на прикладi. Нехай
вiдомi грубi наближення параметрiв a ≈ 3,6, b ≈ 0,17 i c ≈ 1,2. Якi
повиннi бути похибки цих параметрiв, щоб похибка величини x =
a2 + b

πc
не перевищувала 0,05 ?

Зауважимо, що для обчислення величини x вiзьмемо наближене
значення 3,14 точного числа π, тому вважатимемо, що x залежить
вiд чотирьох параметрiв. З формули (3) отримаємо

∆x =
2a

πc
∆a +

1
πc

∆b +
a2 + b

πc2
∆c +

a2 + b

π2c
∆π .

Пiсля пiдстановки в цю рiвнiсть вiдомих величин (∆x, a, b, c, π)
отримаємо 0,05 = 2·3,6

3,14·1,2∆a + 1
3,14·1,2∆b + 3,62+0,17

3,14·1,22 ∆c + 3,62+0,17
3,142·1,2 ∆π ,

або пiсля пiдрахункiв

0,05 = 1,91∆a + 0,27∆b + 2,9∆c + 1,11∆π . (5)

Останнє рiвняння є рiвнянням з чотирма невiдомими. Воно має
безлiч розв’язкiв. Щоб задача набула однозначностi, накладають до-
датковi умови.
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Умова однакового впливу. Вважається, що всi частиннi диференцi-
али функцiї однаково впливають на одержання похибки. Математи-
чно це означає ∂f

∂x1
∆x1 = ∂f

∂x2
∆x2 = · · · = ∂f

∂xn
∆xn

. Тодi, використавши

формулу (3), отримаємо n рiвностей ∆f = n
∣∣∣ ∂f
∂xi

∣∣∣ ∆xi , звiдки маємо

∆xi
=

∆f

n
∣∣∣ ∂f
∂xi

∣∣∣
, i = 1, n .

Умова рiвностi граничних абсолютних похибок. Ця умова вира-
жається рiвнiстю ∆x1 = · · · = ∆xn . Тодi ∆f = ∆xj

∑n
i=1

∣∣∣ ∂f
∂xi

∣∣∣, звiдки
маємо ∆xj =

∆f∑n
i=1

∣∣∣ ∂f
∂xi

∣∣∣
, j = 1, n .

Умова рiвностi граничних вiдносних похибок. Цю умову задають
спiввiдношенням ∆x1

|x1| = ∆x2
|x2| = . . .

∆xn

|xn| = k. Звiдси маємо ∆xi = k|xi|,
i = 1, n . Пiдставивши останнi рiвностi у формулу (3), отримаємо

∆f =
n∑

j=1

∣∣∣ ∂f
∂xj

∣∣∣ ∆xj = k
n∑

j=1

∣∣∣ ∂f
∂xj

∣∣∣ · |xj |. Звiдси k =
∆f∑n

j=1

∣∣∣ ∂f
∂xj

∣∣∣ · |xj |
, а,

отже, ∆xi =
∆f · |xi|∑n

j=1

∣∣∣ ∂f
∂xj

∣∣∣ · |xj |
Таким чином, граничнi абсолютнi похибки аргументiв у кожному

з розглянутих випадкiв визначаються однозначно.
Якщо в умовi задачi є параметр (чи параметри), який не пов’я-

заний iз iншими вхiдними даними (наприклад, наближення числа
π), то похибку такого параметру вибирають довiльно, виходячи з
умов задачi (наприклад, число π можна взяти з такою точнiстю
π = 3,14 ± 0,004). До решти параметрiв застосовують одне з вище
наведених правил.

Повернемося до розв’язання останнього прикладу. Скористаємось
умовою рiвностi граничних абсолютних похибок. Пiсля припущень
∆π = 0,004, ∆a = ∆b = ∆c = ∆ рiвняння (5) набере наступного
вигляду 0,05 = 5,08∆ + 0,004 , звiдки ∆ = 0,01.

Отже, якщо число π взяти з точнiстю 0,004, а параметри a, b i
c обчислити з точнiстю 0,01, то абсолютна похибка величини x не
перевищуватиме 0,05.



Контрольнi запитання та завдання для самоперевiрки

(1) Дайте означення наближеного числа.
(2) Назвiть причини виникнення похибок.
(3) Як класифiкуються похибки ? Дайте їх означення.
(4) Якi цифри називаються значущими, правильними значущи-

ми ? Наведiть приклади.
(5) Що таке заокруглення чисел ? Якi є правила заокруглень ?

Наведiть приклади.
(6) Використовуючи формули (3) та (4), виведiть формули для

обчислення похибок арифметичних дiй.
(7) Наведiть приклади розв’язання прямої та оберненої задач те-

орiї похибок.
(8) Якi умови накладаються на вихiднi данi для того, щоб обер-

нена задача набула однозначностi ?

Тема 2. Чисельнi методи розв’язування рiвнянь
з однiєю змiнною

Лiтература : [ 1 ], гл. VII, §1, 2; [ 2 ], гл. 1, §§1.1–1.6; [ 3 ], розд. 2,
§§2.1–2.8; [ 4 ], гл. VII, §§21–23; [ 5 ], гл. 7, §§1, 2, 4; [ 6 ], гл. III, §§3.1–
3.8; [ 7 ], розд. V, §§18–22 .

1. Постановка задачi. Кожне рiвняння з однiєю змiнною можна
записати в загальному виглядi так

f(x) = 0. (1)

Нехай всюди далi функцiя f(x) визначена i неперервна на деякому
промiжку (a, b). Рiвняння (1) можна переписати наступним чином

φ(x) = ψ(x), (2)

якщо f(x) представити у виглядi f(x) = φ(x)− ψ(x). Надалi будемо
вважати, що рiвняння з однiєю змiнною записане у виглядi (1).

Якщо в рiвняннi (1) функцiя f(x) – алгебраїчний многочлен, то
рiвняння називається алгебраїчним. Якщо функцiя f(x) мiстить три-
гонометричнi, показниковi, логарифмiчнi функцiї чи їх композицiї, то
рiвняння називають трансцендентним.

Число ξ називається коренем рiвняння (1), якщо при пiдстанов-
цi замiсть x числа ξ рiвняння перетворюється в тотожнiсть. Корiнь
рiвняння (1) ще називають нулем функцiї f(x).
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Розв’язати рiвняння означає знайти множину всiх його коренiв,
як дiйсних, так i комплексних. Основною задачею, що розглядається
в цiй темi, є задача знаходження дiйсних коренiв рiвняння виду (1).
Зауважимо, що знайти точнi значення коренiв рiвняння можна лише
для певних класiв рiвнянь: алгебраїчних рiвнянь не вище четвертого
степеня (лiнiйне, квадратне, кубiчне, бiквадратне), окремих класiв
алгебраїчних рiвнянь вищих степенiв та деяких класiв трансцендент-
них рiвнянь.

Отже, унiверсального методу знаходження точних коренiв будь-
якого рiвняння з однiєю змiнною не iснує. Крiм того, при розв’я-
зуваннi практичних задач часто дiстають рiвняння з коефiцiєнтами,
якi є наближеними числами. В таких випадках постановка задачi про
знаходження точних коренiв взагалi втрачає сенс. Тому важливого
значення набувають методи наближеного обчислення коренiв. Зада-
ча знаходження коренiв рiвняння (1) вважається розв’язаною, якщо
коренi обчисленi iз наперед заданою точнiстю.

Критерiї досягнення потрiбної точностi. Фразу “корiнь
обчислено iз наперед заданою точнiстю” треба розумiти так. Нехай
ξ – точний корiнь рiвняння, а x̄ – його наближення з точнiстю ε. Це
означає, що |ξ − x̄| ≤ ε.

Якщо встановлено, що шуканий корiнь належить промiжку [ a, b ],
причому b − a ≤ ε, то числа a i b – наближенi значення кореня ξ з
точнiстю ε з недостачею i надлишком вiдповiдно. Зауважимо, що
будь-яке число з вiдрiзка [ a, b ], можна взяти за наближене значен-
ня кореня ξ з точнiстю ε. Як правило, беруть середнє арифметичне

чисел a i b, тобто ξ ≈ a + b

2
.

Переконатися в тому, що потрiбна точнiсть при обчисленнi кореня
вже досягнута, можна й iншими способами. Зокрема, нехай рiвняння
задано у виглядi (1). Якщо на деякому промiжку [α, β] функцiя f(x)
диференцiйована i в деякiй точцi x̄ ∈ [α, β] виконується умова

|f(x̄)|
min

x∈[α, β]
|f ′(x)| ≤ ε,

то вважають, що x̄ – наближене значення кореня ξ з точнiстю ε.
Мiнiмум модуля похiдної функцiї f на вiдрiзку [α, β] можна знай-

ти, використовуючи наступне твердження.
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Твердження. Якщо в iнтервалi (α, β) перша i друга похiднi фун-
кцiї f(x) мають однаковi знаки, то мiнiмум модуля похiдної дося-
гається в точцi α.

Якщо в iнтервалi (α, β) знаки першої i другої похiдних функцiї
f(x) рiзнi, то мiнiмум модуля похiдної досягається в точцi β.

Або в символiчному записi:

∀x ∈ (α, β) f ′(x)f ′′(x) > 0 =⇒ min
x∈(α, β)

|f ′(x)| = |f ′(α)|

∀x ∈ (α, β) f ′(x)f ′′(x) < 0 =⇒ min
x∈(α, β)

|f ′(x)| = |f ′(β)|

Зауважимо, що у випадку коли m = min
x∈[α, β]

|f ′(x)| = 0 потрiбно

змiнити один з кiнцiв промiжку (α, β) так, щоб m 6= 0.
Процес розв’язування рiвняння з однiєю змiнною складається з

двох етапiв: вiдокремлення коренiв та уточнення коренiв.
На першому етапi потрiбно знайти вiдрiзки, на кожному з яких

мiститься тiльки один корiнь рiвняння. Другий етап полягає у на-
ближеному обчисленнi кожного з коренiв iз заданою точнiстю.

2. Вiдокремлення коренiв. Корiнь вважається вiдокремленим
на вiдрiзку, якщо на ньому рiвняння не має iнших коренiв. Є два
способи вiдокремлення коренiв: графiчний та аналiтичний.

Графiчний метод.Якщо рiвняння записане у виглядi (1), то для
вiдокремлення коренiв будують графiк функцiї y = f(x). Абсциси
точок перетину графiка з вiссю Ox є коренями рiвняння, оскiльки в
цих точках y = 0 (мал. 1).

-

6y

xOx1 x2 x3

q q q

мал. 1

-

6y

xOx1 x2 x3

q q q

мал. 2

"
"

"
"

"
"

"
"

"
"

"
"

"
""

Тодi, коли графiк функцiї y = f(x) побудувати складно, рiвнян-
ня (1) записують у виглядi (2), вибираючи функцiї φ(x) i ψ(x) так,
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щоб їх графiки будувалися без особливих ускладнень. Абсциси точок
перетину графiкiв цих двох функцiй є коренями рiвняння (мал. 2).

Для графiчного методу характерна невисока точнiсть, тому при-
пущення про вiдокремленi коренi, як правило, перевiряють аналiтич-
ним методом.

Аналiтичний метод. Цей метод базується на деяких властиво-
стях неперервних функцiй, що вивчаються в курсi вищої математики.
Сформулюємо без доведення вiдповiднi теореми.

Теорема 1 (iснування кореня). Якщо функцiя f(x) неперервна
на вiдрiзку [ a, b ] i приймає на кiнцях цього вiдрiзка значення рi-
зних знакiв, тобто f(a)f(b) < 0, то всерединi вiдрiзка [ a, b ] iснує
принаймнi один корiнь рiвняння f(x) = 0.

Зауважимо, що при виконаннi умов теореми 1 може виявитись, що
на вiдрiзку є кiлька коренiв. Таку ситуацiю зображено на мал.1.

Теорема 2 (iснування та єдиностi кореня). Якщо функцiя f(x)
неперервна i монотонна на вiдрiзку [ a, b ] i приймає на кiнцях цього
вiдрiзка значення рiзних знакiв, тобто f(a)f(b) < 0, то всерединi
вiдрiзка [ a, b ] рiвняння (1) має корiнь, причому єдиний.

Неперервна функцiя називається монотонною на промiжку [ a, b ],
якщо вона або тiльки зростає, або тiльки спадає на ньому.

Теорема 3 (iснування та єдиностi кореня). Якщо функцiя f(x)
неперервна i диференцiйована на вiдрiзку [ a, b ] i приймає на кiнцях
цього вiдрiзка значення рiзних знакiв, тобто f(a)f(b) < 0, а похiдна
f ′(x) зберiгає знак всерединi вiдрiзка [ a, b ], то рiвняння (1) має на
промiжку [ a, b ] корiнь, причому єдиний.

Для того, щоб довести, що похiдна зберiгає знак всерединi вiдрiзка
[ a, b ], потрiбно показати, що [ a, b ] повнiстю мiститься в одному з
промiжкiв знакосталостi функцiї y = f ′(x).

3. Уточнення коренiв. Розглянемо другий етап наближеного
розв’язання рiвнянь – уточнення коренiв рiзними методами.

Метод проб. Нехай корiнь ξ рiвняння f(x) = 0 вiдокремлений
на промiжку [ a, b ], функцiя f(x) неперервна на цьому вiдрiзку i на
його кiнцях приймає значення рiзних знакiв. Потрiбно знайти набли-
жене значення кореня ξ з точнiстю ε.
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На вiдрiзку [ a, b ] довiльно ви-
беремо точку c1, яка роздiлить йо-
го на два вiдрiзки [ a, c1] i [ c1, b ].
Якщо f(c1) = 0, то точка c1 є коре-
нем рiвняння. Але такий випадок
малоймовiрний, тому опишемо на-
ступний крок методу. Iз цих двох
вiдрiзкiв виберемо той, на кiнцях
якого функцiя приймає значення
рiзних знакiв. У нашому випадку –

це вiдрiзок [ c1, b ] (див. мал. 3). Потiм на цьому звуженому промiжку
знову довiльним чином вiзьмемо точку c2 i виберемо вiдрiзок [ c1, c2 ],
оскiльки f(c1) · f(c2) < 0. Цей процес продовжуватимемо до тих пiр,
поки довжина вiдрiзка, на якому знаходиться корiнь, не стане мен-
шою за 2ε. Корiнь ξ отримаємо як середнє арифметичне кiнцiв зна-
йденого вiдрiзка; при цьому похибка не перевищуватиме ε.

Описаний вище метод проб часто застосовують у виглядi так зва-
ного методу подiлу промiжку навпiл. Як i ранiше, на вiдрiзку [ a, b ]
вiзмемо точку c1, але не довiльно, а так, щоб вона була серединою
вiдрiзка [ a, b ], тобто c1 = a+b

2 . Тодi отримаємо два рiвних вiдрiз-
ка [ a, c1] i [ c1, b ], довжина кожного з яких дорiвнює b−a

2 . Якщо
f(c1) = 0, що малоймовiрно, то c1 – точний корiнь рiвняння f(x) = 0.
Якщо ж f(c1) 6= 0, то з двох утворених вiдрiзкiв вибираємо той, на
кiнцях якого функцiя f(x) приймає значення рiзних знакiв i позна-
чимо його [a1, b1]. Потiм вiдрiзок [a1, b1] дiлимо навпiл i проводимо
тi ж мiркування. Процес подiлу вiдрiзка проводимо до тих пiр, поки
не буде отримано вiдрiзок [an, bn] такий, що bn − an ≤ 2ε. За на-
ближене значення кореня беруть ξ ≈ an+bn

2 , при цьому похибка не
перевищуватиме b−a

2n+1 ≤ ε.
Чотири типи розмiщення дуги кривої. Нехай на вiдрiзку

[ a, b ] корiнь вiдокремлено. Крiм того, перша та друга похiднi функ-
цiї f(x) не змiнюють на [ a, b ] знак.
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Для подальших викладок нам буде зручно дати наступну аналi-

тичну характеристику розмiщення дуги кривої:
I тип f ′(x) > 0, f ′′(x) > 0; (мал. 4, а )
II тип f ′(x) < 0, f ′′(x) < 0; (мал. 4, б )
III тип f ′(x) > 0, f ′′(x) < 0; (мал. 4, в )
IV тип f ′(x) < 0, f ′′(x) > 0. (мал. 4, г )

З малюнка 4 видно, що для I i II типiв розмiщення дуги кривої
виконується умова f ′(x) · f ′′(x) > 0, а для III i IV типiв – умова
f ′(x) · f ′′(x) < 0.

Нехай всюди далi корiнь рiвняння f(x) = 0 вiдокремлений на про-
мiжку [ a, b ], а функцiя f(x) двiчi неперервно диференцiйована на
(a, b), причому похiднi f ′(x) i f ′′(x) не дорiвнюють нулю i зберiгають
знак на цьому промiжку. Це припущення назвемо умовою (А).

Метод хорд. Iдея цього методу полягає в тому, що на досить
малому вiдрiзку дуга кривої замiнюється хордою i абсцису точки пе-
ретину хорди з вiссю Ox приймають за наближене значення кореня
рiвняння f(x) = 0.

Нехай для функцiї f(x) виконується умова (А). Подальшi мiрку-
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вання проводитимемо на прикладi I
типу розмiщення дуги кривої. Гра-
фiк функцiї y = f(x) проходить че-
рез точки A(a, f(a)) i B(b, f(b))
(мал. 5). Абсциса ξ точки перетину
графiка з вiссю Ox є коренем рiв-
няння, її треба знайти. Знайдемо
близьку до ξ точку перетину хор-
ди AB з вiссю Ox. Позначимо че-
рез c1 абсцису цiєї точки. Рiвняння

хорди запишеться наступним чином x−a
b−a = y−f(a)

f(b)−f(a) . Пiдставивши
в останнє рiвняння x = c1 i y = 0 (координати точки перетину
хорди з вiссю Ox), отримаємо c1−a

b−a = − f(a)
f(b)−f(a) , звiдки отримуємо

c1 = a− b−a
f(b)−f(a) · f(a) .

Тепер корiнь ξ знаходиться всерединi вiдрiзка [ c1, b ]. Якщо зна-
чення c1 не можна вважати наближеним значенням кореня, то його
уточнюють, проводячи хорду через точки A1(c1, f(c1)) i B(b, f(b)).
Абсцису c2 точки перетину хорди A1B з вiссю Ox знаходимо за фор-
мулою c2 = c1 − b−c1

f(b)−f(c1)
· f(c1). Потiм при потребi шукатимемо

значення c3, вiдтак c4 i т.д. Кожне наступне значення шукатиметься
через попереднє за формулою

cn+1 = cn − b− cn

f(b)− f(cn)
· f(cn) , (3)

яка називається в цьому випадку загальною формулою методу хорд .
Числа c1, c2, c3, . . . , cn, . . . є наближеними значеннями кореня ξ. Опи-
саний процес продовжують до тих пiр, поки не буде отримано набли-
жений корiнь з заданою точнiстю.

Ми розглянули I тип розмiщення дуги кривої. Процес обчислення
наближених значень кореня проводився шляхом послiдовної побудо-
ви хорд, правим кiнцем яких була одна i та ж точка B – правий
кiнець вiдрiзка, а лiвий кiнець змiнювався. Для II типу розмiщення
дуги кривої (мал. 4, б ) мiркування повнiстю повторюються i залиша-
ється вiрною формула (3).

Аналогiчно розглядають III та IV типи розмiщення дуги кривої
(мал. 4, в, г ). Процес отримання наближених значень кореня прово-
дять шляхом послiдовної побудови хорд, лiвим кiнцем яких є точка
A, а правий кiнець змiнюється. В цьому випадку формула методу
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хорд матиме дещо iнший вигляд

cn+1 = cn − cn − a

f(cn)− f(a)
· f(cn) . (4)

Можна сформулювати двi простi ознаки того, коли слiд застосо-
вувати формулу (3), а коли (4):

• в методi хорд нерухомим є той кiнець вiдрiзка [ a, b ], для яко-
го знак функцiї спiвпадає зi знаком другої похiдної;

• якщо в iнтервалi (a, b) знаки першої i другої похiдної функцiї
f(x) спiвпадають, тобто для всiх x ∈ (a, b) справедлива нерiв-
нiсть f ′(x) · f ′′(x) > 0, то нерухомим в методi хорд є правий
кiнець вiдрiзка [ a, b ]; якщо знаки f ′(x) i f ′′(x) рiзнi, тобто
виконується f ′(x) · f ′′(x) < 0, то нерухомим є лiвий кiнець.

Метод дотичних (метод Ньютона). Нехай для функцiї f(x)
виконується умова (А).

Геометричний змiст методу дотичних полягає в тому, що дуга кри-
вої y = f(x) замiнюється дотичною до цiєї кривої, проведеною до
одного з кiнцiв вiдрiзка [ a, b ]. Наближене значення кореня знахо-
дять як абсцису точки перетину цiєї дотичної з вiссю Ox.

-

6y

xO

мал. 6

q q q q q q
A

a

B

B1

Kbc1c2ξ

Мiркування проводитимемо на
прикладi I типу розмiщення дуги
кривої. Проведемо дотичну до гра-
фiка фукнкцiї y = f(x) в точцi
B(b, f(b)) (мал. 6) i знайдемо аб-
сцису точки перетину дотичної з
вiссю Ox. Позначимо її через c1, i
назвемо першим наближенням ко-
реня. Вiдомо, що рiвняння дотич-
ної в точцi B(b, f(b)) має вигляд

y − f(b) = f ′(b)(x− b). Для знаходження точки перетину цiєї прямої
з вiссю Ox потрiбно пiдставити в рiвняння дотичної x = c1, y = 0.
Отримаємо −f(b) = f ′(b)(c1− b), звiдки c1 = b− f(b)

f ′(b) . Тепер корiнь ξ

знаходиться на вiдрiзку [ a, c1]. Застосовуючи знову метод Ньютона,
проведемо дотичну в точцi B1(c1, f(c1)) i отримаємо c2 = c1 − f(c1)

f ′(c1)
.

Якщо друге наближення кореня c2 не є шуканим наближенням, то
його уточнюють, застосовуючи метод дотичних до вiдрiзка [ a, c2 ] i
знаходячи таким чином точку c3 – третє наближення кореня. Процес
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продовжують до тих пiр, поки не буде знайдено наближене значення
кореня з потрiбною точнiстю.

Загальна формула методу дотичних має вигляд

cn+1 = cn − f(cn)
f ′(cn)

. (5)

Якщо розглянути iншi типи розмiщення дуги кривої, то можна
показати, що формула (5) залишається справедливою i в цих випад-
ках. Єдина вiдмiннiсть – це вибiр точки, до якої проводиться перша
дотична.

Щоб визначити, до якого з кiнцiв вiдрiзка [ a, b ] проводити першу
дотичну, треба скористатися одним з наступних правил:

• в методi Ньютона першу дотичну проводять до того кiнця
вiдрiзка [ a, b ], для якого знак функцiї спiвпадає зi знаком
другої похiдної;

• якщо в iнтервалi (a, b) знаки першої i другої похiдної функцiї
f(x) спiвпадають, тобто для всiх x ∈ (a, b) справедлива нерiв-
нiсть f ′(x) · f ′′(x) > 0, то першу дотичну в методi Ньютона
слiд проводити в правому кiнцi вiдрiзка [ a, b ]; якщо знаки
похiдних f ′(x) i f ′′(x) рiзнi, тобто для всiх x ∈ (a, b) виконує-
ться f ′(x) ·f ′′(x) < 0, то перша дотична проводиться в лiвому
кiнцi.

Зауважимо, що коли початкову точку вибрати невдало, то точка
перетину дотичної з вiссю Ox може не належати вiдрiзку [ a, b ]. Пря-
ма AK на мал. 6 зображає такий випадок.

Комбiнований метод хорд i дотичних. Комбiнуючи вище
розглянутi методи, отримують новий метод знаходження дiйсних ко-
ренiв рiвняння f(x) = 0, перевагою якого є те, що послiдовнi на-
ближення лежать по рiзнi боки вiд шуканого кореня, i тому можна
слiдкувати в процесi обчислень за досягнутою точнiстю. Крiм того,
цей метод збiгається значно швидше, нiж два попереднi.

Суть комбiнованого методу полягає в наступному. До одного з
кiнцiв вiдрiзка [ a, b ] застосовуємо метод хорд, а до iншого – метод
дотичних, враховуючи тип розмiщення дуги кривої. Зазначимо, що
у всiх чотирьох випадках справедлива наступна властивiсть: якщо
формула методу хорд дає наближене значення кореня з недостачею,
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то формула методу дотичних – з
надлишком, i навпаки. При цьому
шуканий корiнь ξ знаходиться мiж
цими значеннями. Геометричну
iлюстрацiю комбiнованого методу
у випадку першого типу розмiще-
ння дуги кривої подано на мал. 7.

Метод iтерацiй (метод послiдовних наближень). Цей ме-
тод є одним iз найефективнiших i зручно реалiзовуваних на ЕОМ
методiв наближеного розв’язування рiвнянь. Його застосовують та-
кож для знаходження розв’язкiв диференцiальних, iнтегральних та
iнтегро-диференцiальних рiвнянь. Суть методу полягає в наступно-
му. Рiвняння f(x) = 0 замiнюють еквiвалентним йому рiвнянням
виду x = φ(x), де φ(x) неперервна функцiя. Далi вибирають деяке
початкове наближення кореня x0 i будують числову послiдовнiсть
{xn}, де кожне наступне значення xn знаходять через попереднє за
формулою методу iтерацiй xn = φ(xn−1), n = 1, 2, . . . Процес побу-
дови послiдовностi {xn} називається методом iтерацiй або методом
послiдовних наближень. Легко бачити, що коли послiдовнiсть {xn}
збiжна, тобто lim

n→∞
xn = c, то c є коренем рiвняння x = φ(x), а зна-

чить i рiвняння f(x) = 0. Дiйсно, перейшовши до границi у форму-
лi методу iтерацiй i врахувавши неперервнiсть функцiї φ(x), маємо
c = lim

n→∞
xn = lim

n→∞
φ(xn−1) = φ( lim

n→∞
xn−1) = φ(c). Таким чином,

за допомогою методу iтерацiй граничне значення c можна знайти з
довiльним ступенем точностi.

Достатнi умови збiжностi методу та оцiнку наближень сформульо-
вано в наступнiй теоремi, доведення якої подано, наприклад, в [ 1 ].

Теорема 4. Нехай функцiя φ(x) визначена i диференцiйована на
промiжку [ a, b ] i |φ′(x)| ≤ q < 1. Всi послiдовнi наближення xn, якi
одержуються за рекурентним спiввiдношенням xn = φ(xn−1), не
виходять за межi ( a, b ). Тодi послiдовнiсть {xn} збiжна, границя
цiєї послiдовностi – єдиний корiнь рiвняння на ( a, b ) i справедлива
наступна оцiнка наближень |c− xn| < qn

1−q |x1 − x0|.
Зазначимо, що у випадку q ≤ 1/2 для оцiнки одержаних набли-

жень часто використовують таку нерiвнiсть |xn − c| ≤ |xn − xn−1|.



Для того, щоб використати метод iтерацiй, необхiдно представити
рiвняння f(x) = 0 у виглядi x = φ(x), причому так, щоб |φ′(x)| < 1.
Покажемо унiверсальний спосiб такого представлення

f(x) = 0 ⇒ x = x− λf(x), (λ > 0) ⇒ x = φ(x), де φ(x) = x− λf(x).

Легко бачити, що коли 0 < m ≤ f ′(x) ≤ M , то взявши λ = 1/M ,

матимемо |φ′(x)| ≤
∣∣∣∣1−

f ′(x)
M

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣1− m

M

∣∣∣ = q < 1.

Зауважимо, що коли f ′(x) < 0, то рiвняння f(x) = 0 замiнюють на
g(x) = 0, де g(x) = −f(x), i тодi умова g′(x) > 0 виконуватиметься.

Отже, при λ = 1/M функцiя φ(x) = x− λf(x) задовольняє умови
теореми 4.

Геометричну iнтерпретацiю цього методу за браком мiсця не пода-
ємо. Крiм того, цей матерiал є легко доступним (дивись, наприклад,
посiбники [ 1 ], [ 3 ], [ 5 ], [ 6 ])

Насамкiнець наведемо таблицю, з якої легко можна визначити,
яку точку слiд вибирати за нульове наближення кореня в методi хорд
та дотичних.

Таблиця 2

Умова
Метод

Умова
Метод

хорд дотичних хорд дотичних

f(a) · f ′′(a) > 0 c0 = b c0 = a f ′(x) · f ′′(x) > 0 c0 = a c0 = b

f(b) · f ′′(b) > 0 c0 = a c0 = b f ′(x) · f ′′(x) < 0 c0 = b c0 = a

Контрольнi запитання та завдання для самоперевiрки

(1) Як ви розумiєте фразу “корiнь обчислено iз наперед заданою
точнiстю” ?

(2) Що означає термiн “вiдокремити коренi рiвняння” ?
(3) Якi ви знаєте методи уточнення коренiв ?
(4) Сформулюйте теореми, на яких грунтується аналiтичний ме-

тод вiдокремлення коренiв.
(5) В чому суть методу проб, хорд, дотичних, iтерацiй ? Запишiть

розрахунковi формули для кожного з цих методiв.
(6) Дайте геометричну iлюстрацiю методу хорд, дотичних та iте-

рацiй.
(7) Сформулюйте достатнi умови збiжностi методу iтерацiй.
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Тема 3. Методи розв’язування систем лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь

Лiтература : [ 1 ], гл. VI, §§1, 3; [ 2 ], гл. 2, §§2.1, 2.2, 2.4, 2.5;
[ 3 ], розд. 3, §§3.1, 3.2, 3.5; [ 4 ], гл. III, §8; [ 5 ], гл. 6, §§1, 2, 9; [ 6 ],
гл. II, §§2.8, 2.11, 2.15–2.17; [ 7 ], розд. III, §§11, 13 .

1. Постановка задачi. У процесi вивчення рiзних питань еконо-
мiки, природознавства, технiки тощо доводиться розв’язувати систе-
ми лiнiйних алгебраїчних рiвнянь. Зокрема, до таких систем зводи-
ться чисельне розв’язування лiнiйних диференцiальних та iнтеграль-
них рiвнянь, за допомогою яких описують реальнi процеси.

Розглянемо систему n лiнiйних рiвнянь з n змiнними:



a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1x1 + an2x2 + · · ·+ annxn = bn.

(1)

Систему (1) можна записати компактнiше
n∑

j=1

aijxj = bi, i = 1, n .

Розв’язком системи (1) називається така впорядкована сукуп-
нiсть чисел c1, c2, . . . , cn, яка, будучи пiдставленою в (1) замiсть змiн-
них x1, x2, . . . , xn, перетворює всi рiвняння в числовi тотожностi.

Методи розв’язування систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь мож-
на розбити на двi групи: точнi й наближенi.

Метод називається точним, якщо вiн дає змогу знайти точний
розв’язок системи (1) за допомогою скiнченної кiлькостi арифмети-
чних операцiй. При цьому припускається, що всi обчислення вико-
нуються точно, а коефiцiєнти системи i вiльнi члени – точнi числа.
Проте, в процесi практичних обчислень майже завжди доводиться
вдаватися до заокруглення чисел, а при наявностi iррацiональних
коефiцiєнтiв i вiльних членiв виникає необхiднiсть замiни їх на ра-
цiональнi числа. Тому розв’язки, якi знайденi за допомогою точних
методiв, часто є наближеними числами з певними похибками. До
точних належать метод Гауса, метод квадратних коренiв, правило
Крамера та iншi.

Метод називається наближеним (або iтерацiйним), якщо вiн дає
змогу знайти наближений розв’язок системи (1) iз наперед заданою
точнiстю шляхом виконання скiнченної кiлькостi арифметичних опе-
рацiй (навiть, якщо обчислення проводитимуться без заокруглень, а
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коефiцiєнти i вiльнi члени системи будуть точними числами). Точний
розв’язок системи (1) за допомогою iтерацiйного методу можна зна-
йти тiльки теоретично як границю збiжної числової послiдовностi.
Розв’язок системи, знайдений за допомогою якого-небудь наближе-
ного методу, крiм похибок заокруглення, як правило, мiстить похиб-
ки самого методу. До наближених належать метод iтерацiй, метод
Зейделя та iншi.

В прикладних задачах коефiцiєнти i вiльнi члени рiвнянь задають,
як правило, наближено. Це призводить до появи додаткових, так зва-
них неусувних похибок, якi слiд враховувати в процесi обчислень i
при остаточному заокругленнi результату.

2. Метод Гауса. Цей метод ще називають методом послiдовно-
го виключення змiнних. Серед рiзних його модифiкацiй ми зупини-
мося на схемi єдиного дiлення. За цiєю схемою розв’язок системи
знаходять за два етапи. Спочатку вихiдну систему рiвнянь зводять
до рiвносильної їй системи трикутної форми (прямий хiд методу
Гауса). На другому етапi знаходять значення невiдомих величин, ко-
ристуючись “трикутною” системою (зворотнiй хiд методу Гауса).

Прямий хiд. Не обмежуючи загальностi, розглянемо систему
трьох лiнiйних рiвнянь з трьома невiдомими.




a11x1 + a12x2 + a13x3 = a14,
a21x1 + a22x2 + a23x3 = a24,
a31x1 + a32x2 + a33x3 = a34.

(2)

Надалi всi коефiцiєнти системи (2), включаючи i вiльнi члени ai4,
називатимемо просто коефiцiєнтами.

Вважаємо, що a11 6= 0. Якщо це не так, то перестановкою рiвнянь
завжди можна досягти виконання цiєї умови.

Подiлимо коефiцiєнти першого рiвняння системи (2) на число a11.
Отримаємо

x1 + α12x2 + α13x3 = α14. (3)
В останньому рiвняннi коефiцiєнти обчислюються за формулами

α1j =
a1j

a11
, j = 2, 3, 4.

Виключимо тепер змiнну x1 з другого рiвняння системи (2). Для
цього помножимо (3) на коефiцiєнт бiля x1 у другому рiвняннi, взя-
тий з протилежним знаком, тобто на −a21. Вiдтак додамо обидва
рiвняння почленно. Для того, щоб виключити змiнну x1 з третього
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рiвняння системи (2) виконаємо аналогiчнi дiї: рiвняння (3) помно-
жимо на −a31 i почленно додамо до третього. В результатi отримаємо
наступнi два рiвняння, якi розглянемо як нову систему

{
α22x2 + α23x3 = α24,
α32x2 + α33x3 = α34,

(4)

де коефiцiєнти обчислюються за формулами

αij = aij − ai1α1j , i = 2, 3, j = 2, 3, 4.

Таким чином, ми отримали систему рiвнянь (4), у якiй є на одне
рiвняння i на одну змiнну менше, нiж в системi (2). Далi поступаємо
аналогiчно. Вважаємо, що α22 6= 0 (якщо це не так, то переставимо
рiвняння системи (4) мiсцями). Подiлимо коефiцiєнти першого рiв-
няння на число α22. Отримаємо

x2 + β23x3 = β24, де β2j =
α2j

α22
, j = 3, 4. (5)

З другого рiвняння системи (4) виключимо змiнну x2 описаним
вище способом. Отримаємо рiвняння

β33x3 = β34, де β3j = α3j − α32β2j , j = 3, 4.

Пiсля дiлення цього рiвняння на β33 визначимо

x3 = γ34, де γ34 =
β34

β33
. (6)

Об’єднуючи рiвняння (3), (5), (6), отримаємо систему рiвнянь три-
кутної форми 




x1 + α12x2 + α13x3 = α14,
x2 + β23x3 = β24,

x3 = γ34,
(7)

яка еквiвалентна системi (2).
Зауважимо, якщо визначник системи (2) рiвний нулю, то система

(7) може мати вигляд




x1 + α12x2 + α13x3 = α14,
x3 = β24,
x3 = β24,

або





x1 + α12x2 + α13x3 = α14,
x3 = β24,
x3 = γ34.

У першому випадку система матиме безлiч розв’язкiв, у друго-
му – жодного. Тому з остаточного вигляду системи (7) можна сказати
скiльки розв’язкiв має система (2).
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Зворотнiй хiд. Цей етап полягає у знайденнi значень невiдомих
величин з системи рiвнянь (7), i називається зворотнiм ходом то-
му, що спочатку з останнього рiвняння отримують значення змiнної
x3, потiм цю величину пiдставляють у друге рiвняння системи (7) i
знаходять x2, а вiдтак пiсля пiдстановки x2 i x3 в перше рiвняння
отримують x1. Розв’язок знаходять за формулами





x3 = γ34,

x2 = β24 − β23x3,

x1 = α14 − α12x2 − α13x3.

(8)

Оскiльки системи рiвнянь (2) i (7) еквiвалентнi, то розв’язок (8)
системи (7) буде розв’язком системи (2).

Органiзацiя та контроль обчислень. Описанi вище перетво-
рення системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь фактично є перетворен-
нями її коефiцiєнтiв (див. вiдповiднi формули). Тому немає потреби
виписувати цiлу систему, достатньо записати матрицю коефiцiєнтiв
та стовпчик вiльних членiв i над ними виконати перетворення. Всi
записи доцiльно розмiстити в окремiй таблицi (див. табл. 3). При
розв’язуваннi задач за допомогою чисельних методiв необхiдно вмi-
ти здiйснювати перевiрку правильностi отриманих результатiв (за-
ключний контроль обчислень). Якщо кiлькiсть обчислень велика, то
бажано вмiти перевiряти правильнiсть промiжних результатiв (пото-
чний контроль обчислень).

Схема єдиного дiлення дозволяє проводити i поточний, i заключ-
ний контроль обчислень. Щоб вчасно виявити i виправити обчислю-
вальнi помилки, у таблицю 3 введено, крiм природнiх стовпчикiв з
коефiцiєнтами i вiльним членом системи (1), два додаткових – пiд
спiльною назвою “Контроль”: “контрольна сума” i “рядкова сума”.

На першому кроцi елементи обох стовпчикiв обчислюються одна-
ково – це сума коефiцiєнтiв вiдповiдного рядка розширеної матрицi.

У процесi зведення вихiдної системи до трикутної форми над еле-
ментами стовпчика “контрольна сума” виконують тi ж перетворен-
ня, що й над коефiцiєнтами системи. Для цього можна скористатися
вiдповiдними формулами, пiдставивши на мiсце другого iндекса у
вiдповiдних коефiцiєнтах цифру 5.

Елементи стовпчика “рядкова сума” завжди обчислюються одна-
ково – це сума коефiцiєнтiв вiдповiдного рядка таблицi, не включа-
ючи контрольної суми.
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Таблиця 3

Кро- Номер Коефiцiєнти при Контроль
ки рiв- змiнних Вiльний

няння
x1 x2 x3

член Контрольна Рядкова

сума сума

1 a11 a12 a13 a14 a15

4∑
j=1

a1j

1 2 a21 a22 a23 a24 a25

4∑
j=1

a2j

3 a31 a32 a33 a34 a35

4∑
j=1

a3j

1 1 α12 α13 α14 α15

4∑
j=2

α1j + 1

2 2 0 α22 α23 α24 α25

4∑
j=2

α2j

3 0 α32 α33 α34 α35

4∑
j=2

α3j

2 0 1 β23 β24 β25

4∑
j=3

β2j + 1

3
3 0 0 β33 β34 β35

4∑
j=3

β3j

4 3 0 0 1 γ34 γ35 γ34 + 1

Поточний контроль обчислень полягає у порiвняннi елементiв ос-
таннiх двох стовпчикiв. Якщо значення збiгаються або вiдрiзняються
на вiдносно малу величину, то обчислення виконано правильно i мо-
жна переходити до обробки наступного рядка. Якщо цi величини
значно вiдрiзняються, то при обчисленнi даного рядка допущено по-
милку.

На зворотньому ходi пiсля знаходження розв’язку x1, x2, x3 си-
стеми (2) роблять наступне. У формули (8) замiсть коефiцiєнтiв γ34,
β24, α14 пiдставляють коефiцiєнти γ35, β25, α15 вiдповiдно i знахо-
дять числа x̄1, x̄2, x̄3. Цi числа (в межах заданої точностi) повиннi
задовольняти рiвнiсть x̄i = xi + 1, i = 1, 2, 3. Саме в цьому i полягає
суть заключного контролю.
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Можна також знайдений розв’язок x1, x2, x3 пiдставити в систему
(2) i безпосередньо переконатися, чи задовольняються всi рiвностi
(знову ж таки в межах заданої точностi).

Уточнення розв’язку. Через можливi заокруглення пiд час об-
числень значення лiвих частин рiвнянь системи (2), взагалi кажучи,
не збiгатимуться зi значеннями їх правих частин. Значення рiзниць
мiж вiльними членами вихiдної системи лiнiйних рiвнянь i результа-
тами пiдстановки в цi рiвняння обчислених значень змiнних назива-
ються нев’язками.

Нехай x0
1, x0

2, x0
3 – розв’язок системи (2), знайдений за методом

Гауса. В такому разi нев’язки обчислюються за формулами

δ1 = a14 − (a11x
0
1 + a12x

0
2 + a13x

0
3),

δ2 = a24 − (a21x
0
1 + a22x

0
2 + a23x

0
3),

δ3 = a34 − (a31x
0
1 + a32x

0
2 + a33x

0
3).

(9)

Якщо всi нев’язки малi, то вважають, що розв’язок системи (2)
знайдено з потрiбною точнiстю, в iншому випадку його потрiбно
уточнити. Розв’язок шукають у виглядi x1 = x0

1 + ε1, x2 = x0
2 + ε2,

x3 = x0
3 + ε3, де ε1, ε2, ε3 – шуканi похибки розв’язку. Пiдставимо цi

рiвностi у вихiдну систему (2). Тепер, якщо врахувати формули (9),
для знаходження чисел εi, i = 1, 2, 3 отримаємо систему

n∑

j=1

aijεj = δi, i = 1, 2, 3. (10)

Остання система рiвнянь вiдрiзняється вiд системи (2) лише стов-
пчиком вiльних членiв. Для її розв’язання за схемою єдиного дiлення
в таблицю 3 достатньо вписати справа стовпець вiльних членiв си-
стеми (10), елементами якого будуть нев’язки (9). Далi над числами
з цього стовпця потрiбно виконати тi ж перетворення, що й над вiль-
ними членами системи (2). Решта таблицi залишається без змiн.

3. Метод простої iтерацiї. Нехай задано систему рiвнянь (1).
Подамо цю систему у виглядi еквiвалентної їй системи





x1 = α11x1 + α12x2 + · · ·+ α1nxn + β1,
x2 = α21x1 + α22x2 + · · ·+ α2nxn + β2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xn = αn1x1 + αn2x2 + · · ·+ αnnxn + βn,

(11)

або у виглядi матричного рiвняння x̄ = αx̄ + β̄.
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Суть цього наближеного методу полягає в тому, що, починаючи
з деякого початкового наближення, на кожному кроцi обчислюваль-
ного процесу це наближення розв’язку полiпшують, дiстаючи при
цьому нове (точнiше) наближення. Цей процес продовжують доти,
поки розв’язок не буде знайдено з потрiбною точнiстю.

Останню систему рiвнянь будемо розв’язувати методом послiдов-
них наближень. За початкове наближення розв’язку вiзьмемо деякий
вектор x̄0 = (x0

1, x
0
2, . . . , x

0
n) де x0

1, x0
2, . . . , x0

n – довiльнi числа. Тодi
послiдовно знаходимо перше наближення x̄1 = αx̄0 + β̄, друге на-
ближення x̄2 = αx̄1 + β̄ i т.д. Взагалi, якщо вже побудовано k-те
наближення, то наступне будуємо за формулою x̄k+1 = αx̄k + β̄, або
в розгорнутому виглядi





xk+1
1 = α11x

k
1 + α12x

k
2 + · · ·+ α1nxk

n + β1,

xk+1
2 = α21x

k
1 + α22x

k
2 + · · ·+ α2nxk

n + β2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
xk+1

n = αn1x
k
1 + αn2x

k
2 + · · ·+ αnnxk

n + βn.

(12)

Якщо кожна з числових послiдовностей {xk
i }k∈N , i = 1, n має

границю x∗i , тобто x∗i = lim
k→∞

xk
i , (i = 1, n ), то сукупнiсть значень

(x∗1, x
∗
2, . . . , x

∗
n) є розв’язком системи (11), а, отже, i системи (1).

Таким чином, формула (12) визначає метод простої iтерацiї. Його
алгоритм простий i зручний для обчислень на ЕОМ. Достатнi умови
збiжностi методу простої iтерацiї сформульовано в наступнiй теоремi.

Теорема 1. Якщо матриця системи (11) задовольняє хоч одну
з умов

• сума абсолютних значень коефiцiєнтiв кожного рядка ма-

трицi менша за одиницю, тобто l0 = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|αij | < 1 ;

• сума абсолютних значень коефiцiєнтiв кожного стовпчика

матрицi менша за одиницю, тобто l1 = max
1≤j≤n

n∑
i=1

|αij | < 1 ;

• сума квадратiв всiх коефiцiєнтiв матрицi менша за одини-

цю, тобто l2 =
n∑

i=1

n∑
j=1

α2
ij < 1 ,

то система рiвнянь (11) має єдиний розв’язок. Цей розв’язок є гра-
ницею послiдовностi {x̄k}k∈N, побудованої за методом простої iте-
рацiї (12), виходячи з будь-якого початкового наближення x̄0.
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Доведення цiєї теореми дивись, наприклад, в посiбниках [ 1 ], [ 5 ].
На практицi часто за початкове наближення беруть стовпчик вiль-

них членiв. Алгоритм розв’язування системи (11) методом iтерацiй
можна записати наступним чином:

1. Обчислення величини l0 = max
1≤i≤n

n∑
j=1

|αij |.
2. Перевiрка умови l0 < 1. Якщо ця умова не виконується, то

метод застосовувати не варто, в протилежному випадку пе-
реходимо до пункту 3.

3. Обчислення допустимої похибки ε1 =
1− l0

l0
ε, де ε – точнiсть,

з якою потрiбно знайти розв’язок.
4. Вибiр початкового наближення x̄0.
5. Обчислення наступного наближення x̄k+1 через знайдене на

попередньому кроцi значення x̄k.
6. Перевiрка умови max

1≤i≤n
|xk+1

i − xk
i | < ε1. Якщо ця умова вико-

нується, то процес iтерацiй завершується i вектор x̄k+1 вва-
жають наближеним значенням розв’язку. В iншому випадку
переходять до пункту 5.

Контрольнi запитання та завдання для самоперевiрки

(1) Дайте означення точних i наближених методiв розв’язування
систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

(2) В чому суть прямого та зворотнього ходiв методу Гауса ?
(3) Зобразiть у виглядi таблицi схему єдиного дiлення.
(4) Чому виникає необхiднiсть уточнення розв’язку, одержаного

методом Гауса ? Яким способом уточнюється розв’язок ?
(5) В чому суть методу простої iтерацiї для систем лiнiйних ал-

гебраїчних рiвнянь ?
(6) Якi достатнi умови збiжностi методу простої iтерацiї для си-

стем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь ?



Тема 4. Iнтерполювання функцiй
Лiтература : [ 1 ], гл. II, §§1–3, 10, 11; [ 2 ], гл. 4, §§4.1–4.3, 4.5;

[ 3 ], розд. 5, §§5.1–5.6; [ 4 ], гл. IV, §§10–13; [ 5 ], гл. 2, §§1–6; [ 6 ], гл.
IV, §§4.1, 4.3–4.10, 4.12; [ 7 ], розд. VI, §§23–27 .

1. Постановка задачi. При розв’язуваннi багатьох задач нау-
ково-технiчного характеру доводиться використовувати таблично чи
графiчно заданi функцiї. Крiм того, бувають випадки, коли аналiтич-
ний вираз функцiї f(x) вiдомий, проте є занадто складним i незру-
чним для обчислень. У таких випадках вихiдну функцiю замiнюють
на бiльш просту, яка в деякому сенсi близька до даної. Iнтерполюва-
ння – це один iз способiв знаходження таких функцiй.

В загальному виглядi задача iнтерполювання формулюється на-
ступним чином. Нехай функцiя y = f(x) задана таблично, тобто в
n + 1 рiзних точках x0, x1, . . . , xnвiдомi значення функцiї y0 = f(x0),
y1 = f(x1), . . . , yn = f(xn). Потрiбно пiдiбрати функцiю φ(x), що
задовольняє наступнi умови:

• в точках x0, x1, . . . , xnзначення функцiї φ(x) спiвпадають зi
значеннями даної функцiї yi = f(xi) = φ(xi), i = 1, n ;

• в iнших точках з областi визначення виконується наближена
рiвнiсть f(x) ≈ φ(x).

Функцiя φ(x) називається iнтерполюючою функцiєю, процес її по-
будови – iнтерполюванням, а точки x0, x1, . . . , xn– вузлами iнтерпо-
лювання. Зауважимо, що коли аргумент x знаходиться поза межами
промiжку iнтерполювання [x0, xn], то задача побудови функцiї φ(x)
називається екстраполюванням.

З геометричної точки зору задача iнтерполювання для функцiї
однiєї змiнної означає побудову кривої, яка проходить через точки
площини з координатами (x0, y0), (x1, y1), . . . , (xn, yn). Однак цiл-
ком очевидно, що через данi точки можна провести безлiч кривих.
Тому задача iнтерполювання в її загальному виглядi не є однозначно
визначеною.

2. Параболiчне iнтерполювання. Якщо iнтерполюючу фун-
кцiю φ(x) вибирати з класу многочленiв, то в цьому випадку iн-
терполювання називають параболiчним. Параболiчне iнтерполюва-
ння найзручнiше, оскiльки многочлени простi за формою, їх легко
обчислювати, диференцiювати та iнтегрувати, вони не мають осо-
бливих точок i можуть набувати довiльних значень.
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Iнколи зручно використовувати iншi класи функцiй. Якщо, напри-
клад, функцiя f(x) перiодична, то iнтерполюючу функцiю доцiль-
но вибирати з класу тригонометричних функцiй. У випадках, коли
функцiя набуває безмежно великих значень в околi деякої точки,
функцiю φ(x) вибирають з класу дробово-рацiональних функцiй.

Ми розглядатимемо лише задачу параболiчного iнтерполювання.
Треба побудувати многочлен степеня n

Pn = a0x
n + a1x

n−1 + · · ·+ an−1x + an, (1)

який задовольняв би умови

Pn(xi) = yi, i = 1, n , (2)

де y0 = f(x0), y1 = f(x1), . . . , yn = f(xn).
Для визначення невiдомих коефiцiєнтiв многочлена (1) побудуємо

систему лiнiйних рiвнянь на основi умов (2)




a0x
n
0 + a1x

n−1
0 + · · ·+ an−1x0 + an = y0,

a0x
n
1 + a1x

n−1
1 + · · ·+ an−1x1 + an = y1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

a0x
n
n + a1x

n−1
n + · · ·+ an−1xn + an = yn.

(3)

Це є система n+1 лiнiйних рiвнянь з n+1 невiдомими. Зауважимо,
що невiдомими величинами тут є числа a0, a1, . . . , an.

Система (3) має єдиний розв’язок, оскiльки її визначник є визнач-
ником Вандермонда. Останнiй вiдмiнний вiд нуля, бо за умовою за-
дачi всi вузли iнтерполювання рiзнi. Таким чином, iснує єдиний мно-
гочлен виду (1), що задовольняє умови (2).

Многочлен Pn(x) називають iнтерполяцiйним многочленом, на-
ближену рiвнiсть f(x) ≈ Pn(x) – iнтерполяцiйною формулою.

Зауважимо, що хоч iнтерполяцiйний многочлен, що задовольняє
умови (2), i єдиний, проте можливi рiзнi форми його запису.

Як правило, iнтерполяцiйний многочлен будують в одному з на-
ступних випадкiв:

• функцiя задана таблично, а треба знайти її значення для тих
значень аргументу, яких в таблицi немає;

• функцiя задана графiчно, а треба знайти її наближений ана-
лiтичний вираз;

• функцiя задана аналiтично, але її вираз досить складний i
незручний для подальших математичних перетворень.



36 Тема 4. Iнтерполювання функцiй

3. Iнтерполяцiйний многочлен Лагранжа. Найбiльш загаль-
ною формулою параболiчного iнтерполювання є iнтерполяцiйна фор-
мула Лагранжа. У цьому випадку iнтерполяцiйний многочлен Ln(x)
шукатимемо у виглядi

Ln(x) = a0(x− x1)(x− x2) · · · (x− xn−1)(x− xn)+

a1(x− x0)(x− x2) · · · (x− xn−1)(x− xn) + · · ·+
ai(x− x0) · · · (x− xi−1)(x− xi+1) · · · (x− xn) + · · ·+

an(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn−2)(x− xn−1). (4)

Кожен доданок цього виразу є многочленом степеня n, причому при
кожному з коефiцiєнтiв ai, i = 1, n немає множника (x− xi).

Для того, щоб знайти коефiцiєнти ai, i = 1, n , пiдставимо в (4)
почергово x = xi, i = 1, n i використаємо умови (2). Поклавши x = xi,
дiстанемо

Ln(xi) = yi = ai(xi − x0) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn),

звiдки ai =
yi

(xi − x0) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)
.

Тепер, якщо пiдставити цi вирази для коефiцiєнтiв ai у формулу
(4), отримаємо iнтерполяцiйний многочлен

Ln(x) =
n∑

i=0

(x− x0) · · · (x− xi−1)(x− xi+1) · · · (x− xn)
(xi − x0) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)

yi . (5)

Останнiй вираз називають iнтерполяцiйним многочленом Лагран-
жа, а наближену рiвнiсть f(x) ≈ Ln(x) – iнтерполяцiйною формулою
Лагранжа.

Многочлен (5) може бути записаний у наступному виглядi

Ln(x) =
n∑

i=0

ωn+1(x)
(x− xi)ω′n+1(xi)

yi , (6)

де ωn+1(x) = (x−x0)(x−x1) · · · (x−xn) – многочлен n+1-го степеня.
Для виведення формули (6) продиференцiюємо ωn+1(x), використав-
ши формулу диференцiювання добутку

ω′n+1(x) =
n∑

i=0

(x− x0) · · · (x− xi−1)(x− xi+1) · · · (x− xn) .
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Поклавши тут x = xi, i = 1, n , отримаємо

ω′n+1(xi) = (xi − x0) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn) .

Пiдставивши вирази для ωn+1(x) i ω′n+1(xi) у (5), дiстанемо потрiбне
спiввiдношення (6).

Досить поширеними є випадки лiнiйного i квадратичного iнтер-
полювання. Вiдповiднi формули дiстанемо iз загальної, якщо в (5)
приймемо n = 1 i n = 2.

Нехай n = 1, тобто значення функцiї f(x) задано в двох вузлах x0

i x1. Тодi з формули (5) отримаємо

L1(x) =
x− x1

x0 − x1
y0 +

x− x0

x1 − x0
y1 . (7)

Ця формула є формулою лiнiйного iнтерполювання. Многочлен
L1(x) є многочленом першого степеня, який є рiвнянням прямої, що
проходить через точки (x0, y0) i (x1, y1).

Поклавши у формулi (5) n = 2, дiстанемо

L2(x) =
(x− x1)(x− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
y0+

(x− x0)(x− x2)
(x1 − x0)(x1 − x2)

y1 +
(x− x0)(x− x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
y2 .

Останню рiвнiсть називають формулою квадратичного iнтерпо-
лювання. Функцiя y = L2(x) – це квадратична функцiя, графiком
якої є парабола, що проходить через три заданi точки (x0, y0), (x1, y1),
(x2, y2). Суть квадратичного iнтерполювання полягає в тому, що дуга
кривої на вiдрiзку [x0, x2] замiнюється дугою параболи, яка в трьох
заданих точках (вузлах iнтерполювання) перетинається з графiком
y = f(x).

4. Органiзацiя ручних обчислень за формулою Лагран-
жа. Безпосереднє застосування формули Лагранжа вимагає великої
кiлькостi однотипних обчислень. Органiзацiя обчислень буде суттєво
покращена, якщо користуватися спецiальною обчислювальною схе-
мою.

Для цього формулу (6) потрiбно записати у наступному виглядi

Ln(x) = ωn+1(x)
n∑

i=0

yi

Pi
, де позначено Pi = (x− xi)ω′n+1(xi), i = 1, n .

Результати обчислень заносять у таблицю 4. Спочатку обчислю-
ють i заносять у вiдповiднi клiтинки всеможливi рiзницi xi−xj , i 6= j,
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x − xi, i, j = 1, n , де x – точка, в якiй знаходимо значення iнтерпо-
ляцiйного многочлена Лагранжа. Останнi рiзницi у таблицi для зру-
чностi пiдкреслюють. Потiм обчислюють добутки Pi всiх рiзниць у
рядках. Зауважимо, що кожне з чисел Pi, i = 1, n , є знаменником
у формулi Лагранжа. На наступному кроцi обчислюють частки yi/Pi

i на цьому завершується заповнення таблицi.
Таблиця 4

i xi Рiзницi Pi yi
yi

Pi

0 x0 x− x0 x0 − x1 x0 − x2 . . . x0 − xn P0 y0
y0

P0

1 x1 x1 − x0 x− x1 x1 − x2 . . . x1 − xn P1 y1
y1

P1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

n xn xn − x0 xn − x1 xn − x2 . . . x− xn Pn yn
yn

Pn

На основi складеної таблицi обчислюють:
• суму S =

∑n
i=0

yi

Pi
елементiв останнього стовпчика;

• добуток D дiагональних елементiв (у таблицi вони пiдкресле-
нi).

Цей добуток дорiвнює значенню многочлена ωn+1(x) в точцi x.
Остаточне значення Ln(x) отримують, помноживши знайдену суму
S на добуток D, тобто Ln(x) = S ·D.

Недолiком описаної схеми є те, що для кожного нового значен-
ня аргументу x або при пiдвищеннi порядку многочлена, тобто при
залученнi нових вузлiв, всi обчислення виконують заново.

5. Iнтерполяцiйна схема Ейткiна. У випадку, коли немає по-
треби знати наближений аналiтичний вираз таблично заданої функ-
цiї, а треба лише обчислити її значення в деякiй точцi, яка не збi-
гається з жодним з вузлiв iнтерполювання, зручно використовува-
ти iнтерполювання за схемою Ейткiна, особливiстю якої є одноти-
пнiсть обчислень. Перевага цiєї схеми над вище описаним методом
полягає в тому, що при залученнi нових вузлiв не потрiбно перерахо-
вувати все спочатку, а варто лише скористатися попереднiми обчи-
сленнями для пiдвищення степеня многочлена Лагранжа.
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Обчислення значення функцiї в точцi, яка не збiгається з вузлами
iнтерполювання, починається iз задiювання двох вузлiв iнтерполю-
вання з послiдовним включенням нових аж до досягнення потрiбної
точностi. Скористаємось формулою Лагранжа у випадку лiнiйної iн-
терполяцiї (див. формулу (7)). На вiдрiзку [x0, x1] iнтерполяцiйне
значення функцiї (позначимо його через P0,1(x)) можна подати у

рiвносильному до рiвностi (7) виглядi P0,1(x) =
1

x1 − x0

∣∣∣∣
y0 x0 − x
y1 x1 − x

∣∣∣∣ ,

на вiдрiзку [x1, x2] – у виглядi P1,2(x) =
1

x2 − x1

∣∣∣∣
y1 x1 − x
y2 x2 − x

∣∣∣∣ , i, на-

рештi, на вiдрiзку [x0, x2] – у виглядi P0,2(x) =
1

x2 − x0

∣∣∣∣
y0 x0 − x
y2 x2 − x

∣∣∣∣ .

Замiнимо тепер y0 i y2 в останнiй формулi на P0,1(x) i P1,2(x) вiд-
повiдно. Отримаємо наступний вираз

P0,1,2(x) =
1

x2 − x0

∣∣∣∣
P0,1(x) x0 − x
P1,2(x) x2 − x

∣∣∣∣ .

Якщо в останньому виразi вiдкрити визначник, то безпосередньо
можна переконатися, що P0,1,2(x) – це iнтерполяцiйний многочлен
Лагранжа другого порядку, для якого виконуються рiвностi

P0,1,2(x0) = y0, P0,1,2(x1) = y1, P0,1,2(x2) = y2.

Таким чином, застосовуючи лiнiйну iнтерполяцiю до многочленiв
P0,1(x) i P1,2(x), ми отримали iнтерполяцiйний многочлен другого
степеня P0,1,2(x).

Ця схема узагальнюється на iнтерполяцiйнi многочлени вищих
степенiв. Методом математичної iндукцiї можна довести, що iнтер-
поляцiйний многочлен n-го степеня, побудований за n + 1 вузлом,
отримується шляхом лiнiйної iнтерполяцiї, застосованої до двох рi-
зних iнтерполяцiйних полiномiв (n− 1)-го степеня, кожен з яких по-
будований за певними n вузлами iнтерполювання. Значення iнтерпо-
ляцiйного многочлена степеня n можна обчислити за формулою

P0,1,...,n(x) =
1

xn − x0

∣∣∣∣
P0,1,...,n−1(x) x0 − x
P1,2,...,n(x) xn − x

∣∣∣∣ ,

де P0,1,...,n−1(x) i P1,2,...,n(x) – значення iнтерполяцiйних многочле-
нiв (n − 1)-го степеня, обчислених у точцi x на попередньому кро-
цi обчислень. Можна переконатися, що P0,1,...,n(xi) = yi, i = 1, n
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i P0,1,...,n(x) збiгається з iнтерполяцiйним многочленом Лагранжа
n-го степеня.

В обчисленнях за цiєю схемою новi вузли xi залучають доти, по-
ки самi обчислення не покажуть, що необхiдної точностi досягнуто.
Iншими словами, потреби в залученнi нових вузлiв немає, якщо для
деякого натурального k > 1 виконується умова

|P0,1,...,k−1(x)− P0,1,...,k(x)| ≤ ε ,

де ε – точнiсть обчислень.

6. Iнтерполяцiйнi формули Ньютона. Табулювання функцiй,
як правило, проводять для рiвновiддалених вузлiв, тобто xi = x0+ih,
i = 1, n . Число h в цьому випадку називають кроком iнтерполяцiї.

Скiнченнi рiзницi. Виведення iнтерполяцiйних формул для рiв-
новiддалених вузлiв вимагає введення нового поняття.

Скiнченною рiзницею першого порядку назвемо рiзницю мiж зна-
ченнями функцiї у сусiднiх вузлах iнтерполювання, тобто вираз
∆yi = yi+1 − yi = f(xi+1) − f(xi), i = 1, n− 1 . Зi скiнченних рi-
зниць першого порядку утворюють скiнченнi рiзницi другого поряд-
ку ∆2yi = ∆yi+1 − ∆yi, i = 1, n− 2 . Аналогiчно будують скiнченнi
рiзницi вищих порядкiв, зокрема, для всiх k ∈ N, 2 ≤ k ≤ n, маємо

∆kyi = ∆k−1yi+1 −∆k−1yi , i = 1, n− k . (8)

Зауважимо, що скiнченних рiзниць порядку k є рiвно n − k + 1,
тобто iз зростанням порядку скiнченних рiзниць їх кiлькiсть змен-
шується.

Для бiльшої наглядностi при обчисленнi скiнченних рiзниць їх за-
носять у таблицю (див. табл. 5). Покажемо на прикладi процес запо-
внення такої таблицi.

Таблиця 5

x y ∆y ∆2y ∆3y ∆4y

0 -3 4 -2 6 0
1 1 2 4 6
2 3 6 10
3 9 16
4 25

Нехай задано функцiю
y = x3 − 4x2 + 7x − 3. Необ-
хiдно скласти таблицю скiн-
ченних рiзниць вiд початко-
вого значення x = 0 до кiн-
цевого x = 4 з кроком h = 1.

Знайдемо значення фун-
кцiї у вузлах x0 = 0, x1 = 1,
x2 = 2, x3 = 3, x4 = 4. Ма-
ємо y0 = −3, y1 = 1, y2 = 3,
y3 = 9, y4 = 25. Тепер знайдемо скiнченнi рiзницi першого порядку.
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За означенням ∆y0 = y1−y0 = 1−(−3) = 4, ∆y1 = y2−y1 = 3−1 = 2 i
т. д. Далi з формули (8) отримуємо скiнченнi рiзницi другого порядку
∆2y0 = ∆y1 −∆y0 = 2− 4 = −2, ∆2y1 = ∆y2 −∆y1 = 6− 2 = 4 i т. д.;
третього: ∆3y0 = ∆2y1 −∆2y0 = 4− (−2) = 6, ∆3y1 = ∆2y2 −∆2y1 =
10−4 = 6 i четвертого: ∆4y0 = ∆3y1−∆3y0 = 6−6 = 0. Зрозумiло, що
елементи стовпчикiв таблицi 5, починаючи з третього, є рiзницями
вiдповiдних двох чисел iз сусiднього злiва стовпчика. Таким чином,
для обчислення скiнчених рiзниць можна користуватися таблицею,
аналогiчною до таблицi 5.

Перша iнтерполяцiйна формула Ньютона. Нехай деяка
функцiя f(x) задана своїми значеннями у рiвновiддалених вузлах
iнтерполювання i для цiєї функцiї вже складено таблицю скiнченних
рiзниць. Будемо шукати iнтерполяцiйний многочлен у виглядi

Pn(x) = a0 + a1(x− x0) + · · ·+ an(x− x0) · · · (x− xn−1) . (9)

Очевидно, що це є многочлен n-го степеня (це видно з останнього
доданку). Значення невiдомих коефiцiєнтiв a0, a1, . . . , an знайдемо з
умов Pn(xi) = f(xi) = yi, i = 1, n .

Пiдставимо в (9) x = x0, отримаємо Pn(x0) = a0 = y0, звiдки ма-
ємо a0 = y0. Пiсля пiдстановки в (9) x = x1 отримаємо тотожнiсть
Pn(x1) ≡ a0 + a1(x1 − x0) = y1. Враховуючи, що a0 = y0, отримаємо

y1 = y0 + a1h, де h = x1 − x0. Звiдси маємо a1 =
y1 − y0

h
=

∆y0

h
. При

x = x2 маємо Pn(x2) ≡ a0 + a1(x2 − x0) + a2(x2 − x0)(x2 − x1) = y2,

звiдки y2 = y0 +
∆y0

h
(x0 + 2h − x0) + a2(x0 + 2h − x0)h . Останню

рiвнiсть запишемо через скiнченнi рiзницi y2 = y0 + 2∆y0 + ∆2y0 =

y0+2∆y0+2h2a2. Звiдси a2 =
∆2y0

2h2
. Аналогiчно можна показати, що

при пiдстановцi x = x3 отримаємо значення коефiцiєнта a3 =
∆3y0

6h3
.

У загальному випадку вираз для ak матиме вигляд ak =
∆ky0

k!hk
,

k = 1, n . Пiдставивши цi значення у формулу (9), отримаємо

Pn(x) = y0 +
∆y0

h
(x− x0) +

∆2y0

2!h2
(x− x0)(x− x1) + . . .

+
∆ny0

n!hn
(x− x0)(x− x1) · · · (x− xn−1) (10)
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На практицi зручнiше користуватися дещо iншою формою запису
цього многочлена. Зробимо замiну

x− x0

h
= t, тобто x = x0 + th. Тодi

x− x1

h
= t− 1,

x− x2

h
= t− 2, . . . ,

x− xn−1

h
= t− n + 1. Враховуючи

останнi спiввiдношення, перепишемо многочлен (10) таким чином

Pn(x) = y0 + t∆y0 +
t(t− 1)

2!
∆2y0 + . . .

+
t(t− 1) · · · (t− n + 1)

n!
∆ny0 . (11)

Останню рiвнiсть називають першою iнтерполяцiйною формулою
Ньютона. Цю формулу зручно використовувати для iнтерполюван-
ня на початку вiдрiзку iнтерполяцiї. Скажiмо, якщо необхiдно знай-
ти значення функцiї f(x) при деякому x, то за початкове значення
x0 беруть найближче, причому менше, нiж x, значення аргументу.
Кажуть, що першу iнтерполяцiйну формулу Ньютона застосовують
для iнтерполювання вперед.

Друга iнтерполяцiйна формула Ньютона. Коли значення
аргументу знаходиться ближче до кiнця таблицi скiнченних рiзниць,
застосовувати першу iнтерполяцiйну формулу Ньютона недоцiльно.
У цьому випадку користуються другою iнтерполяцiйною формулою
Ньютона, загальний вигляд якої

Pn(x) = a0 + a1(x− xn) + · · ·+ an(x− xn) · · · (x− x1) .

Виведення формул для визначення коефiцiєнтiв ai, i = 1, n про-
водиться за схемою, описаною в попередньому пунктi. В результатi

для довiльного k, k = 1, n матимемо ak =
∆kyn−k

k!hk
.

Пiдставимо вирази ak (k = 1, n ) в многочлен Pn(x) i отримаємо

Pn(x) = yn +
∆yn−1

h
(x− xn) +

∆2yn−2

2!h2
(x− xn)(x− xn−1) + . . .

+
∆ny0

n!hn
(x− xn)(x− xn−1) · · · (x− x1) . (12)

В останньому многочленi зробимо замiну
x− xn

h
= t, звiдки отри-

муємо x = xn + th. Тодi для довiльного k, k = 1, n матимемо
x− xn−k

h
= t + k. Пiсля пiдстановки цих виразiв у формулу (12)
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одержимо многочлен

Pn(x) = yn + t∆yn−1 +
t(t + 1)

2!
∆2yn−2 + . . .

+
t(t + 1) · · · (t + n− 1)

n!
∆ny0 .

Останню рiвнiсть називають другою iнтерполяцiйною формулою
Ньютона. Цю формулу зручно використовувати для тих значень ар-
гументу, що лежать в кiнцi вiдрiзку iнтерполяцiї. Кажуть, що другу
iнтерполяцiйну формулу Ньютона застосовують для iнтерполюван-
ня назад.

Приклад. Для функцiї f(x) складено таблицю скiнченних рiзниць.
Знайти значення f(1,57).

x y ∆y ∆2y ∆3y

1,50 4,482 0,229 0,013 −0,001
1,55 4,711 0,242 0,012 0,001
1,60 4,953 0,254 0,013 0,001
1,65 5,207 0,267 0,014
1,70 5,474 0,281
1,75 5,755

Обмежимося трьома
скiнченними рiзницями.
Оскiльки для заданої точ-
ки виконується нерiвнiсть
1,55 < 1,57 < 1,60, то вi-
зьмемо x0 = 1,55. Тодi

t =
1,57− 1,55

0,05
= 0,4.

Пiдставимо число t = 0,4 i
скiнченнi рiзницi до третього порядку у формулу (11).

y = 4,711 + 0,4 · 0,242 +
0,4(0,4− 1)

2!
0,012+

0,4(0,4− 1)(0,4− 2)
3!

0,001 ≈ 4,806

Бачимо, що останнiй доданок досить малий, тому можна було б
обiйтись двома скiнченними рiзницями.

Контрольнi запитання та завдання для самоперевiрки

(1) Сформулюйте постановку задачi iнтерполювання функцiї.
(2) Що таке параболiчне iнтерполювання ?
(3) Дайте означення iнтерполяцiйного многочлена, iнтерполяцiй-

ної формули.
(4) Виведiть формулу iнтерполяцiйного многочлена Лагранжа.



(5) Опишiть алгоритм iнтерполювання функцiї за схемою Ейткi-
на.

(6) Складiть таблицю значень деякої функцiї f(x) i побудуйте
для неї перший та другий iнтерполяцiйнi многочлени Ньюто-
на.

Тема 5. Чисельне iнтегрування i чисельне дифе-
ренцiювання

Лiтература : [ 1 ], гл. II, §§15, 16, гл. III, §§1–3; [ 2 ], гл. 5, §§5.1–
5.8; [ 3 ], розд. 5, §5.9, розд. 6, §§6.1, 6.3–6.6; [ 4 ], гл. VI, §§18, 20; [ 5 ],
гл. 3, §§1–4; [ 6 ], гл. VII, §§7.1, 7.6, 7.7; [ 7 ], розд. VII, §§30–34 .

1. Постановка задачi. При розв’язуваннi багатьох задач, якi зу-
стрiчаються в геометрiї, технiцi, економiцi тощо доводиться обчис-
лювати визначенi iнтеграли типу

∫ b

a

f(x) dx ,

де f(x) iнтегрована на вiдрiзку [ a, b ] функцiя. З курсу вищої мате-
матики вiдомо, що для знаходження такого iнтегралу можна скори-
статися формулою Ньютона-Лейбнiца

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a),

де F (x) – первiсна функцiї f(x), тобто F ′(x) = f(x).
Проте на практицi доволi часто зустрiчаються випадки, коли пер-

вiсну неможливо чи не вдається виразити через елементарнi фун-
кцiї. Може статися, що аналiтичний вираз первiсної, якщо його вда-
лося знайти, має досить складний i незручний для обчислень ви-
гляд. Крiм того, пiдiнтегральна функцiя може бути задана таблично
чи графiчно. У цих випадках для обчислення визначених iнтегралiв
користуються чисельними методами. Формули, якi використовують
для наближеного обчислення iнтегралiв, називають квадратурними
формулами. Iдея побудови таких формул полягає в тому, що пiдiн-
тегральну функцiю замiнюють iншою, наприклад, iнтерполяцiйним
многочленом, а потiм знаходять iнтеграл вiд нової функцiї.

Практичне розв’язування задач часто потребує обчислення похi-
дної функцiї. Коли аналiтичний вираз функцiї чи знайденої похiдної
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складний, або, коли функцiя задана таблично, тодi використовують
чисельне диференцiювання.

Для побудови формул чисельного диференцiювання функцiю f(x)
iнтерполюють многочленом Pn(x), вiдтак вважають, що похiднi вiд
функцiї наближено рiвнi вiдповiдним похiдним вiд многочлена, тобто
f (k)(x) ≈ P

(k)
n (x) для всiх k ∈ N.

2. Формули чисельного iнтегрування. Розглянемо найпростi-
шi квадратурнi формули.

Метод прямокутникiв. З курсу вищої математики вiдомо, що
за означенням визначений iнтеграл є границею його iнтегральних

сум, тобто
b∫

a

f(x) dx = lim
n→∞

n−1∑
i=0

f(ξi)∆xi, де точки ξi вибирають до-

вiльно з промiжкiв розбиття, довжини яких позначаються числами
∆xi. На цiй формулi грунтується виведення квадратурної формули
методу прямокутникiв.

Розiб’ємо вiдрiзок [ a, b ] на n рiвних частин. Тодi величина ∆xi

рiвна ∆xi =
b− a

n
= h, i справедлива така наближена рiвнiсть

∫ b

a

f(x) dx ≈
n−1∑

i=0

f(ξi)∆xi = h
n−1∑

i=0

f(ξi).

Число h називається кроком квадратурної формули.
Якщо в останнiй формулi точки ξi сумiстити з лiвими кiнцями

вiдрiзкiв розбиття, тобто ξ0 = x0, ξ1 = x1, . . . , ξn−1 = xn−1, то отри-
маємо формулу лiвих прямокутникiв

∫ b

a

f(x) dx ≈ h
n−1∑

i=0

f(xi) = h

n−1∑

i=0

yi = h(y0 + y1 + · · ·+ yn−1). (1)

Якщо ж точки ξi сумiстити з правими кiнцями вiдрiзкiв розбиття,
тобто ξ0 = x1, ξ1 = x2, . . . , ξn−1 = xn, то отримаємо формулу правих
прямокутникiв

∫ b

a

f(x) dx ≈ h
n−1∑

i=0

f(xi+1) = h

n−1∑

i=0

yi+1 = h(y1 + y2 + · · ·+ yn). (2)
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Геометричний змiст формули прямокутникiв полягає в тому, що
криволiнiйна трапецiя aABb замiнюється схiдчастою фiгурою, скла-
деною з прямокутникiв. На малюнку 8 зображено випадок лiвих пря-
мокутникiв, на малюнку 9 – випадок правих прямокутникiв.

-

6y

xO a x1 xn−1 b

A

By = f(x)

мал. 8

-

6y

xO a x1 xn−1 b

A

By = f(x)

мал. 9

-

6y

xO
мал. 10

a b

A

B

Метод трапецiй. Наближене
значення iнтеграла можна пораху-
вати iншим способом. Для цього на
вiдрiзку [ a, b ] дугу AB графiка пi-
дiнтегральної функцiї y = f(x) за-
мiнимо хордою. Вiдтак вважатиме-
мо, що значення визначеного iнте-
грала наближено рiвне площi

утвореної трапецiї aABb (див. мал. 10)

∫ b

a

f(x) dx ≈ (b− a)
f(a) + f(b)

2
.

Зрозумiло, що точнiсть обчислень зросте, якщо [ a, b ] подiлити на
кiлька частин i застосувати останню формулу до кожного з новоутво-
рених вiдрiзкiв. На практицi вiдрiзок iнтегрування дiлять на рiвнi

частини, тодi довжина кожної з них дорiвнює
b− a

n
, де n – кiлькiсть

вiдрiзкiв розбиття. У цьому випадку отримаємо формулу

∫ b

a

f(x) dx ≈ b− a

n

n−1∑

i=0

f(xi) + f(xi+1)
2

=
b− a

n

n−1∑

i=0

yi + yi+1

2
.

Оскiльки величини y1, y2, . . . , yn−1 пiд знаком суми зустрiчаються
двiчi, то останнє спiввiдношення переписують наступним чином

∫ b

a

f(x) dx ≈ b− a

n

[
y0 + yn

2
+

n−1∑

i=1

yi

]
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Цю рiвнiсть називають формулою трапецiй. Iнколи її записують так
∫ b

a

f(x) dx ≈ h

2
(y0 + 2y1 + · · ·+ 2yn−1 + yn), де h =

b− a

n
.

Метод Сiмпсона (метод парабол). Точнiсть чисельного iн-

-

6y

xO
мал. 11

x0 x1 x2

y = f(x)
y = P2(x)

тегрування помiтно зростає, якщо
пiдiнтегральну функцiю y = f(x)
на вiдрiзку [ a, b ] замiнити квадра-
тичною функцiєю (мал. 11), яка у
вузлах x0, x1, x2 спiвпадає з фун-
кцiєю f(x). Пiдiнтегральну функ-
цiю f(x) замiнимо iнтерполяцiйним
многочленом Ньютона другого сте-

пеня f(x) ≈ P2(x) = y0 +
∆y0

h
(x− x0) +

∆2y0

2h2
(x− x0)(x− x1). Тодi

∫ x2

x0

f(x) dx ≈
∫ x2

x0

P2(x) dx =

2hy0 +
∆y0

h
· 4h2

2
+

∆2y0

2h2
·
(

8h3

3
− h

4h2

2

)
=

2hy0 + 2h∆y0 +
h

3
∆2y0 =

h

3
(y0 + 4y1 + y2).

Для пiдвищення точностi обчислень вiдрiзок [ a, b ] розбивають на
n пар вiдрiзкiв i замiнюють пiдiнтегральну функцiю iнтерполяцiй-
ним многочленом Ньютона другого степеня на кожному промiжку
довжиною 2h. Тодi чисельне значення визначеного iнтеграла на вiд-
рiзку [ a, b ] визначається iз такої наближеної рiвностi
∫ b

a

f(x) dx ≈ h

3
[(y0 + y2n) + 4(y1 + · · ·+ y2n−1) + 2(y2 + · · ·+ y2n−2)] ,

де h =
b− a

2n
. Остання рiвнiсть називається формулою Сiмпсона.

Приклад. Обчислити iнтеграл
∫ 2

1

dx

x
, використовуючи вiдомi ква-

дратурнi формули. Промiжок [1, 2] розбити на 10 рiвних частин.

Заповнимо таблицю значень пiдiнтегральної функцiї y =
1
x

в точ-
ках подiлу
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i xi yi

0 1 1,0000
1 1,1 0,9091
2 1,2 0,8333

i xi yi

3 1,3 0,7692
4 1,4 0,7143
5 1,5 0,6667

i xi yi

6 1,6 0,6250
7 1,7 0,5882
8 1,8 0,5556

i xi yi

9 1,9 0,5263
10 2 0,5000

Порахуємо цей iнтеграл за формулою Ньютона-Лейбнiца
∫ 2

1

dx

x
= ln 2− ln 1 = ln 2 ≈ 0,693147 (3)

Обчислимо шуканий iнтеграл за формулою лiвих прямокутникiв
2∫

1

dx

x
≈ 2− 1

10
(y0 + y1 + · · ·+ y9) = 0,1 · 7,1877 = 0,71877.

За формулою правих прямокутникiв отримуємо
2∫

1

dx

x
≈ 2− 1

10
(y1 + y2 + · · ·+ y10) = 0,1 · 6,6877 = 0,66877.

Знайдемо цей же iнтеграл за допомогою методу трапецiй. Промi-
жок [1, 2] розiб’ємо на 10 рiвних частин. Тодi отримаємо значення

2∫

1

dx

x
≈ 2− 1

10

(
y0 + y10

2
+ y1 + · · ·+ y9

)
= 0,1 · 6,9377 = 0,69377.

Для того, щоб знайти шуканий iнтеграл за формулою Сiмпсона,
подiлимо вiдрiзок [1, 2] на 5 пар рiвних вiдрiзкiв, тобто на 10 частин.
Тодi

2∫

1

dx

x
≈ 2− 1

2 · 5 · 3 [y0 + y10 + 4(y1 + · · ·+ y9) + 2(y2 + · · ·+ y8)] =

0,0333 · 20,7944 ≈ 0,6931456

Бачимо, що у кожному з випадкiв отримано рiзнi результати, при-
чому найточнiшим виявився метод Сiмпсона.

Взагалi про точнiсть трьох розглянутих методiв можна стверджу-
вати, що похибка обчислень за формулами прямокутникiв обернено
пропорцiйна числу n – кiлькостi вiдрiзкiв розбиття; за формулою тра-
пецiй – числу n2; за формулою Сiмпсона – числу n4. Наприклад, при
збiльшенi кiлькостi вiдрiзкiв розбиття вдвiчi похибка обчислень за
формулою прямокутникiв зменшується приблизно в 2 рази, за фор-
мулою трапецiй – в 4 рази, за формулою Сiмпсона – в 16 раз.
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3. Формули чисельного диференцiювання. Як було зазначе-
но вище, для чисельного диференцiювання функцiї треба спочатку
її наблизити одним з iнтерполяцiйних многочленiв.

Чисельне диференцiювання на основi iнтерполяцiйної
формули Лагранжа. Вважаємо, що на вiдрiзку [ a, b ] функцiя
f(x) задана таблицею значень у рiвновiддалених вузлах iнтерполю-
вання, тобто маємо xi+1 − xi = h, i = 1, n− 1 . У цьому випад-
ку загальний вигляд iнтерполяцiйного многочлена Лагранжа можна
спростити. Введемо нову змiнну t за формулою t =

x− x0

h
. Тодi

x−xi = x−x0− ih = h(t− i), i = 1, n i xi−xj = xi−x0−jh = h(i−j),
i, j = 1, n , i 6= j.

Пiсля пiдстановки многочлен набере вигляду

Ln(x) = Ln(x0 + th) =
n∑

i=0

(−1)n−i

i!(n− i)!
t(t− 1) . . . (t− n)

t− i
yi (4)

Остання рiвнiсть є iнтерполяцiйною формулою Лагранжа для рiвно-
вiддалених вузлiв.

Далi вважаємо, що f ′(x) ≈ L′n(x). Продиференцiюємо рiвнiсть (4)
по x, не забуваючи, що пiсля замiни в многочленi Лагранжа x є фун-

кцiєю вiд t. Оскiльки x = x0 + th, то
dx

dt
= h. Тому пiсля диференцi-

ювання (див., наприклад, [ 3 ]) отримаємо

f ′(x) ≈ 1
h

n∑

i=0

(−1)n−i

i!(n− i)!
d

dt

[
t(t− 1) . . . (t− n)

t− i

]
· yi (5)

Остання наближена рiвнiсть є формулою чисельного диференцiю-
вання на основi iнтерполяцiйної формули Лагранжа у випадку рiв-
новiддалених вузлiв.

Розглянемо частковий випадок формули (5). Нехай функцiя зада-
на трьома табличними значеннями (n = 2). Тодi

f ′(x) ≈ L′n(x) =
1
h

[
1
2
(2t− 3)y0 − (2t− 2)y1 +

1
2
(2t− 1)y2

]
. (6)
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Зокрема, якщо похiднi знаходимо у вузлах iнтерполювання, то
отримаємо наступнi вирази:

f ′(x0) = y′0 ≈
1
2h

(−3y0 + 4y1 − y2) , f ′(x1) = y′1 ≈
1
2h

(−y0 + y2) ,

f ′(x2) = y′2 ≈
1
2h

(y0 − 4y1 + 3y2) . (7)

Приклад. Знайти наближене значення похiдної функцiї в точцi
x = 4. Функцiя задана таблично x0 = 2, y0 = 4, x1 = 3, y1 = −2,
x2 = 4, y2 = 6.

В нашому випадку h = 1. Скористаємося формулою (6)

f ′(x) ≈ 4
2
(2t− 3) + 2(2t− 2) +

6
2
(2t− 1) = 14t− 13.

Далi, t =
x− x0

h
=

4− 2
1

= 2, тому f ′(4) ≈ 14 · 2− 13 = 15.
Зауважимо, що для знаходження похiдної можна було б скориста-

тися третьою з формул (7), оскiльки точка x = 4 – один з вузлiв
iнтерполювання.

Чисельне диференцiювання на основi iнтерполяцiйних
формул Ньютона. Запишемо для функцiї f(x), що задана свої-
ми значеннями в рiвновiддалених вузлах, перший iнтерполяцiйний
многочлен Ньютона

f(x) ≈ y0 + t∆y0 +
t(t− 1)

2!
∆2y0 + · · ·+ t(t− 1) . . . (t− n + 1)

n!
∆ny0,

де t =
x− x0

h
, h = xi+1 − xi.

Перепишемо цей полiном, вiдкривши дужки в чисельнику кожного
доданку

f(x) ≈ y0 + t∆y0 +
t2 − t

2
∆2y0 +

t3 − 3t2 + 2t

6
∆3y0+

t4 − 6t3 + 11t2 − 6t

24
∆4y0 + . . .
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Зауважимо, що
df(x)
dx

=
df(x)

dt
· dt

dx
=

1
h
· df(x)

dt
. Продиференцiюємо

останню рiвнiсть по x двiчi

f ′(x) ≈ 1
h

(
∆y0 +

2t− 1
2

∆2y0 +
3t2 − 6t + 2

6
∆3y0+

2t3 − 9t2 + 11t− 3
12

∆4y0 + . . .

)

i

f ′′(x) ≈ 1
h2

(
∆2y0 + (t− 1)∆3y0 +

6t2 − 18t + 11
12

∆4y0 + . . .

)
.

Аналогiчно можна обчислити похiднi вищих порядкiв.
Для того, щоб отримати значення похiдних в точцi, що лежить

в кiнцi таблицi, треба скористатися другою iнтерполяцiйною форму-
лою Ньютона. Застосовуючи той же прийом, що i для випадку першої
iнтерполяцiйної формули, отримаємо

f ′(x) ≈ 1
h

(
∆yn−1 +

2t + 1
2

∆2yn−2 +
3t2 + 6t + 2

6
∆3yn−3+

2t3 + 9t2 + 11t + 3
12

∆4yn−4 + . . .

)

i

f ′′(x) ≈ 1
h2

(
∆2yn−2 + (t + 1)∆3yn−3 +

6t2 + 18t + 11
12

∆4yn−4 + . . .

)
.

Формули чисельного диференцiювання значно спрощуються, якщо
значення похiдних обчислюється у вузлах iнтерполювання. Наприк-
лад, в точцi x = x0 (для неї t = 0) отримаємо

f ′(x) = y′0 ≈
1
h

(
∆y0 − ∆2y0

2
+

∆3y0

3
− ∆4y0

4
+ . . .

)
(8)

i

f ′′(x) = y′′0 ≈
1
h2

(
∆2y0 −∆3y0 +

11
12

∆4y0 − . . .

)
. (9)

Приклад. Нехай функцiя задана таблично. Потрiбно знайти похi-
днi f ′(0,01) i f ′′(0,01).

Складемо таблицю скiнчених рiзниць



xi yi ∆yi ∆2yi ∆3yi

0,01 1,519 4,512 2,854 -0,221
0,02 6,031 7,366 2,633
0,03 13,397 9,999
0,04 23,396

У нашому випадку h = 0,01. Скориставшись формулами (8) i (9)
отримаємо

f ′(0,01) ≈ 1
0,01

(
4,512− 2,854

2
− 0,221

3

)
= 301,13334 ,

f ′′(0,01) ≈ 1
(0,01)2

(2,854 + 0,221) = 30750 .

Контрольнi запитання та завдання для самоперевiрки

(1) Сформулюйте загальну постановку задачi чисельного iнте-
грування та чисельного диференцiювання.

(2) Якi ви знаєте квадратурнi формули ? Запишiть їх. Дайте гео-
метричну iлюстрацiю.

(3) Запишiть формули чисельного диференцiювання на основi iн-
терполяцiйних формул Лагранжа i Ньютона.

Тема 6. Чисельнi методи розв’язування звичай-
них диференцiальних рiвнянь

Лiтература : [ 1 ], гл. VIII, §2; [ 2 ], гл. 6, §§6.1–6.4; [ 3 ], розд. 7,
§§7.1–7.3; [ 4 ], гл. IX, §§30, 31; [ 5 ], гл. 9, §§1, 4; [ 6 ], гл. IX, §§9.1,
9.2, 9.4–9.6; [ 7 ], розд. VII, §§36, 37 .

1. Постановка задачi. Часто математичнi моделi задач технiки
i природознавства зводяться до певного диференцiального рiвняння,
розв’язок якого повинен задовольняти деякi початковi умови.

Задача Кошi для диференцiального рiвняння першого порядку
формулюється так: знайти розв’язок рiвняння (1) у виглядi функцiї
y = y(x), що задовольняє початкову умову (2)

{
y′(x) = f(x, y(x)), (1)
y(x0) = y0. (2)
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Геометрично це означає, що треба знайти ту iнтегральну криву
y = y(x) рiвняння (1), яка проходить через задану точку (x0, y0).

Теорема 1 (Пiкара). Якщо функцiя f(x, y) неперервна в замкну-
тому прямокутнику ∆ = {(x, y) : |x − x0| ≤ a, |y − y0| ≤ b} i за-
довольняє в ньому умову Лiпшиця по змiннiй y, тобто iснує таке
число M > 0, яке не залежить вiд x i y, що

|f(x1, y1)− f(x2, y2)| ≤ M |y1 − y2|

для будь-яких точок (x1, y1) ∈ ∆ i (x2, y2) ∈ ∆, то iснує єдина ди-
ференцiйована функцiя, яка є розв’язком диференцiального рiвняння
(1), що задовольняє початкову умову (2).

Всюди далi будемо вважати, що на промiжку, де шукається розв’я-
зок, виконуються всi умови, що забезпечують iснування та єдинiсть
роз’язку задачi Кошi.

На сьогоднiшнiй день розроблено чимало методiв знаходження
розв’язкiв диференцiальних рiвнянь через елементарнi функцiї. Про-
те бiльшiсть практичних задач вдається розв’язати тiльки за допо-
могою наближених методiв, якi можна розбити на три групи:

• аналiтичнi, якi дозволяють отримати наближений розв’язок
у виглядi аналiтичного виразу;

• графiчнi, якi дають можливiсть наближено побудувати iнте-
гральну криву;

• чисельнi, в результатi застосування яких можна отримати на-
ближений розв’язок у виглядi таблицi значень шуканої фун-
кцiї.

2. Метод Пiкара (метод послiдовних наближень). Цей ме-
тод є представником групи аналiтичних методiв. Вiн виник у зв’язку
з доведенням теореми iснування i єдиностi розв’язку рiвняння (1) i є
одним iз застосувань принципу стискуючих вiдображень.

Нехай потрiбно знайти розв’язок задачi Кошi (1)–(2). Проiнтегру-

ємо обидвi частини рiвностi (1) вiд x0 до x:
x∫

x0

y′ dx =
x∫

x0

f(x, y) dx.

Останню рiвнiсть можна записати

y(x) = y0 +
∫ x

x0

f(x, y) dx. (3)
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Таким чином, задача Кошi (1)–(2) замiнюється iнтегральним рiв-
нянням (3). Його розв’язок буде задовольняти диференцiальне рiв-
няння (1) i початкову умову (2). Замiнюючи в правiй частинi остан-
ньої рiвностi функцiю y значенням y0, отримаємо перше наближення

y1(x) = y0 +
∫ x

x0

f(x, y0) dx.

Iнтеграл в правiй частинi останньої рiвностi мiстить тiльки змiнну
x. Пiсля знаходження цього iнтеграла буде отримано аналiтичний
вираз наближення y1(x) як функцiї вiд змiнної x. Замiнимо тепер
в правiй частинi рiвняння (3) функцiю y знайденим значенням y1 i
отримаємо друге наближення

y2(x) = y0 +
∫ x

x0

f(x, y1) dx i т.д.

В загальному випадку iтерацiйна формула має вигляд

yn(x) = y0 +
∫ x

x0

f(x, yn−1) dx , n = 1, 2, . . .

Застосування останньої формули породжує послiдовнiсть функцiй

y1(x), y2(x), . . . , yn(x), . . . (4)

Достатнi умови збiжностi цiєї послiдовностi сформульовано в на-
ступнiй теоремi.

Теорема 2. Нехай в околi точки (x0, y0) функцiя f(x, y) непе-
рервна i має обмежену часткову похiдну f ′y(x, y). Тодi в деякому
iнтервалi, що мiстить точку x0, послiдовнiсть (4) збiгається до
розв’язку задачi Кошi (1)– (2).

3. Метод Ейлера. В основi цього чисельного методу лежить iдея
графiчної побудови розв’язку диференцiального рiвняння, однак цей
метод дає одночасно i спосiб знаходження шуканої функцiї в чисель-
нiй (табличнiй) формi. Метод Ейлера застосовують в основному для
проведення орiєнтовних розрахункiв. Але iдеї, закладенi в його осно-
ву, є ключовими при розробцi багатьох iнших методiв.

Нехай задачу Кошi (1)–(2) треба розв’язати на промiжку [ a, b ].
Розiб’ємо вiдрiзок [ a, b ] на n рiвних частин точками xi = x0 + ih,
i = 1, n , де h = b−a

n – крок iнтегрування. Проiнтегруємо рiвнян-

ня (1) на вiдрiзку [x0, x1], маємо
∫ x1

x0

f(x, y) dx =
∫ x1

x0

y′ dx = y1 − y0,
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звiдки y1 = y0 +
∫ x1

x0

f(x, y) dx. Останню рiвнiсть можа записати у

виглядi y1 = y0 + hy′0. Дiйсно, якщо крок h вибрати достатньо ма-
лим, то можна вважати, що f(x, y) ≈ f(x0, y0), i тодi матимемо∫ x1

x0

f(x, y) dx ≈ f(x0, y0)(x1 − x0) = hy′0, де y′0 = f(x0, y0).

Аналогiчно, iнтегруючи рiвняння y′ = f(x, y) на вiдрiзку [x1, x2],
отримаємо y2 = y1 + hy′1, де y′1 = f(x1, y1). I в загальному виглядi
yk+1 = yk + hy′k, де y′k = f(xk, yk). Позначимо yk+1 − yk = ∆yk, тодi

∆yk = hy′k , yk+1 = yk + ∆yk .

Реалiзацiя методу Ейлера зводиться до циклiчного застосування
останньої пари формул.

Геометричний змiст методу Ейлера полягає в тому, що на iнтер-
валi [xk, xk+1] iнтегральна крива замiнюється вiдрiзком дотичної, що
виходить з точки Mk(xk, yk) з кутовим коефiцiєнтом f(xk, yk).

Наближенням iнтегральної кривої є ламана Ейлера з вершинами
в точках M0(x0, y0), M1(x1, y1), . . . , Mn(xn, yn). Перша ланка цiєї ла-
маної дотикається до iнтегральної кривої в точцi M0(x0, y0).

Зазначимо, що точнiсть методу досить мала i з переходом вiд точ-
ки до точки її похибка систематично зростає. Геометрично це озна-
чає, що ламана Ейлера вiддаляється вiд iстинної iнтегральної кривої.

На практицi часто використовують удосконалений метод Ейлера.
Суть його полягає в тому, що спочатку знаходять допомiжне зна-
чення yk+ 1

2
шуканої функцiї в промiжнiй точцi xk+ 1

2
= xk + h

2 за
формулою yk+ 1

2
= yk + h

2 y′k. Потiм обчислюють значення y′
k+ 1

2
=

f(xk+ 1
2
, yk+ 1

2
) i насамкiнець отримують yk+1 = yk + hy′

k+ 1
2
.

4. Метод Рунге-Кутта. З появою i розвитком ЕОМ у чисель-
ному iнтегруваннi звичайних диференцiальних рiвнянь бурхливого
розвитку набули методи типу Рунге-Кутта. В обчислювальнiй пра-
ктицi їх широко застосовують завдяки тому, що вони:

• однокроковi, тобто для обчислення розв’язку задачi Кошi в
точцi xk+1 треба знати її розв’язок лише в точцi xk;

• дають змогу здiйснювати чисельне iнтегрування зi змiнним
кроком;

• особливо зручнi для програмування на ЕОМ, оскiльки обчи-
слення за ними мають циклiчний характер.
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Нехай, як i ранiше, треба знайти розв’язок задачi Кошi (1)–(2) на
вiдрiзку [ a, b ]. Розiб’ємо промiжок [ a, b ] на n рiвних частин точками
xi = x0+ih, i = 1, n , де h = b−a

n – крок iнтегрування. В методi Рунге-
Кутта, так як i в методi Ейлера, послiдовнi значення шуканої функцiї
y визначаються за формулою yi+1 = yi + ∆yi. Для визначення ∆yi

розкладемо функцiю y(x) в ряд Тейлора i обмежимося членами ряду
до h4 включно. Тодi прирiст функцiї запишемо

∆y = y(x + h)− y(x) = hy′(x) +
h2

2!
y′′(x) +

h3

3!
y′′′(x) +

h4

4!
y(4)(x).

Похiднi y′′(x), y′′′(x), y(4)(x) знайдемо послiдовним диференцiю-
ванням рiвняння y′(x) = f(x, y). Можна показати, що з точнiстю до
членiв четвертого порядку значення ∆y обчислюється за формулою

∆y =
1
6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4),

де коефiцiєнти k1, k2, k3, k4 знаходять з формул

k1 = hf(x, y), k3 = hf(x +
h

2
, y +

k2

2
),

k2 = hf(x +
h

2
, y +

k1

2
), k4 = hf(x + h, y + k3).

Таким чином, застосування методу Рунге-Кутта зводиться до по-
слiдовного обчислення чотирьох значень чисел





k
(i)
1 = h · f(xi, yi),

k
(i)
2 = h · f(xi +

h

2
, yi +

k
(i)
1

2
),

k
(i)
3 = h · f(xi +

h

2
, yi +

k
(i)
2

2
),

k
(i)
4 = h · f(xi + h, yi + k

(i)
3 ),

(5)

тодi на їх основi – приросту

∆yi =
1
6
(k(i)

1 + 2k
(i)
2 + 2k

(i)
3 + k

(i)
4 ), (6)

а вiдтак – наступного наближення yi+1 = yi + ∆yi.
Всi обчислення зручно виконувати за певною схемою i результа-

ти заносити в таблицю (див. табл. 6). На першому кроцi (i = 0) в
таблицю записують початковi умови x0, y0, а потiм – результати об-

числень за формулами (5) та (6). Вiдтак знаходять ∆y0 =
1
6
S, де S –
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сума елементiв останнього стовпчика. Потiм знаходять наступне на-
ближення за формулою y1 = y0 + ∆y0 . Заповнення таблицi на кроцi
m здiйснюється аналогiчно в припущеннi, що початковою точкою є
(xm, ym). У таблицi 6 треба всюди у формулах прийняти i = m.

Таблиця 6

Крок x y y′ = f(x, y) k = h · f(x, y) ∆y

xi yi = yi−1 + ∆yi−1 f(xi, yi) k
(i)
1 k

(i)
1

xi + h
2

yi +
k
(i)
1
2

f(xi + h
2
, yi +

k
(i)
1
2

) k
(i)
2 2k

(i)
2

i
xi + h

2
yi +

k
(i)
2
2

f(xi + h
2
, yi +

k
(i)
2
2

) k
(i)
3 2k

(i)
3

xi + h yi + k
(i)
3 f(xi + h, yi + k

(i)
3 ) k

(i)
4 k

(i)
4

Якщо ε – задана точнiсть розв’язку, то кiлькiсть n точок подiлу

вибирають так, щоб крок h =
b− a

n
задовольняв умову h4 < ε.

Контрольнi запитання та завдання для самоперевiрки

(1) Як класифiкуються наближенi методи розв’язування задачi
Кошi для диференцiального рiвняння першого порядку ?

(2) Сформулюйте суть методу Пiкара.
(3) Якi достатнi умови збiжностi методу Пiкара до розв’язку за-

дачi Кошi ?
(4) Сформулюйте суть методу Ейлера та геометричну iнтерпре-

тацiю цього методу.
(5) Запишiть розрахунковi формули для методу Рунге-Кутта.

Якi переваги цього методу перед iншими методами набли-
женого розв’язування задачi Кошi ?



Тема 7. Методи обробки експериментальних да-
них

Лiтература : [ 2 ], гл. 7, §§7.1–7.3; [ 3 ], розд. 8, §8.1; [ 4 ], гл. X,
§§32, 36; [ 6 ], гл. VI, §§6.1–6.5.

1. Постановка задачi. У процесi дослiдження рiзних процесiв
природознавства, економiки, технiки тощо доводиться на основi ве-
ликої кiлькостi дослiдних даних виявляти суттєвi фактори, якi впли-
вають на дослiджуваний об’єкт, встановлювати форму зв’язку мiж
величинами, що описують певний процес, а також уточнювати пара-
метри отриманих рiвнянь зв’язку.

При визначеннi залежностей мiж величинами за дослiдними дани-
ми складають таблицю, у вiдповiдностi до якої пiдбирають формулу,
що приблизно виражає дослiджувану залежнiсть. Iнакше кажучи,
знаходять функцiю з добре вiдомого класу, значення якої близькi до
значень, що знайденi у дослiдi.

Нехай у результатi дослiджень отримано значення y1, y2, . . . , yn

величини y, якi вiдповiдають значенням x1, x2, . . . , xn величини x.
Потрiбно знайти аналiтичний вигляд функцiональної залежностi
y = f(x), яка б пов’язувала змiннi x i y та добре вiдображала резуль-
тати дослiдних даних. Сукупнiсть точок Mk(xk, yk) (k = 0, 1, . . . , n),
якi називаться дослiдними точками, дозволяє побудувати точковий
графiк. З першого погляду здається, що наступним кроком є побудо-
ва одного з iнтерполяцiйних полiномiв. Проте значення yi знаходять
експериментально, i тому цi величини вже є наближеними числами
в силу неминучих похибок вимiрювання. У цьому випадку задача
iнтерполювання табличної функцiї втрачає сенс, оскiльки знаходи-
ти функцiю, графiк якої проходив би точно через точки Mk, немає
потреби.

Натомiсть шукають таку функцiю f(x), значення якої при x = xk

досить близькi до експериментальних значень yk (k = 0, 1, . . . , n).
Формулу y = f(x) називають емпiричною або рiвнянням регресiї y на
x. Емпiричнi формули мають велике практичне значення, оскiльки
вдало пiдiбране рiвняння регресiї дає змогу не тiльки апроксимувати
(наблизити) сукупнiсть експериментальних даних, але й екстраполю-
вати знайдену залежнiсть на iншi промiжки значень x.
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Процес побудови емпiричних залежностей складається з двох ета-
пiв: вибiр емпiричної формули i уточнення коефiцiєнтiв вибраного
рiвняння регресiї.

Вдало вибрати емпiричну формулу не завжди просто. Унiверсаль-
ного методу здiйснення цього кроку не iснує. Як правило, користую-
ться графiчним способом. Для цього на площинi будують точковий
графiк з точок Mk(xk, yk) (k = 0, 1, . . . , n). Вiдтак проводять плав-
ну криву якомога ближче до всiх даних точок, причому так, щоб
дослiднi данi розмiщувалися з обох бокiв цiєї кривої. Пiсля цього вi-
зуально визначають, графiк якої вiдомої функцiї найбiльш подiбний
до побудованої кривої.

Встановивши вигляд емпiричної формули, треба знайти чи уто-
чнити її коефiцiєнти. Для цього iснує ряд методiв, наприклад, метод
вибраних точок, метод середнiх. Проте найточнiшi значення коефi-
цiєнтiв емпiричної формули можна знайти за методом найменших
квадратiв, який розглянемо детально.

2. Метод найменших квадратiв. Цей метод запропонували та
дослiдили вiдомi математики Карл Фрiдрiх Гаус (1777 – 1855) та
Андрiен Марi Лежандр (1752 – 1833).

Загальна характеристика методу. Нехай емпiрична форму-
ла має вигляд

y = f(x, a, b, c, . . . ) , (1)

де a, b, c, . . . – невiдомi параметри. Позначимо через ȳk значення
функцiї (1) в точках xk, тобто ȳk = f(xk, a, b, c, . . . ) (k = 0, 1, . . . , n).
Треба знайти такi значення параметрiв, щоб вiдстань мiж точками
(y1, y2, . . . , yn) i (ȳ1, ȳ2, . . . , ȳn) була найменшою. Вiдстань в просторi
Rn знаходять за формулою

S =
√

(y1 − ȳ1)2 + (y2 − ȳ2)2 + · · ·+ (yn − ȳn)2 .

Якщо при деяких параметрах величина S буде найменшою, то при
цих же значеннях найменшого значення набуде i функцiя

F (a, b, c, . . . ) =
n∑

k=1

(yk − ȳk)2 =
n∑

k=1

(
yk − f(xk, a, b, c, . . . )

)2

.

Iнакше кажучи, треба розв’язати задачу на знаходження мiнiмуму
функцiї F (a, b, c, . . . ). Як вiдомо, необхiдною умовою мiнiмуму функ-
цiї багатьох змiнних є рiвнiсть нулю всiх її часткових похiдних.
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Для визначеностi розглянемо випадок трьох параметрiв a, b, c.
Тодi необхiдна умова мiнiмуму функцiї F (a, b, c) запишеться так:

∂F

∂a
= 0 ,

∂F

∂b
= 0 ,

∂F

∂c
= 0 .

Продиференцiювавши функцiю F (a, b, c), отримаємо вiдносно па-
раметрiв a, b, c систему рiвнянь





n∑

k=1

(
(yk − f(xk, a, b, c)) · ∂f(xk, a, b, c)

∂a

)
= 0 ,

n∑

k=1

(
(yk − f(xk, a, b, c)) · ∂f(xk, a, b, c)

∂b

)
= 0 ,

n∑

k=1

(
(yk − f(xk, a, b, c)) · ∂f(xk, a, b, c)

∂c

)
= 0 .

(2)

Система (2) називається нормальною. Якщо вона має єдиний роз-
в’язок, то вiн i буде шуканим. Зауважимо, що коли емпiрична фун-
кцiя f(x, a, b, c) є лiнiйною вiдносно змiнних a, b, c, то система (2) буде
системою лiнiйних рiвнянь вiдносно шуканих параметрiв.

Розглянемо окремi види залежностей мiж експериментальними
даними i опишемо процес побудови емпiричної формули у кожному
з випадкiв.

Лiнiйна залежнiсть. Нехай мiж дослiдними даними (xk, yk),
k = 1, 2, . . . , n, iснує лiнiйна залежнiсть. У цьому випадку загальна
емпiрична формула y = ax+ b мiстить два параметри a i b. Для того,
щоб знайти коефiцiєнти a i b, прирiвняємо до нуля частковi похiднi

функцiї F (a, b) =
n∑

i=1

(yi − axi − b)2. Отримаємо систему





∂F

∂a
= −2

n∑

i=1

(yi − axi − b)xi = 0 ,

∂F

∂b
= −2

n∑

i=1

(yi − axi − b) = 0 .

Пiсля нескладних перетворень маємо
{

Sxx · a + Sx · b = Sxy ,

Sx · a + b = Sy ,
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де Sx =
1
n

n∑

i=1

xi, Sy =
1
n

n∑

i=1

yi, Sxx =
1
n

n∑

i=1

x2
i , Sxy =

1
n

n∑

i=1

xiyi.

Розв’язавши останню систему вiдносно a i b, знайдемо

a =
Sxy − Sx · Sy

Sxx − S2
x

, b =
Sy · Sxx − Sx · Sxy

Sxx − S2
x

. (3)

Зазначимо, що у випадку лiнiйної залежностi, крiм графiчного є
ще й аналiтичний критерiй виявлення лiнiйної залежностi мiж зна-
ченнями x i y. Покладемо ∆xi = xi+1− xi, ∆yi = yi+1− yi, ki = ∆yi

∆xi
,

i = 1, n− 1 . Якщо ki = const, то залежнiсть мiж x i y лiнiйна. Якщо
k1 ≈ k2 ≈ · · · ≈ kn−1, то залежнiсть мiж експериментальними дани-
ми близька до лiнiйної i в цьому випадку є змiст шукати емпiричну
функцiю теж у виглядi y = ax + b.

Приклад. Нехай вивчається залежнiсть розчинностi R азотнона-
трiєвої солi вiд температури t. Побудувати лiнiйну емпiричну фун-
кцiю R = at + b. Результати вимiрювань занесено в таблицю.

t 0 4 10 15 21
R 67,5 71,0 76,3 80,6 85,7

Перевiримо, чи залежнiсть
лiнiйна. Обчислимо коефiцiє-
нти k1 = 0,875, k2 = 0,883,

k3 = 0,860, k4 = 0,850. Оскiльки k1 ≈ k2 ≈ k3 ≈ k4, то для да-
ної залежностi можна побудувати лiнiйну емпiричну формулу. Для
обчислення коефiцiєнтiв складемо таблицю.

i ti Ri ti ·Ri t2i

1 0 67,5 0 0
2 4 71,0 284 16
3 10 76,3 763 100
4 15 80,6 1209 225
5 21 85,7 1799,7 441∑ ∑

= 50
∑

= 381,1
∑

= 4055,7
∑

= 782

S St = 10,0 SR = 76,22 StR = 811,14 Stt = 156,4

Тепер з формул (3) отримаємо значення a ≈ 0,9, b ≈ 67,5. Отже,
шуканою емпiричною формулою є R = 0,9t + 67,5.

Квадратична залежнiсть. На практицi нелiнiйний зв’язок
двох змiнних часто апроксимують функцiєю виду

y = ax2 + bx + c . (4)
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У цьому випадку, враховуючи умови (2), система для визначення
коефiцiєнтiв a, b i c набере вигляду





∑n
i=1(yi − ax2

i − bxi − c)x2
i = 0 ,∑n

i=1(yi − ax2
i − bxi − c)xi = 0 ,∑n

i=1(yi − ax2
i − bxi − c) = 0 .

Пiсля рiвносильних перетворень отримаємо систему




Sx4 · a + Sx3 · b + Sx2 · c = Sx2y ,

Sx3 · a + Sx2 · b + Sx · c = Sxy ,

Sx2 · a + Sx · b + c = Sy ,

де Sxk =
1
n

n∑

i=1

xk
i , k = 1, 2, 3, 4, Sxky =

1
n

n∑

i=1

xk
i yi, k = 0, 1, 2. Розв’яз-

ком цiєї системи є шуканi коефiцiєнти a, b, c для емпiричної функцiї
(4).

Показникова та степенева залежностi. Серед нелiнiйних
залежностей мiж двома змiнними розглянемо ще показникову та сте-
пеневу.

Нехай степенева залежнiсть задана рiвнiстю y = axb, де x > 0,
a > 0, b > 0. Логарифмуючи її, знаходимо ln y = b · ln x + ln a. Далi,
поклавши X = ln x, Y = ln y, B = ln a, A = b, отримаємо Y = AX+B.

Логарифмуючи рiвняння y = a · bx, яким задають показникову
залежнiсть, отримуємо ln y = ln a + x · ln b. Пiсля замiни Y = ln y,
X = x, A = ln b, B = ln a дiстанемо рiвняння Y = AX + B.

Отже, у розглядуваних випадках для побудови емпiричної форму-
ли потрiбно:

• за вихiдною таблицею даних (xi, yi) побудувати нову таблицю
(Xi, Yi), використовуючи вiдповiдну замiну;

• методом найменших квадратiв знайти коефiцiєнти A i B лi-
нiйної функцiї Y = AX + B;

• за вiдповiдними формулами повернутися до початкових змiн-
них.

Зазначимо, що встановити загальний вигляд емпiричної форму-
ли для загального нелiнiйного випадку доволi складно. Графiчний
спосiб у цьому разi не завжди придатний. Тодi вдаються до аналiти-
чної перевiрки. Зокрема, нелiнiйну залежнiсть зводять до лiнiйної, а
останню перевiряють описаним вище аналiтичним методом.
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Реалiзацiю цього алгоритму детальнiше розглянемо на прикладi.
Приклад. Знайти емпiричну формулу степеневої залежностi, за-

даної таблицею
V 2 4 8 16 25 32 50 64
I 2,45 3,70 5,70 8,55 11,25 12,95 17,15 20,00

Загальний вигляд емпiричної формули матиме вигляд V = aIb.
Перейдемо до лiнiйної залежностi Y = AX + B, де Y = lg V , X =

lg I, B = lg a, A = b. Визначимо параметри A i B методом найменших
квадратiв.

i Xi = lg Ii Yi = lg Vi Xi · Yi X2
i

1 0,3892 0,3010 0,1171 0,1515
2 0,5682 0,6021 0,3421 0,3229
3 0,7559 0,9031 0,6827 0,5714
4 0,9320 1,2041 1,1222 0,8686
5 1,0512 1,3979 1,4695 1,1050
6 1,1123 1,5051 1,6741 1,2372
7 1,2343 1,6990 2,0971 1,5235
8 1,3010 1,8062 2,3499 1,6926∑

7,3441 9,4185 9,8547 7,4727

S 0,918 1,177 1,232 0,934
За формулами (3) знаходимо, що A = 1,6599, B = −0,409. Повер-

таючись до початкових змiнних, отримуємо a = 0,457, b = 1,66.
Отже, формула

V = 0,457 · I1,66

є шуканим рiвнянням регресiї.

Контрольнi запитання та завдання для самоперевiрки

(1) Чому iнтерполювання функцiї не можна вважати методом
обробки експериментальних даних ?

(2) Дайте означення рiвняння регресiї y на x.
(3) Опишiть загальну характеристику методу найменших ква-

дратiв.
(4) Опишiть процес побудови емпiричної формули у випадку а)

лiнiйної залежностi; б) показникової та степеневої залежно-
стей.
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