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Перелiк позначень
НСД ( 5 (F), 6(F)) – найбiльший спiльний дiльник многочленiв 5 (F) i

6(F);
НСК ( 5 (F), 6(F)) – найменше спiльне кратне многочленiв 5 (F) i 6(F);
|�| – визначник матрицi �;
arg H – аргумент комплексного числа H;
�φ – матриця лiнiйного вiдображення φ;
�∗ – приєднана матриця до матрицi �;
�7 8 – алгебричне доповнення елемента 07 8;
0 ≡ 1 (mod <) – числа 0 i 1 конгруентнi (порiвняннi) за модулем

числа <;
C< – множина всiх комплексних коренiв <–го степеня з 1;
deg 5 (F) – степiнь многочлена 5 (F);
det � – визначник матрицi �;
�7 8, �7 8(0), �7(0) – елементарнi матрицi;
5 (F) ∼ 6(F) – многочлени 5 (F) i 6(F) асоцiйованi;
6(F) | 5 (F) – многочлен 6(F) дiлить многочлен 5 (F);
Im H – уявна частина 1 комплексного числа H = 0 + 17;
Imφ – образ лiнiйного вiдображення φ;
Kerφ – ядро лiнiйного вiдображення φ;
 [F] – множина всiх многочленiв iз коефiцiєнтами з кiльця  ;

"
{ 81,...,89 }
{71,...,79 } – мiнор порядку 9, утворений рядками 71, . . . , 79 i стовпцями

81, . . . , 89;

"
8

7 – доповняльний мiнор елемента 07 8 матрицi;
"/∼ – фактор-множина множини " за вiдношенням еквiвалентно-

стi ∼;
#(π) – кiлькiсть iнверсiй у пiдстановцi π;
%[F] – множина всiх многочленiв iз коефiцiєнтами з поля %;
%(F) – множина всiх рацiональних функцiй iз коефiцiєнтами з поля %;
rank(v1, . . . , v<) або @(v1, . . . , v<) – ранг системи векторiв v1, . . . , v<;
Re H – дiйсна частина 0 комплексного числа H = 0 + 17;
@min(�) – мiнорний ранг матрицi �;
(< – множина всiх пiдстановок на множинi {1, 2, . . . , <} перших <

натуральних чисел;
sp � – слiд (сума дiагональних елементiв) матрицi �;
tr � – слiд (сума дiагональних елементiв) матрицi �;
|H | – модуль комплексного числа H;
Z< – кiльце класiв лишкiв за модулем числа <;
[φ] – матриця лiнiйного вiдображення φ.
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1. Комплекснi числа

1.1. Розвиток поняття числа

Поняття абстрактного числа стало для сучасної цивiлiзацiї звичним.
Деяку настороженiсть ще викликають комплекснi числа, але вiдчуття
глибини поступово зникає. А натуральний ряд уже досяг межi тривiаль-
ностi.

Проте так було не завжди. Поняття числа пройшло дуже довгу i
складну еволюцiю. У первiсних племен запас чисел був дуже бiдним.
Наприклад, до появи в Австралiї європейцiв у мовах деяких австралiй-
ських племен було всього 3 числiвники: 1, 2, i “багато” (≥ 3). Наявнiсть
у багатьох мовах, зокрема, в українськiй, окрiм однини i множини ще i
двоїни, свiдчить, що етап, на якому розрiзнялися лише “один”, “два” i
“багато”, був у розвитку поняття числа обов’язковим.

Поступово кiлькiсть числiвникiв збiльшувалася i в усiх культурних
народiв на момент виникнення у них писемностi уже були досить розви-
ненi поняття про числа, певнi операцiї над ними i тi або iншi системи
числення. Спочатку розглядалися лише натуральнi числа, хоча ще дуже
довго натуральний ряд не мислився нескiнченним. Але вже у древнiх
Вавилонi та Єгиптi вiдбулося розширення поняття числа до множини
Q
+ додатних рацiональних чисел. За кiлька столiть до нашої ери греки

зробили наступний крок i розширили поняття числа до множини R
+

додатних дiйсних чисел.
Розширення поняття числа в iнший бiк – вiд’ємних чисел – вiдбулося

ще пiзнiше. Першi кроки тут зробили iндiйцi в VI–VII ст. нашої ери, трохи
пiзнiше естафету перехопили араби, а на початку епохи Вiдродження
пiдключилися i європейцi. Таким чином, на середину минулого тисячо-
лiття поняття числа розширилося до звичної нам зi школи множини R

дiйсних чисел.
У XVII ст. iталiйськi математики вiдчули, що дiйсних чисел їм недоста-

тньо, а тому поняття числа потрiбно розширювати далi. Головну роль у
стимулюваннi цього розширення вiдiграла знаменита формула Кардано1

для коренiв кубiчного рiвняння. Виявилося, що коли кубiчне рiвняння з
дiйсними коефiцiєнти має три дiйснi коренi, то для їх знаходження потрi-

1 Формула Кардано є класичним прикладом правильностi принципу Арнольда: кожне
iменне твердження чи поняття належить не тому, кому воно приписується. Цю формулу Карда-
но узнав вiд Тартальї, який i вiдкрив її (можливо, ще ранiше цю формулу, принаймнi деякi
частковi випадки, уже знав Ферро) й опублiкував без дозволу автора. До речi, Арнольд
вважав свiй принцип самозастосовним.
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бно використовувати числа нового, невiдомого досi, типу. На противагу
дiйсним цi новi числа назвали уявними. Пiзнiше сукупнiсть чисел, поро-
джених дiйсними та уявними числами, об’єднали назвою комплексних
чисел.

У XVII – XVIII ст. комплексними числами користуються все активнiше,
однак жодного логiчного чи iнтуїтивного обґрунтування вони все ще
не мають. Таке обґрунтування з’явиться лише на межi XVIII – ХIХ ст.
(Арган, Гаусс). Ще пiзнiше Гамiльтон iнтерпретує комплекснi числа як
упорядкованi пари дiйсних.

Пiзнiше, розглядаючи так звану основну теорему алгебри, ми поба-
чимо, що комплекснi числа є неминучим фiналом розширення множини
натуральних чисел. А позаяк величезна частина математики i її застосу-
вань (як у повсякденному життi, так i в найсучаснiших роздiлах iнших
наук) базується на поняттi числа та арифметичних операцiях над числа-
ми, то найкращим майданчиком для цих операцiй є саме поле компле-
ксних чисел. Тому не дивно, що комплекснi числа постiйно з’являються
не тiльки практично в усiх роздiлах математики, а й у багатьох сумiжних
областях (насамперед у фiзицi).

1.2. Побудова поля комплексних чисел

Мотиви кожного з розширень N ⊂ Z, Z ⊂ Q i R ⊂ C поняття числа
були чисто алгебричними: певнi класи рiвнянь не мали розв’язкiв у
старiй системi чисел, а тому її розширювали, щоб у новiй системi цi рiв-
няння стали розв’язними.2 До цих розширень ставилися (хоча зазвичай
явно i не формулювалися) певнi вимоги:

– новi числа мають включати старi;
– на новi числа мають поширитися арифметичнi дiї, причому дiї над

старими числами мають бути частковим випадком дiй над новими;
– основнi закони, якi виконувалися для дiй над старими числами,

мають виконуватися i для дiй над новими числами.
Ми вже говорили, що реальна еволюцiя поняття числа була дуже

довгою i звивистою. Тому ми розглянемо дуже схематично лише основнi
етапи.

На множинiN натуральних чисел визначенi дiї додавання i множення,
для яких виконуються такi закони:

2 У випадку Q ⊂ R до алгебричних мотивiв долучилися й геометричнi (бiльше того,
вони були основними), тому цей випадок ми розглядати не будемо.
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(I) комутативнi закони: 0 + 1 = 1 + 0, 01 = 10;
(II) асоцiативнi закони: (0 + 1) + 2 = 0 + (1 + 2), (01)2 = 0(12);
(III) дистрибутивний закон: (0 + 1)2 = 02 + 12.
Для множення ще є особливий елемент – нейтральний, або одиниця:

(IV) 1 · 0 = 0 · 1 = 0.

А для додавання такого елемента нема. Першими цiєю несправе-
дливiстю обурилися iндiйцi i ввели нуль – нейтральний елемент для
додавання:

(IV′) 0 + 0 = 0 + 0 = 0.

Поступово прийшло розумiння, що окрiм додавання i множення
необхiдно вмiти виконувати й оберненi операцiї: за результатом опера-
цiї й однiєю з її компонент знаходити iншу компоненту, тобто вмiти
розв’язувати рiвняння вигляду

0 + F = 1 i 0 · G = 1 .

Операцiї знаходження розв’язкiв цих рiвнянь – F = 1 − 0 i G = 1 : 0 –
називаються вiдповiдно вiднiманням i дiленням.

Але оберненi операцiї були лише частковими. Наприклад, рiвняння
2 + F = 3 i 3 + F = 2 зовнi дуже подiбнi, однак перше має розв’язок у
множинi натуральних чисел, а друге – нi. Бажання зробити оберненi
операцiї виконуваними завжди привело до двох перших розширень
поняття числа.

Розширення N ⊂ Z. Це розширення викликане потребою зробити
завжди виконуваним вiднiмання. При цьому для цiлих чисел закони (I),
(II), (III), (IV), (IV′) залишаються правильними i з’являється новий:

(V) наявнiсть для додавання протилежних елементiв: для кожного
числа 0 iснує таке число −0, що 0 + (−0) = 0.

Саме наявнiсть протилежних елементiв i робить вiднiмання у мно-
жинi Z скрiзь визначеним.

Означення 1. Множина, в якiй визначенi додавання i множення елемен-
тiв, причому цi операцiї задовольняють закони (I), (II), (III), (IV), (IV ′) i
(V), називається комутативним кiльцем.
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Таким чином, множина Z цiлих чисел зi звичайними додаванням i
множенням є комутативним кiльцем. Це – iсторично перший i найва-
жливiший приклад комутативного кiльця.

Розширення Z ⊂ Q. Цiлих чисел виявилося недостатньо. Обернена
до множення дiя – дiлення – залишається в Z визначеною лише частково.
Рiвняння 2 · F = 4 розв’язується в Z, а схоже рiвняння 2 · F = 5 – нi.
Щоб зробити рiвняння 0 · F = 1 розв’язним для довiльного 0 , 0,
множина чисел знову розширюється. Розширення Z ⊂ Q використовує
кiлька глибоких математичних iдей, з якими ми ще будемо зустрiчатися
неодноразово. Тому зупинимось на цьому розширеннi докладнiше.

Перша iз цих iдей пов’язана з поняттям вiдношення еквiвалентностi
на множинi i пов’язаними iз цим вiдношенням розбиттям на класи
еквiвалентностi та фактор-множиною. Нехай ∼ – деяке вiдношення на
множинi ". Той факт, що елементи 0 i 1 множини " перебувають у
вiдношеннi ∼, позначаємо 0 ∼ 1. Вiдношення ∼ називається

(1) рефлексивним, якщо 0 ∼ 0 для всiх 0 ∈ ";

(2) симетричним, якщо для всiх 0 i 1 iз 0 ∼ 1 випливає 1 ∼ 0;

(3) транзитивним, якщо для всiх 0, 1 i 2 iз 0 ∼ 1 та 1 ∼ 2 випливає
0 ∼ 2.

Вiдношення, яке має всi три вказанi властивостi, називається вiдно-
шенням еквiвалентностi. Класичними прикладами вiдношень еквiва-
лентностi є вiдношення рiвностi елементiв (на будь-якiй множинi) або
вiдношення паралельностi (на множинi прямих площини або простору).

Множина 0 = {1 ∈ " | 0 ∼ 1} всiх елементiв, еквiвалентних елементу
0, називається класом еквiвалентностi елемента 0.

Твердження 1. Нехай 0 i 1 – два класи еквiвалентностi. Тодi або цi класи

не перетинаються (тобто 0 ∩ 1 = �), або збiгаються (тобто 0 = 1).

Доведення. Нехай 0 ∩ 1 , �. Виберемо довiльний елемент 2 ∈ 0 ∩ 1 i
довiльний елемент F ∈ 1. Тодi 2 ∼ 0, 2 ∼ 1 i F ∼ 1. Iз цих спiввiдношень
та симетричностi i транзитивностi вiдношення ∼ випливає, що F ∼ 0.
Отже, 1 ⊆ 0. Аналогiчно доводиться, що 0 ⊆ 1. Тому 0 = 1. �
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Отже, множина " розбивається на класи еквiвалентностi. Сукупнiсть
{0 | 0 ∈ "} класiв еквiвалентностi називається фактор-множиною
множини " за вiдношенням еквiвалентностi ∼ i позначається "/∼.

Розглянемо тепер множину & = Z × (Z r {0}), елементами якої є
впорядкованi пари вигляду (;, <), де ; є довiльним цiлим числом, а < –
довiльним ненульовим цiлим числом. Пару (;, <) будемо записувати у

виглядi
;

<
i називати рацiональним дробом. На множинi & рацiональних

дробiв визначимо таке вiдношення:

;

<
∼ >

?
тодi й лише тодi, коли ;? = <>.

Вправа 1. Перевiрте, що вiдношення ∼ є вiдношенням еквiвалентностi.

Фактор-множина Q = &/∼ називається множиною рацiональних чи-

сел, а її елементи (тобто класи еквiвалентностi (;, <)) — рацiональними
числами.

Додавання i множення рацiональних чисел визначимо такими пра-
вилами:

(;1, <1) + (;2, <2) = (;1<2 + ;2<1, <1<2), (1.1)

(;1, <1) · (;2, <2) = (;1;2, <1<2). (1.2)

Зауваження. У зв’язку iз правилами (1.1) i (1.2) виникає одне питан-
ня (подiбне питання виникатиме в майбутньому часто): чи є цi правила
коректними? Кожне рацiональне число можна зобразити рацiональним
дробом нескiнченною кiлькiстю способiв. Наприклад, рацiональнi дроби
1

2
,
2

4
,
3

6
,
4

8
i т. д. визначають одне й те саме рацiональне число. Прави-

ла (1.1) i (1.2) будуть коректними, якщо при замiнi в лiвих частинах

цих правил дробiв
;1

<1
i
;2

<2
еквiвалентними результати дiй iз новими

дробами будуть еквiвалентними попереднiм результатам. Це справдi
так:

Вправа 2. Доведiть, що правила (1.1) i (1.2) є коректними, тобто що
клас еквiвалентностi, в який попадає результат дiї, не залежить вiд

вибору представникiв класiв еквiвалентностi (;1, <1) i (;2, <2).
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Якщо тепер цiле число ; ототожнити iз класом (;, 1), то одержимо
занурення Z ֒→ Q. Отже, новi числа мiстять старi. Крiм того, для цiлих
чисел правила (1.1) i (1.2) набувають вигляду

(;1, 1) + (;2, 1) = (;1 + ;2, 1), (;1, 1) · (;2, 1) = (;1;2, 1),

тобто додавання i множення цiлих чисел як рацiональних дає той самий
результат, що й додавання i множення їх як цiлих чисел.

Нейтральним елементом для додавання залишається число 0 (яке

тепер ототожнюється iз класом дробiв вигляду
0

;
), а нейтральним еле-

ментом для множення — число 1 (яке тепер ототожнюється iз класом

дробiв вигляду
;

;
). Крiм того, на множинi Q природно визначаються

оберненi дiї вiднiмання та дiлення:

(;1, <1) − (;2, <2) = (;1<2 − ;2<1, <1<2), (1.3)

(;1, <1) : (;2, <2) = (;1<2, <1;2). (1.4)

Легко перевiряється, що сформульованi вище закони (I)–(V) для
цiлих чисел виконуються i для рацiональних. Але тепер з’являється ще
аналог закону (V) для множення:

(V′) наявнiсть для множення обернених елементiв: для кожного
ненульового числа 0 iснує таке число 0−1, що 0 · 0−1 = 1.

Означення 2. Множина %, в якiй визначенi додавання i множення еле-
ментiв, причому цi дiї задовольняють закони (I), (II), (III), (IV), (IV ′),
(V), (V ′), i 0 , 1, називається полем. Якщо елементами множини % є
числа, то поле називається числовим.

Вправа 3. Доведiть, що в кожному полi
а) виконується рiвнiсть 0 · 0 = 0;

б) iз рiвностi 01 = 0 випливає, що або 0 = 0, або 1 = 0.

Отже, множина Q рацiональних чисел зi звичайними додаванням i
множенням утворює поле. У полi всi чотири арифметичнi дiї – додава-
ння, вiднiмання, множення, дiлення (крiм дiлення на 0) – уже можна
виконувати без жодних обмежень. Зокрема, у полi вже нема проблем
iз лiнiйними рiвняннями: кожне рiвняння вигляду 0F + 1 = 0, 0 , 0, iз
коефiцiєнтами з даного поля буде мати в цьому полi розв’язок.
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Однак iз рiвняннями вищих степенiв ситуацiя складнiша. Навiть ду-
же простi рiвняння з рацiональними коефiцiєнтами, наприклад, F2 = 2,
можуть не мати рацiональних розв’язкiв. Тому поняття числа вимагає
подальшого розширення. Щоб зробити такi рiвняння розв’язними, мате-
матики винайшли iнший метод, який називається приєднанням кореня:
вводять новий символ, який оголошують коренем даного рiвняння, а
потiм визначаються, якi елементи ще треба ввести, щоб арифметичнi
дiї можна було поширити i на цей корiнь.

Зокрема, у випадку рiвняння F2 = 2 цей метод виглядає так: вводять
новий символ

√
2, який оголошують коренем цього рiвняння (тобто має

виконуватися рiвнiсть
√
2 ·

√
2 = 2). Щоб додавання i множення можна

було виконувати без обмежень, потрiбно також розглянути всi числа
вигляду 0 + 1

√
2, де 0 i 1 – рацiональнi. Таких чисел уже досить, бо

(0 + 1
√
2) + (2 + 3

√
2) = (0 + 2) + (1 + 3)

√
2, (1.5)

(0 + 1
√
2) · (2 + 3

√
2) = (02 + 213) + (12 + 03)

√
2. (1.6)

Вправа 4. Доведiть, що множина Q(
√
2) = {0+ 1

√
0 | 0, 1 ∈ Q} утворює

числове поле.

Розширення R ⊂ C. Однак навiть розширення поля Q до множини
R дiйсних чисел не робить розв’язними всi рiвняння вищих степенiв.
Рiвняння F2 = 1 має в R два коренi – 1 i −1, – а рiвняння F2 = −1 – жо-
дного. Щоб зробити розв’язним i це рiвняння, знову використовується
iдея приєднання кореня. Для цього введемо новий символ 7, який будемо
вважати коренем рiвняння F2 = −1 (тобто вважаємо, що 72 = −1). За-
уважимо, що символ 7 для позначення

√
−1 (вiд латинського imaginarius

– уявний) уперше вжив у 1777 роцi Ойлер. Щоб поширити на новий
символ арифметичнi дiї, розглянемо формальнi вирази вигляду 0 + 17,
де 0, 1 – дiйснi числа, i розглянемо множину

C = {0 + 17 | 0, 1 ∈ R}

усiх таких виразiв. Додавання i множення вказаних виразiв визначи-
мо правилами (цi правила є природними, якщо ми хочемо виконання
комутативних i дистрибутивного законiв та рiвностi 72 = −1):

(0 + 17) + (2 + 37) :=(0 + 2) + (1 + 3)7;
(0 + 17) · (2 + 37) :=(02 − 13) + (03 + 12)7. (1.7)
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Вирази вигляду 0+17 будемо називати комплексними числами, а множину
C – полем комплексних чисел.

Кожне дiйсне число 0 ототожнимо з комплексним числом вигляду
0 + 07. Це дає нам занурення R ֒→ C. Для таких комплексних чисел
правила (1.7) набувають вигляду

(0 + 07) + (2 + 07) = (0 + 2) + 07, (0 + 07) · (2 + 07) = 02 + 07.

Отже, додавання i множення дiйсних чисел як комплексних дає той
самий результат, що й додавання i множення їх як дiйсних чисел, тобто
дiї над дiйсними числами є частковим випадком дiй над комплексними.

Теорема 1. Множина C, в якiй додавання i множення визначаються
правилами (1.7), задовольняє всi аксiоми поля.

Доведення. Iз правил (1.7) безпосередньо видно, що додавання i мно-
ження комплексних чисел є комутативним. Крiм того, число 0 = 0 + 07

залишається нейтральним елементом для додавання, а число 1 = 1 + 07

– для множення:

(0 + 17) + (0 + 07) = (0 + 0) + (1 + 0)7 = 0 + 17;
(0 + 17) · (1 + 07) = (0 · 1 − 1 · 0) + (0 · 0 + 1 · 1)7 = 0 + 17.

Для перевiрки асоцiативностi множення розглянемо довiльнi ком-
плекснi числа H1 = 0 + 17, H2 = 2 + 37 i H3 = 4 + 5 7. Маємо

(H1H2)H3 = ((0 + 17)(2 + 37)) (4 + 5 7) = ((02 − 13) + (03 + 12)7) (4 + 5 7) =
= (024 − 134 − 035 − 12 5 ) + (02 5 − 135 + 034 + 124)7 =

= (0 + 17) ((24 − 35 ) + (2 5 + 34)7) = (0 + 17) ((2 + 37)(4 + 5 7)) = H1(H2H3).
Отже, множення комплексних чисел є асоцiативним.

Нехай тепер H = 0 + 17 – ненульове комплексне число. Оскiльки в
цьому випадку принаймнi одне з дiйсних чисел 0 i 1 є ненульовим, то й
сума 02 + 12 буде ненульовою. Покажемо, що число

0

02 + 12
+

(
− 1

02 + 12

)
7

буде оберненим до H. Справдi,

(0 + 17)
(

0

02 + 12
+

(
− 1

02 + 12

)
7

)
=

02 + 12

02 + 12
+

−01 + 01
02 + 12

7 = 1 + 07 = 1.

Таким чином, для кожного ненульового комплексного числа iснує обер-
нене. Перевiрку решти аксiом поля залишаємо читачевi як вправу. �
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Зауваження. Оскiльки

0 + 17 = (0 + 07) + (1 + 07) · (0 + 17),
а комплекснi числа 0+ 07 i 1+ 07 ми ототожнили з дiйсними числами 0 i
1 вiдповiдно, то число 0 + 17 зручно ототожнити iз символом 7.

Зображення комплексного числа у виглядi H = 0 + 17, де 0, 1 ∈ R,
називається алгебричною формою його запису. При цьому 0 називається
дiйсною частиною числа H (записується ReH = 0), а 1 – уявною частиною
(записується ImH = 1).

Iз правил (1.7) та властивостей дiй випливають такi правила для
обернених дiй:

• вiднiмання задається правилом

(0 + 17) − (2 + 37) = (0 − 2) + (1 − 3)7;

• дiлення задається правилом

0 + 17

2 + 37
=

02 + 13

22 + 32
+

12 − 03

22 + 32
7.

Досить громiздку формулу для дiлення запам’ятовувати не варто, бо
дiлення комплексних чисел фактично зводиться до множення чисельни-

ка i знаменника дробу
0 + 17

2 + 37
на число 2 − 37. Справдi,

0 + 17

2 + 37
=

(0 + 17)(2 − 37)
(2 + 37)(2 − 37) =

(02 + 13) + (12 − 03)7
22 + 32

=

02 + 13

22 + 32
+

12 − 03

22 + 32
7.

1.3. Геометрична iнтерпретацiя3

Вiзьмемо площину iз прямокутною декартовою системою координат.
Оскiльки комплексне число H = 0+17 можна розглядати як впорядковану
пару (0, 1) дiйсних чисел, то його можна ототожнити iз точкою (0, 1) цiєї
площини (рис. 1).

Таким чином, поле C комплексних чисел природно ототожнюється з
множиною точок площини (яку часто називають комплексною площиною
i також позначають символомC). При цьому вiсь абсцис часто називають
дiйсною вiссю, а вiсь ординат – уявною.

3 До геометричної iнтерпретацiї комплексних чисел i дiй над ними незалежно прийшли
видатний нiмецький математик Гаусс (1797, опублiковано в 1831), данець Вессель (1799),
швейцарець Арган (1806). Гауссу ж належить i термiн “комплексне число”.
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Рис. 1

Часом зручнiше зображувати число H = 0 + 17 не точкою площини,
а вектором iз координатами (0, 1). Зокрема, при такому зображеннi
дуже просту геометричну iнтерпретацiю отримує додавання компле-
ксних чисел: iз правила (1.7) випливає, що воно збiгається iз звичайним
додаванням векторiв.

Довжина вектора, яким зображується число H = 0 + 17, називається

модулем числа H i позначається |H |. Очевидно, що |H | =
√
02 + 12.

Поруч iз декартовою часто використовується так звана полярна си-
стема координат, у якiй положення точки на площинi характеризується
довжиною радiус-вектора цiєї точки та кутом мiж додатним напрямком
осi $F i радiус-вектором. Перехiд на площинi вiд декартової до полярної
системи приведе до ще однiєї форми запису комплексних чисел. Для
точки, якою зображується комплексне число H, довжина радiус-вектора
дорiвнює модулю |H | цього числа, а кут мiж додатним напрямком осi $F
i цим вектором називається аргументом числа H i позначається arg H.
Аргумент комплексного числа визначений iз точнiстю до доданка, який
є цiлим кратним повного кута 2π. Аргумент числа 0 не визначений.

Якщо модуль i аргумент числа H = 0 + 17 дорiвнюють вiдповiдно @ i
φ, то з рис. 2 одразу видно, що 0 = @ cosφ, 1 = @ sinφ. Тому

H = @(cosφ + 7 sinφ) . (1.8)

Запис комплексного числа у виглядi (1.8) називається тригономе-
тричною формою запису.

Щоб перейти вiд алгебричної форми запису комплексного числа
H = 0 + 17 до тригонометричної, потрiбно знайти модуль @ та аргумент
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φ числа H. Iз рис. 2 легко бачити, що

@ =
√
02 + 12, (1.9)

cosφ =
0

@
, sinφ =

1

@
. (1.10)

✲
F

G
✻

✡
✡
✡
✡
✡
✡
✡✡✣

@

r

0

1 H = 0 + 17

φ
■

Рис. 2

Оскiльки на промiжку [0, 2π) функцiї cos i sin майже всiх своїх зна-
чень набувають двiчi, то для правильного визначення аргументу компле-
ксного числа потрiбно використовувати обидва спiввiдношення (1.10).
Можна обмежитися одним iз цих спiввiдношень, якщо додатково врахо-
вувати знаки коефiцiєнтiв 0 i 1.

Тригонометрична форма добре пристосована до множення компле-
ксних чисел (i таких похiдних операцiй, як дiлення, пiднесення до степе-
ня, добування кореня). Справдi,

@1(cosφ1 + 7 sinφ1) · @2(cosφ2 + 7 sinφ2) =

= @1@2
(
(cosφ1 cosφ2 − sinφ1 sinφ2) + 7(sinφ1 cosφ2 + cosφ1 sinφ2)

)
=

= @1@2
(
cos(φ1 + φ2) + 7 sin(φ1 + φ2)

)
. (1.11)

Таким чином, при множеннi комплексних чисел їх модулi перемножаю-
ться, а аргументи додаються.

Оскiльки 1 = 1(cos 0 + 7 sin 0), то iз правила множення комплексних
чисел у тригонометричнiй формi одразу одержуємо такi формули:(

@(cosφ + 7 sinφ)
)−1
= @−1

(
cos(−φ) + 7 sin(−φ)

)
, (1.12)
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@1(cosφ1 + 7 sinφ1)
@2(cosφ2 + 7 sinφ2)

=

@1

@2

(
cos(φ1 − φ2) + 7 sin(φ1 − φ2)

)
. (1.13)

За допомогою iндукцiї легко доводиться, що для кожного натурального
числа < виконується рiвнiсть(

@(cosφ + 7 sinφ)
)<
= @<(cos <φ + 7 sin <φ) . (1.14)

Враховуючи (1.12), можна стверджувати, що рiвнiсть (1.14) виконується
для всiх цiлих чисел. Ця рiвнiсть – правило пiднесення комплексного
числа до цiлого степеня – називається формулою Муавра.

Наслiдок 1. а) cos <φ = ∑
9>0

(−1)9
( <
29

)
cos<−29 φ · sin29 φ;

б) sin <φ = ∑
9>0

(−1)9
( <
29+1

)
cos<−29−1 φ · sin29+1 φ.

Доведення. Обчислюючи (cosφ + 7 sinφ)< двома способами – за форму-
лою бiнома Ньютона i за формулою Муавра – одержуємо

cos <φ + 7 sin <φ =

<∑
9=0

(
<

9

)
cos<−9 φ · 79 sin9 φ .

Для завершення доведення лишилося порiвняти дiйснi й уявнi частини
обох частин цiєї рiвностi. �

На завершення цього параграфа розглянемо деякi властивостi модуля
комплексного числа.

Теорема 2.
а) |H | ≥ 0, причому |H | = 0 тодi й лише тодi, коли H = 0;

б) |H | ≥ |Re H | ≥ Re H, |H | ≥ |Im H | ≥ Im H;

в) |H1H2 | = |H1 | · |H2 |, |H1/H2 | = |H1 |/|H2 |;
г) якщо |H | , 0, то |H< | = |H |< для довiльного < ∈ Z;

д)
��|H1 | − |H2 |

�� ≤ |H1 ± H2 | ≤ |H1 | + |H2 |.
Доведення. а) i б) очевидним чином випливають iз геометричної iнтер-
претацiї комплексних чисел.

в) Це випливає з рiвностей (1.11) та (1.13) вiдповiдно.
г) випливає з рiвностi (1.14).
д) є переформулюванням в термiнах комплексних чисел вiдомої

нерiвностi трикутника: третя сторона трикутника не менша за рiзницю
двох iнших i не бiльша за їх суму. �

Вправа 5. Доведiть, що для довiльних комплексних чисел H1, H2, . . . , H<
виконується нерiвнiсть |H1 + H2 + . . . + H< | ≤ |H1 | + |H2 | + . . . + |H< |.
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1.4. Спряженiсть

Спряженим до комплексного числа H = 0 + 17 називається число
H = 0 − 17. Зокрема, число збiгається зi своїм спряженим (тобто H = H)
тодi й лише тодi, коли воно є дiйсним.

Перехiд до спряженого числа має дуже просту геометричну iнтер-
претацiю: це симетрiя вiдносно дiйсної осi (рис. 3).

✲
F

G
✻

!
!
!

!
!✒

❅
❅
❅

❅
❅❘

0

1

−1

H = 0 + 17

H = 0 − 17

Рис. 3

Iз геометричної iнтерпретацiї спряження одразу випливають такi
його властивостi:

H = H, |H | = |H |, arg H = − arg H. (1.15)

Крiм того, з означення спряженого числа одразу випливає, що

Re H =
H + H

2
, Im H =

H − H

27
. (1.16)

Безпосередньо перевiряється, що H · H = |H |2. Тому для кожного
ненульового числа H

H−1 =
H

|H |2 . (1.17)

Твердження 2. Спряження зберiгає арифметичнi операцiї:

H1 ± H2 = H1 ± H2, H1H2 = H1 · H2, H−1 = H−1, H1/H2 = H1/H2 .
Доведення. Перевiримо, наприклад, другу рiвнiсть. Нехай H1 = 01 + 117,
H2 = 02 + 127. Тодi H1 = 01 − 117, H2 = 02 − 127 i

H1 · H2 = (01 − 117) · (02 − 127) = (0102 + 1112) − (0112 + 0211)7 = H1H2.
Iншi рiвностi перевiряються аналогiчно. �
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Наслiдок 2. Якщо многочлен 5 (F) iз дiйсними коефiцiєнтами має ком-
плексний корiнь H (тобто 5 (H) = 0), то спряжене число H також буде
коренем 5 (F).

Доведення. Справдi, нехай 5 (F) = 0<F< + . . . + 01F + 00 i 5 (H) = 0. Тодi

0 = 0 = 0<H
<
+ . . . + 01H + 00 = 0<H

<
+ . . . + 01H + 00 =

= 0< H
<
+ . . . + 01 H + 00 = 0<H

<
+ . . . + 01H + 00. �

Якщо H = 0 + 71, то H · H = 02 + 12 = |H |2. Число 02 + 12 називають
нормою числа H i позначають #(H). Iз означення норми одразу випливає,
що

H−1 =
H

|H |2 =
H

#(H) ;
H

C
=

H · C
#(C) . (1.18)

Оскiльки #(H) = |H |2 i |H1H2 | = |H1 | · |H2 |, то #(H1H2) = #(H1) · #(H2). Звiдси
для чисел H1 = 0+ 71 i H2 = 2 + 73 маємо цiкаву арифметичну тотожнiсть:

(02 + 12) · (22 + 32) = (02 − 13)2 + (03 + 12)2. (1.19)

Зокрема, якщо кожне з натуральних чисел ; i < є сумою двох квадра-
тiв, то їх добуток ;< також розкладається в суму двох квадратiв. Цей
факт i рiзнi його узагальнення вiдiграють важливу роль у теорiї чисел.

1.5. Коренi

Означення 3. Нехай H – комплексне число, а < – натуральне. Комплексне
число E називається коренем <-го степеня iз H, якщо E<

= H.

Для натурального числа < i дiйсного числа 0 кiлькiсть дiйсних коре-
нiв <-го степеня з 0 може дорiвнювати 0, 1 або 2. Зокрема, якщо 0 > 0,
то завжди iснує рiвно один додатний корiнь <-го степеня з 0 (це доводи-
ться в курсi математичного аналiзу), який називається арифметичним
коренем <-го степеня з 0 i позначається <

√
0 або 01/<. У полi C ситуацiя

складнiша: коли коренiв даного степеня з даного числа кiлька, то видi-
лити iз цих коренiв якийсь канонiчний не можна. Зокрема, тому, що в
полi C не можна визначити природного вiдношення порядку. Справдi,
для вiдношення порядку < на C на множинi додатних чисел

C
+
= {H ∈ C | H > 0}

потрiбно вимагати виконання таких двох умов:
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1) для будь-якого ненульового числа H ∈ C рiвно одне iз чисел H i −H
є додатним;

2) добуток довiльних двох додатних чисел C i E є додатним числом.
Але друга умова суперечить першiй: у кожнiй iз пар (1,−1) та (7,−7)

є додатне число, а тому додатними будуть i числа

1 = 1 · 1 = (−1) · (−1) та − 1 = 7 · 7 = (−7) · (−7),

що суперечить першiй умовi.
Для подальшого викладу нам знадобиться один факт з арифметики.

Теорема 3 (про дiлення з остачею). Для кожної пари цiлих чисел 0 i 1,
1 , 0, iснують такi цiлi числа ? i @, якi задовольняють умови

0 = ?1 + @ , 0 6 @ < |1| . (1.20)

Числа ? i @ визначенi однозначно.

Доведення. Нехай спочатку 1 > 0. Позначимо через ? цiлу частину числа
0/1.

✲r r r
· · · · · ·? − 1 ? ? + 1

×
0/1

Тодi 0/1 = ? + α, де 0 6 α < 1. Пiсля множення обох частин на 1

отримуємо 0 = ?1 + @, де @ = α · 1. Очевидно, що 0 6 @ < 1.
Нехай тепер 1 < 0. Позначимо через ? цiле число, яке найближче до

0/1 справа (тобто ? − 1 < 0/1 6 ?).

✲r r r
· · · · · ·? − 1 ? ? + 1

×
0/1

Тодi 0/1 = ? + α, де −1 < α 6 0. Пiсля множення обох частин на 1
отримуємо: 0 = ?1 + @, де @ = α · 1. Знову маємо, що 0 6 @ < |1|.

Для доведення єдиностi пари ?, @ припустимо, що

0 = ?11 + @1 = ?21 + @2 .

Очевидно, що, коли @1 = @2, то ?1 = ?2. Якщо ж @1 , @2, то можна
вважати, що @1 < @2. Але тодi @2−@1 = 1(?1−?2), причому 0 < @2−@1 < |1|
i |1(?1 − ?2)| > |1| · 1 = |1|, що неможливо. �
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Числа ? i @ iз теореми 3 називаються вiдповiдно часткою та остачею
вiд дiлення 0 на 1.

Наслiдок 3. Рiзниця 01 − 02 дiлиться на 1 тодi й лише тодi, коли 01 i
02 при дiленнi на 1 дають однаковi остачi.

Доведення. Нехай 01 = ?11 + @1, 02 = ?21 + @2. Тодi

1 | (01 − 02) ⇔ 1 |
(
(?1 − ?2)1 + (@1 − @2)

)
⇔

⇔ 1 | (@1 − @2) ⇔ @1 − @2 = 0 ⇔ @1 = @2 . �

Очевидно, що для кожного натурального числа < рiвняння E<
= 0

має лише нульовий розв’язок, а тому для довiльного < є тiльки один
корiнь <-го степеня з 0 – це 0. Для коренiв iз ненульових чисел картина
цiкавiша.

Теорема 4. Кожне ненульове комплексне число H = @(cosφ + 7 sinφ) має
рiвно < рiзних коренiв <-го степеня. Цi коренi мають вигляд

<
√
@

(
cos

φ + 29π

<
+ 7 sin

φ + 29π

<

)
, 9 = 0, 1, . . . , < − 1. (1.21)

Доведення. Нехай E = B(cosψ + 7 sinψ) є коренем <-го степеня iз H. Тодi
за формулою Муавра

B< = @ i <ψ = φ + 29π, 9 ∈ Z,

звiдки

B = <
√
@ i ψ =

φ + 29π

<
, 9 ∈ Z .

Однак аргумент комплексного числа визначений лише з точнiстю до
доданка, кратного 2π. Тому треба ще з’ясувати, коли рiзним 9 вiдповiдає
одне й те ж комплексне число:

φ + 291π

<
− φ + 292π

<
= 2;π ⇔

⇔ 2π(91 − 92)
<

= 2;π ⇔ < | (91 − 92) .

Але рiзниця 91 − 92 дiлиться на < тодi й лише тодi, коли 91 i 92 мають
однаковi остачi вiд дiлення <. Тому рiзних коренiв буде стiльки, скiльки є
рiзних остач вiд дiлення на <, тобто <. Зокрема, щоб одержати всi коренi,
можна взяти 9 = 0, 1, . . . , < − 1. �
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Iз теореми 4 випливає, що, коли H , 0, то коренi <-го степеня iз H є
вершинами правильного <-кутника, вписаного в коло радiуса <

√
|H | iз цен-

тром у початку координат (рис. 4). Оскiльки усi вершини правильного
<-кутника рiвноправнi, то й усi коренi <-го степеня iз H рiвноправнi.

<
√
|H | F

G

Рис. 4

1.6. Коренi з 1

Особливу роль вiдiграють коренi з 1. За теоремою 4 коренi степеня <
з 1 мають вигляд

ε9 = cos
29π

<
+ 7 sin

29π

<
, 9 = 0, 1, . . . , < − 1. (1.22)

Iз геометричної iнтерпретацiї комплексних чисел випливає, що цi коре-
нi розташованi у вершинах правильного <-кутника, вписаного у коло
радiуса 1 iз центром у початку координат, причому одна з вершин (яка
вiдповiдає кореню ε0 = 1) лежить у точцi (1, 0). На рис. 5 зображено
коренi 6-го степеня з одиницi.

F

G

ε1ε2

ε4 ε5

ε0ε3

Рис. 5
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Множину всiх коренiв <-го степеня з 1 будемо позначати C<.

Лема 1. Якщо ε< = 1, то ε9<+@ = ε@ для довiльних цiлих чисел 9 i @.

Доведення. ε9<+@ = ε9< · ε@ = (ε<)9 · ε@ = 19 · ε@ = ε@. �

Твердження 3 (про мультиплiкативну замкненiсть множини C<). Якщо
C, D ∈ C<, то кожне iз чисел CD, C−1, C/D також належить множинi C<.

Доведення. Нехай C, D ∈ C<. Тодi C
<
= 1 i D< = 1. Користуючись комута-

тивнiстю множення, отримуємо

(CD)<=C<D<=1 · 1=1,
(C
D

)<
=

C<

D<
=

1

1
=1, (C−1)<=

(
1

C

)<
=

1

C<
=1.

�

Твердження 4. Якщо E – фiксований корiнь <-го степеня iз числа H , 0,
то множина всiх коренiв <-го степеня iз H збiгається iз множиною

{ε0E, ε1E, ε2E, . . . , ε<−1E} .

Доведення. Нехай ε – довiльний корiнь степеня < з 1. Тодi

(εE)< = ε<E<
= 1 · H = H,

тобто εE також є коренем степеня < iз числа H.
Отже, кожне iз чисел ε0E, ε1E, . . . , ε<−1E є коренем степеня < iз H.

Оскiльки числа ε0, ε1, . . . , ε<−1 попарно рiзнi i E , 0, то попарно рiзними
є також числа ε0E, ε1E, . . . , ε<−1E. Оскiльки їх рiвно <, то це всi коренi
<-го степеня iз H. �

Таким чином, при добуваннi коренiв <-го степеня з комплексних
чисел коренi <-го степеня з 1 вiдiграють таку ж роль, як знаки ± при
добуваннi квадратних коренiв iз дiйсних чисел.

Твердження 5. ε9 = ε
9
1
.

Доведення. За формулою Муавра маємо

ε91 =

(
cos

2π

<
+ 7 sin

2π

<

)9
= cos

29π

<
+ 7 sin

29π

<
= ε9. �

Отже, всi коренi <-го степеня з 1 є степенями кореня ε1. Крiм ε1 таку
властивiсть можуть мати й деякi iншi коренi <-го степеня з 1.
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Означення 4. Число ε називається первiсним коренем <-го степеня з 1,
якщо множина C< усiх коренiв <-го степеня з 1 збiгається iз множиною
степенiв ε0 = 1, ε1, ε2, . . . , ε<−1 цього кореня.

Нехай ε є коренем якогось степеня з 1. Натуральне число ; назива-
ється порядком кореня ε, якщо ; є найменшим натуральним числом,
для якого ε; = 1.

Твердження 6. Число ε буде первiсним коренем <-го степеня з 1 тодi й
лише тодi, коли його порядок дорiвнює <.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай ε – первiсний корiнь <-го степеня з 1.
Оскiльки ε< = 1, то порядок ε не перевищує <. Припустимо, що його
порядок дорiвнює ; < <. Вiзьмемо довiльне цiле число 9 i роздiлимо
його на ; з остачею: 9 = ;? + @, 0 ≤ @ < ;. Тодi за лемою 1 ε9 = ε@.
Звiдси випливає, що кожен степiнь ε збiгається з одним iз чисел ε0 = 1,
ε1, . . . , ε;−1, тобто рiзних чисел серед степенiв ε буде не бiльше, нiж ;.
Але це суперечить первiсностi ε. Отже, ε має порядок <.

Достатнiсть. Нехай ε – корiнь <-го степеня з 1 i має порядок <. Тодi
всi його степенi ε0, ε1, . . ., ε<−1 є попарно рiзними. Справдi, якби для
якихось показникiв 0 ≤ 9 < ; < < виконувалась рiвнiсть ε9 = ε;,
то пiсля дiлення обох частин на ε9 отримали б рiвнiсть 1 = ε;−9, яка
суперечить тому, що ε має порядок <. Оскiльки всi цi степенi є коренями
<-го степеня з 1 та їх <, то одержуємо всi коренi степеня < з 1. Тому ε є
первiсним коренем <-го степеня з 1. �

Зауважимо, що iнколи за означення первiсного кореня з 1 беруть
твердження 6. Тодi означення 4 стає твердженням.

Твердження 7. Число ε9 буде первiсним коренем <-го степеня з 1 тодi й
лише тодi, коли числа 9 i < – взаємно простi.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай числа 9 i < не є взаємно простими та
3 > 1 – їх спiльний дiльник. Тодi 9 = 913, < = <13 i

ε
<1
9
= (ε91)<1 = ε

913<1
1

= (ε<13
1

)91 = (ε<1)91 = 191 = 1 .

Оскiльки <1 < <, то за твердженням 6 ε9 не є первiсним коренем <-го
степеня з 1.

Достатнiсть. Нехай тепер числа 9 i < – взаємно простi. Припустимо,
що для деякого натурального числа ; виконується рiвнiсть

ε;9 = (ε91); = ε9;1 = 1 .
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Тодi iз твердження 5 i леми 1 випливає, що 9; дiлиться на <. Але 9 i <
взаємно простi, тому на < має дiлитися ;. Отже, ; ≥ <, тобто порядок
ε9 є не меншим, нiж <. З iншого боку, ε9 є коренем <-го степеня з 1, а
тому його порядок не бiльший, нiж <. Таким чином, ε9 має порядок < i
за твердженням 6 є первiсним коренем <-го степеня з 1. �

Iз твердження 7 випливає, що кiлькiсть первiсних коренiв степеня < з
1 збiгається з кiлькiстю тих натуральних чисел, якi меншi за < i взаємно
простi з <. Ця кiлькiсть позначається через φ(<) i називається функцiєю
Ойлера числа <. З означення одразу випливає, що для кожного простого
числа > φ(>) = > − 1. Не набагато складнiше обчислюються значення
функцiї Ойлера для степенiв простих чисел:

Лема 2. Якщо > – просте число i 9 > 0, то φ(>9) = (> − 1)>9−1.

Доведення. Число ; є взаємно простим iз >9 тодi й лише тодi, коли ;
не дiлиться на >. У промiжку вiд 1 до >9 на > дiлиться кожне >-те число,

тобто всього
>9

>
= >9−1 чисел. Решта >9 − >9−1 чисел iз цього промiжку

на > не дiляться, а тому є взаємно простими з >9. Отже,

φ(>9) = >9 − >9−1 = (> − 1)>9−1.
�

Теорема 5. Функцiя Ойлера мультиплiкативна, тобто для довiльних
взаємно простих чисел < i ; виконується рiвнiсть φ(<;) = φ(<)φ(<).

Доведення. Позначимо множини {0, 1, 2, . . . , < − 1}, {0, 1, 2, . . . ,; − 1} i
{0, 1, 2, . . . , <;−1} вiдповiдно через �, � i�. Кожному числу 2 iз множини
� зiставимо пару (@1(2), @2(2)), де @1(2) i @2(2) є остачами вiд дiлення 2 на
< i ; вiдповiдно. Вiдображення

� → � × �, 2 7→ (@1(2), @2(2)),

є бiєктивним. Справдi, iн’єктивнiсть випливає з того, що коли
5 (21) = 5 (22) = (@1, @2), то 22 − 21 дiлиться i на <, i на ;. Оскiльки < i ; –
взаємно простi, то 22 − 21 дiлиться на <;. Але 21 i 22 належать промiжку
[0, <;−1], тому |22− 21 | < <;. Отже, 22− 21 = 0 i 22 = 21. Сюр’єктивнiсть
тепер випливає з того, що множини � i � × � мають однакову кiлькiсть
елементiв, а саме <;.

Число 2 буде взаємно простим iз добутком <; тодi й лише тодi, коли
воно буде взаємно простим iз кожним iз множникiв, тобто тодi й лише
тодi, коли остачi @1(2) i @2(2) взаємно простi вiдповiдно з < i ;. Але тодi
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з бiєктивностi вiдображення �→ � × � випливає, що кiлькiсть φ(<;)
таких чисел дорiвнює кiлькостi пар (@1, @2), в яких перша компонента
@1 взаємно проста з <, а друга компонента @2 – взаємно проста з ;.
За комбiнаторним правилом множення кiлькiсть таких пар дорiвнює
φ(<)φ(<). �

Наслiдок 4. Якщо < = >
91
1
· · · >9;; – канонiчний розклад числа <, то

φ(<) = (>91
1
− >

91−1
1

) · · · (>9;; − >
9;−1
; ) = <

(
1 − 1

>1

)
· · ·

(
1 − 1

>;

)
.

Доведення. Оскiльки множники >91
1
, . . . , >9;; попарно взаємно простi, то,

використовуючи послiдовно теорему 5 i лему 2, отримуємо

φ(<) = φ(>91
1
· · · >9;; ) = φ(>91

1
) · · ·φ(>9;; ) =

= (>1 − 1)>91−1
1

· · · (>; − 1)>9;−1; = <

(
1 − 1

>1

)
· · ·

(
1 − 1

>;

)
.

�

1.7. Показникова форма запису

У курсi математичного аналiзу доводиться, що lim
<→∞

(
1 +

F

<

)<
= 4F .

Спираючись на це, для довiльного комплексного числа H = 0 + 17 покла-
демо

4H := 40 · 417, де 417 = lim
<→∞

(
1 +

17

<

)<
.

Для модуля числа
(
1 + 17

<

)<
маємо

����
(
1 +

17

<

)<���� =
(
1 +

12

<2

)</2
=

(
1 +

12

<2

)<2 ·(1/2<)
.

Оскiльки

(
1 +

12

<2

)<2
→ 4 1

2

i
1

2<
→ 0, то

����
(
1 +

17

<

)<���� → 1 .

Iз рис. 6 видно, що для достатньо великих < для аргументу φ< числа(
1 +

17

<

)<
маємо

φ< = <ψ = < arcsin
1/<√

1 + 12/<2
.
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ψ

1 +
17

<

Рис. 6

Позначимо �< =
1/<√

1 + 12/<2
. Тодi

φ< = < arcsin �< = <�< ·
arcsin �<

�<
= <�< ·

arcsin �<

sin(arcsin �<)
.

Легко бачити, що �< → 0, <�< → 1, arcsin �< → 0 i
arcsin �<

sin(arcsin �<)
→ 1.

Тому φ< → 1 i (
1 +

17

<

)<
→ cos 1 + 7 sin 1 .

Отже,
471 = cos 1 + 7 sin 1 .

Таким чином, 40+17 = 40(cos 1 + 7 sin 1). За такої домовленостi тригономе-
трична форма числа H = |H | · (cos arg H+ 7 sin arg H) може бути переписана
у виглядi

H = |H | · 47 arg H . (1.23)

Запис комплексного числа у виглядi (1.23) називається показниковою
формою запису.

Зокрема, при H = −1 одержуємо одну з найфантастичнiших формул
математики:

−1 = 47π . (1.24)

Зауваження. Iз показникової форми (1.23) безпосередньо виплива-
ють вiдомi нам правила (1.11) поведiнки модулiв i аргументiв компле-
ксних чисел при множеннi.
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1.8. Задачi

1.1.◦∗ 4 На множинi N ×N визначимо вiдношення еквiвалентностi

(;, <) ∼ (>, ?) тодi й лише тодi, коли ; + ? = < + > ,

а на фактор-множинi (N ×N)/∼ – дiї

(;, <) + (>, ?) := (; + >, < + ?) ;
(;, <) · (>, ?) := (;> + <?,;? + <>) .

Доведiть, що

а) дiї на фактор-множинi (N ×N)/∼ визначенi коректно;

б) кожен клас еквiвалентностi мiстить пару вигляду (;, 1), причому
тiльки одну;

в) пiсля ототожнення класу (< + 1, 1) iз цiлим числом < фактор-
множина (N ×N)/∼ перетворюється в кiльце цiлих чисел зi звичай-
ними додаванням i множенням.

1.2. Iнколи числове поле визначають як множину чисел, замкнену вiд-
носно чотирьох арифметичних дiй – додавання, вiднiмання, мно-
ження та дiлення (крiм дiлення на 0). Доведiть, що це означення
рiвносильне нашому означенню 2.

1.3. Не використовуючи тригонометричну форму числа, доведiть, що з
кожного ненульового комплексного числа iснує рiвно два коренi
степеня 2.

1.4.◦ Доведiть, що коли числа ; i < – взаємно простi i H; = H< = 1, то
H = 1.

1.5. Доведiть, що C< ∩C; = C3 , де 3 – це найбiльший спiльний дiльник
чисел ; i <.

1.6. Доведiть, що коли числа ; i < – взаємно простi, то кожен корiнь ε
степеня;< з 1 однозначно розкладається в добуток ε = μ ·ν коренiв
з 1 степенiв ; i < вiдповiдно.

4 Cимволом ∗ позначено задачi пiдвищеного рiвня складностi. Символом ◦ – тi, що
вимагають додаткових знань.
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1.7. Нехай числа ; i < – взаємно простi. Доведiть, що ε буде первiсним
коренем степеня ;< з 1 тодi й лише тодi, коли ε розкладається в
добуток ε = μ · ν первiсного кореня степеня ; i первiсного кореня
степеня <.

1.8. Чи може сума двох первiсних коренiв степеня < з 1 також бути
первiсним коренем степеня < з 1?

1.9.∗ Доведiть, що рiвнiсть (2+ 7)< = (2− 7)< не виконується для жодного
натурального числа <.

1.10. Доведiть, що функцiя Жуковського C =
1

2

(
H +

1

H

)
вiдображає:

а) коло |H | = 1 на вiдрiзок [−1, 1] дiйсної осi;
б)◦ коло |H | = @, @ , 1, на елiпс iз фокусами −1, 1;
в)◦ промiнь arg H = φ на гiлку гiперболи iз фокусами −1, 1.

1.11. Подвiйним вiдношенням [H1, H2, H3, H4] чотирьох комплексних чисел
H1, H2, H3, H4, H1 , H4, H2 , H3, називається число

[H1, H2, H3, H4] =
H1 − H2

H1 − H4
:
H3 − H2

H3 − H4
.

Доведiть, що

а) [H2, H3, H4, H1] = [H1, H2, H3, H4]−1;
б) при зсувi )0 : H 7→ H + 0, де число 0— фiксоване, подвiйне вiд-
ношення [H1, H2, H3, H4] не змiнюється.

1.12.∗ Доведiть, що, коли точки H1, H2, H3, H4 не лежать на однiй прямiй,
то вони лежать на одному колi тодi й лише тодi, коли їх подвiйне

вiдношення
H1 − H2

H1 − H4
:
H3 − H2

H3 − H4
є дiйсним числом.

1.13.∗∗ Доведiть, що для довiльних двох наборiв H1, . . . , H< i C1, . . . , C<
комплексних чисел виконується нерiвнiсть

��� <∑
9=1

H9C9

���2 ≤
<∑
9=1

|H9 |2 ·
<∑
9=1

|C9 |2.

1.14.∗ Знайдiть вигляд загального члена послiдовностi (0<)<≥0, якщо
00 = 01 = 1 i 0<+1 = 20< − 20<−1 для всiх < ≥ 1.
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1.15.∗ а) На площинi лежать 4 механiчнi годинники (тобто зi стрiлка-
ми). Дiаметри й орiєнтацiя годинникiв можуть бути довiльними,
але вiдомо, що всi вони йдуть правильно, їх центри утворюють
квадрат i в певний момент кiнцi хвилинних стрiлок також утворю-
вали квадрат. Доведiть, що кiнцi хвилинних стрiлок завжди будуть
утворювати квадрат.

б) Узагальнiть попереднє твердження на < годинникiв.

1.16.◦∗ Бiєктивне перетворення φ : C → C називається автоморфi-
змом поля C, якщо для довiльних H1 i H2 виконуються рiвностi
φ(H1 + H1) = φ(H1) + φ(H2) i φ(H1 · H1) = φ(H1) · φ(H2). Доведiть, що
єдиним нетривiальним (тобто вiдмiнним вiд тотожного перетворе-
ння) неперервним автоморфiзмом поля C є спряження.

1.17. Сформулюйте й доведiть аналог рiвностi 1.19 для чотирьох квадра-
тiв.
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2. Системи лiнiйних рiвнянь

2.1. Типи систем лiнiйних рiвнянь. Алгоритм Гаусса

У загальному випадку система лiнiйних рiвнянь ( СЛР) має вигляд

011F1 + 012F2 + . . . + 01<F< = 11 ,

021F1 + 022F2 + . . . + 02<F< = 12 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0;1F1 + 0;2F2 + . . . + 0;<F< = 1; ,

(2.1)

де F1, F2, . . . , F< – це невiдомi, а символи 07 8 позначають коефiцiєнти при
невiдомих5. Використання для позначення коефiцiєнтiв двох iндексiв
є дуже зручним: перший iндекс 7 вказує на номер рiвняння, а другий
iндекс 8 – на номер невiдомої. Зауважимо, що число < невiдомих може
вiдрiзнятися вiд числа ; рiвнянь.

Використовуючи символ Σ, систему (2.1) можна записати компактнi-
ше

<∑
8=1

07 8F 8 = 17 (7 = 1, . . . , <) . (2.2)

Розв’язування систем лiнiйних рiвнянь є центральною задачею лi-
нiйної алгебри. Необхiднiсть у розв’язуваннi таких систем виникає як у
багатьох роздiлах математики (iз деякими прикладами ми зустрiнемося
уже незабаром: iнтерполяцiя функцiй многочленами, розклад рацiо-
нальних функцiй у суму найпростiших дробiв, зображення симетричних
многочленiв у виглядi многочленiв вiд елементарних симетричних мно-
гочленiв тощо), так i в найрiзноманiтнiших її застосуваннях.

Для iлюстрацiї останнього твердження розглянемо так звану задачу
про мiжгалузевий баланс. Є < галузей виробництва, кожна з яких випу-
скає власну продукцiю. Кiлькiсть продукцiї, що випускається 7-ю галуззю,
позначимо F7. При виробництвi 7-ї продукцiї може використовуватися
продукцiя iнших галузей. Нехай при виробництвi одиницi 7-ї продукцiї
використовується 07 8 одиниць продукцiї продукцiї 8-ї галузi. Тодi чистий

випуск 7-ї продукцiї становитиме F7−
<∑
8=1

07 8F 8 одиниць. Скiльки продукцiї

повинна випустити кожна з галузей, якщо остаточно споживачi повиннi

5 Символ 023 читається “0 два-три”, а не “0 двадцять три”. У тих випадках, коли виникає
неоднозначнiсть, мiж iндексами 7 та 8 ставлять кому, наприклад, 01,23 або 012,3.
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отримати 17 (7 = 1, 2, . . . , <) одиниць 7-ї продукцiї? Зрозумiло, що задача
зводиться до розв’язання системи лiнiйних рiвнянь

F7 −
<∑
8=1

07 8F 8 (7 = 1, . . . , <) .

Ще в кiнцi ХIХ ст. теорiя систем лiнiйних рiвнянь стала взiрцем для
створення теорiї iнтегральних рiвнянь, яка вiдiграє величезну роль у
фiзицi та механiцi. Розробленi для дослiдження систем лiнiйних рiвнянь
методи стали однiєю з основ сучасної математики. Наприклад, завдя-
ки проникненню методiв лiнiйної алгебри у класичний математичний
аналiз в серединi ХХ ст. виникла нова потужна область математики –
функцiональний аналiз. Розв’язування за допомогою комп’ютерiв вели-
чезної кiлькостi практичних задач також стає можливим лише завдяки
зведенню цих задач до систем лiнiйних рiвнянь.

Коефiцiєнт 17 системи (2.1) називається вiльним членом (7-го рiвня-
ння). Якщо всi вiльнi члени системи дорiвнюють нулю, то така СЛР
називається однорiдною (коротко ОСЛР). У противному разi СЛР нази-
вається неоднорiдною.

Iнколи буває корисно паралельно iз СЛР (2.2) розглядати так звану
пов’язану (або асоцiйовану) iз нею однорiдну СЛР. Це ОСЛР

<∑
8=1

07 8F 8 = 0 (7 = 1, . . . , <) , (2.3)

яка має такi самi коефiцiєнти при невiдомих.

Можна досягти значної економiї часу i зусиль, якщо в записi СЛР
повнiстю вiдмовитися вiд виписування невiдомих, а писати лише коефi-
цiєнти при них. Щоб уникнути плутанини, коефiцiєнти повиннi випису-
ватися у певному порядку. Зручно їх виписувати у виглядi прямокутної
таблицi

� =
©«
011 012 013 . . . 01<
021 022 023 . . . 02<
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0;1 0;2 0;3 . . . 0;<

ª®®¬
, (2.4)
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яка називається матрицею коефiцiєнтiв (коротко: матрицею або основ-
ною матрицею) СЛР (2.1)6.

Кажуть, що матриця (2.4) має розмiри ; × <. Коротко цю матрицю
позначають (07 8);×< або просто (07 8). Поруч iз круглими дужками для
запису матриць можуть уживатися подвiйнi прямi | |07 8 | | i прямокутнi
[07 8] дужки.

Матрицю розмiру < × < часто називають квадратною матрицею по-
рядку <. Набiр (071, 072, . . . , 07<) називають 7-м рядком, а набiр

©«
018
028
. . .

0;8

ª®®¬
– 8-м стовпцем матрицi (2.1). Таким чином, iндекси 7 та 8 елемента 07 8
вказують номери рядка i стовпця, на перетинi яких стоїть цей елемент.

Сукупнiсть елементiв 011, 022, 033, . . . з однаковими iндексами
утворює так звану головну дiагональ матрицi. У випадку квадратної
матрицi цi елементи справдi лежать на дiагоналi квадрата. У квадратнiй
матрицi порядку < видiляють також побiчну дiагональ 01<, 02,<−1, . . . , 0<1.

Видiлимо кiлька спецiальних типiв матриць, якi часто зустрiчатиму-
ться в подальшому.

Квадратна матриця називається верхньою (вiдповiдно нижньою)три-
кутною, якщо для всiх 7 > 8 (вiдповiдно для всiх 7 < 8) виконується
рiвнiсть 07 8 = 0. Верхня трикутна матриця є частковим випадком так
званої трапецiєподiбної матрицi, яка вже не обов’язково квадратна i
має вигляд

©«

011 012 . . . 019 . . . 01<
0 022 . . . 029 . . . 02<
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 099 . . . 09<
0 0 . . . 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 . . . 0

ª®®®®®®®®¬
.

6 Матрицi (i дiї над ними, якi ми будемо розглядати трохи пiзнiше) увiв видатний
англiйський математик А. Келi (1821–1895).
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Трапецiєподiбна матриця вигляду

©«

1 0 . . . 0 01,9+1 . . . 01<
0 1 . . . 0 02,9+1 . . . 02<
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 09,9+1 . . . 09<
0 0 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 . . . 0

ª®®®®®®®®¬
називається спецiальною трапецiєподiбною.

Квадратна матриця, в якiй всi елементи поза головною дiагоналлю
дорiвнюють нулю, називається дiагональною. Дiагональну матрицю по-
рядку < часто записують у виглядi diag(011, 022, . . . , 0<<). Дiагональна
матриця називається скалярною, якщо всi її дiагональнi елементи одна-
ковi. Скалярна матриця, в якої на дiагоналi стоять одиницi, називається
одиничною i позначається символом � (або �<, якщо хочуть вказати її
порядок).

Матриця, усi елементи якої дорiвнюють нулю, називається нульовою.
Її позначають символом 0;×<, або 0< (для квадратної матрицi порядку <),
або просто 0.

Прямокутнi матрицi зустрiчаються в математицi настiльки часто, що
в серединi ХIХ ст. виникла, а iз часом розвинулась у велику самостiйну
область математики, теорiю матриць. У ХХ ст. теорiя матриць стала
складовою частиною лiнiйної алгебри i донинi зберiгає своє значення
дуже потужного iнструменту, однаково придатного i для розв’язання рi-
зноманiтних задач, що виникають iз потреб практики, i для дослiдження
абстрактних конструкцiй сучасної математики.

Поруч iз матрицею (2.4) для системи (2.1) розглядають i розширену
матрицю

©«
011 012 013 . . . 01<
021 022 023 . . . 02<
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0;1 0;2 0;3 . . . 0;<

�������
11
12
. . .

1;

ª®®¬
, (2.5)

яка одержується iз (2.4) приєднанням стовпця вiльних членiв (щоб не
сплутати вiльнi члени з коефiцiєнтами при невiдомих, стовпець вiльних
членiв вiддiляють вертикальною рискою).

Коротко основну i розширену матрицi системи (2.1) позначають (07 8)
i (07 8 |17) вiдповiдно.
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За формою основної матрицi СЛР (2.1) називається прямокутною
(якщо ; , <) або квадратною (якщо ; = <). У випадку трикутної
основної матрицi СЛР також називають трикутною.

Надалi будемо вважати, що всi коефiцiєнти СЛР (2.1) є елемента-
ми деякого поля %. Розв’язком цiєї системи у полi % називається такий
набiр a = (01, 02, . . . , 0<) iз < елементiв 01, 02, . . . , 0< поля %, що пiсля
пiдстановки в систему (2.1) цих елементiв вiдповiдно замiсть невiдомих
F1, F2, . . . , F< отримаємо правильнi рiвностi. Елементи 01, 02, . . . , 0< нази-
ваються компонентами або координатами розв’язку a = (01, 02, . . . , 0<)7.

Пiдкреслюємо,що розв’язком системи є саме набiр a = (01, 02, . . . , 0<),
а не його компоненти 01, 02, . . . , 0<.

Якщо СЛР (2.1) має хоча б один розв’язок, вона називається сумiсною.
У протилежному разi СЛР називається несумiсною. Сумiсна СЛР, яка має
рiвно один розв’язок, називається визначеною. Якщо ж сумiсна СЛР
має бiльше одного розв’язку, то вона називається невизначеною. Таким
чином, СЛР подiляються на три типи залежно вiд кiлькостi розв’язкiв.

Зауважимо, що однорiдна СЛР завжди є сумiсною, бо завжди має
так званий тривiальний або нульовий розв’язок 0 = (0, 0, . . . , 0).

Проблему розв’язання СЛР можна розбити на двi частини: якiсну
– визначення типу СЛР, i кiлькiсну – знаходження множини розв’язкiв
сумiсної СЛР . Довкола цих двох проблем в основному йтиме подальший
виклад.

Двi СЛР з одними i тими ж невiдомими називаються рiвносильними
або еквiвалентними, якщо вони мають однаковi множини розв’язкiв.
Зокрема, рiвносильними будуть будь-якi двi несумiснi системи з однако-
вими невiдомими.

Вправа 6. Доведiть, що на множинi всiх СЛР вiдношення рiвносильностi
є вiдношенням еквiвалентностi.

Елементарними перетвореннями СЛР називаються такi її перетворе-
ння:

1) перестановку двох рiвнянь системи;
2) множення одного з рiвнянь системи на число λ , 0;
3) додавання до одного з рiвнянь системи iншого її рiвняння, помно-

женого на деяке число λ.

Зауважимо, що елементарнi перетворення є оборотними: якщо при
елементарному перетвореннi СЛР (1 переходить в (2, то за допомогою

7 Iнколи розглядають загальнiшу ситуацiю, коли всi коефiцiєнти СЛР(2.1) належать де-
якому кiльцю (наприклад, кiльцю цiлих чисел Z), i вимагають, щоб компоненти розв’язку
також належали цьому кiльцю.
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елементарного перетворення СЛР (2 можна повернутися назад до (1.
Справдi, якщо (2 одержана з (1 перестановкою двох рiвнянь, то, пере-
ставивши цi рiвняння ще раз, повернемося до (1. Якщо (2 одержується
iз (1 множенням якогось рiвняння на λ , 0, то, помноживши отримане
рiвняння на λ−1, повертаємося до (1. Нарештi, якщо (2 одержується iз
(1 додаванням до 7-го рiвняння її 8-го рiвняння, помноженого на λ, то
для повернення назад досить до 7-го рiвняння системи (2 додати її 8-те
рiвняння, помножене на −λ.
Теорема 6. Якщо вiд однiєї СРЛ до iншої можна перейти за допомо-
гою скiнченної кiлькостi елементарних перетворень, то такi двi СЛР є
рiвносильними.

Доведення. Досить показати, що при одному елементарному перетво-
реннi СЛР переходить у рiвносильну. Бiльше того, оскiльки елементарнi
перетворення є оборотними, то досить показати, що при елементарному
перетвореннi СЛР множина її розв’язкiв не зменшується.

Для елементарних перетворень перших двох типiв це очевидно.
Розглянемо перетворення третього типу. Нехай a = (α1, α2, . . . , α<) —
розв’язок системи (2.1) i нехай до її 7-го рiвняння додали 8-те рiвняння,
помножене на число λ. Тодi

071α1 + 072α2 + . . . + 07<α< = 17 i 081α1 + 082α2 + . . . + 08<α< = 18.

Нова система вiдрiзняється вiд (2.1) лише 7-м рiвнянням, яке має
вигляд

(071 + λ081)F1 + (072 + λ082)F2 + . . . + (07< + λ08<)F< = 17 + λ18.

Легко перевiряється, що a є розв’язком i цього рiвняння. Справдi,

(071 + λ081)α1 + (072 + λ082)α2 + . . . + (07< + λ08<)α< =
= (071α1 + 072α2 + . . . + 07<α<) + λ(081α1 + 082α2 + . . . + 08<α<) = 17 + λ18.

Отже, усi розв’язки системи (2.1) є розв’язками нової системи. �

Очевидно, що перетворенням рiвнянь СЛР вiдповiдають перетворен-
ня рядкiв її матрицi. Елементарними перетвореннями рядкiв (стовпцiв)
матрицi (2.4) називаються такi її перетворення:

1) перестановка двох рядкiв (стовпцiв) матрицi;
2) множення одного з рядкiв (стовцiв) матрицi на число λ , 0;
3) додавання до одного з рядкiв (стовцiв) матрицi iншого її рядка

(стовпця), помноженого на деяке число λ.
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Якщо матриця � отримана з матрицi � за допомогою скiнченного
ланцюга елементарних перетворень рядкiв, то такi матрицi називатиме-
мо еквiвалентними i записуватимемо як � ∼ �.

Зауважимо, що елементарним перетворенням рiвнянь СЛР вiдпо-
вiдають такi ж елементарнi перетворення вiдповiдних рядкiв розширеної
матрицi цiєї СЛР i навпаки. Тому маємо таке твердження.

Твердження 8. Якщо розширенi матрицi двох СЛР еквiвалентнi, то
вiдповiднi СЛР будуть рiвносильними.

Теорема 7 (алгоритм Гаусса). Елементарними перетвореннями рядкiв
та перестановками стовпцiв довiльну ненульову матрицю � розмiру
; × < можна звести до спецiального трапецiєподiбного вигляду

©«

1 0 . . . 0 51,@+1 . . . 51<
0 1 . . . 0 52,@+1 . . . 52<
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 5@,@+1 . . . 5@<
0 0 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 . . . 0

ª®®®®®®®®¬
, (2.6)

де 0 < @ ≤ min(;, <).

Доведення. Опишемо алгоритм зведення довiльної ненульової матрицi
� = (07 8) розмiру ; × < до вигляду (2.6).

Оскiльки � , 0, то перестановкою стовпцiв i рядкiв з матрицi �
можна отримати матрицю �̃ = (0̃7 8), в якiй 0̃11 , 0. Подiлимо перший
рядок матрицi �̃ на 0̃11, а потiм для кожного : = 2, 3, . . . ,; вiд :-го рядка
вiднiмемо утворений перший рядок, помножений на 0̃:1. Одержимо
матрицю

� =
©«
1 112 . . . 11<
0 122 . . . 12<
. . . . . . . . . . . .

0 1;2 . . . 1;<

ª®®¬
. (2.7)

Якщо матриця � мiстить ненульовi елементи лише в першому рядку,
то вона вже є спецiальною трапецiєподiбною. У противному разi серед
елементiв 17 8, де 7, 8 ≥ 2, є ненульовий. Перестановкою стовпцiв (вiдмiн-
них вiд першого) i рядкiв (вiдмiнних вiд першого) iз матрицi � можна
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отримати матрицю

�̃ =

©«

1 1̃12 . . . 1̃1<
0 1̃22 . . . 1̃2<
. . . . . . . . . . . .

0 1̃;2 . . . 1̃;<

ª®®®¬
,

в якiй 1̃22 , 0. Подiлимо тепер уже другий рядок матрицi �̃ на 1̃22, а
потiм для кожного : = 3, . . . ,; вiд :-го рядка вiднiмемо утворений
другий рядок, помножений на 1̃:2. Одержимо матрицю

� =

©«

1 212 213 . . . 21<
0 1 223 . . . 22<
0 0 233 . . . 23<
. . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 23; . . . 2;<

ª®®®®¬
. (2.8)

Якщо серед елементiв 27 8, де 7, 8 ≥ 3, є ненульовi, то продовжуємо ана-
логiчнi перетворення далi (тiльки вже працюємо з рядками i стовпцями
з номерами ≥ 3). I так далi. Зрештою, прийдемо до матрицi вигляду

� =

©«

1 312 . . . 31,@−1 31@ 31,@+1 . . . 31<
0 1 . . . 32,@−1 32@ 32,@+1 . . . 32<
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 3@−1,@ 3@−1,@+1 . . . 3@−1,<
0 0 . . . 0 1 3@,@+1 . . . 3@<
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0

ª®®®®®®®®®®¬

. (2.9)

Тепер починаємо робити нулi над дiагоналлю. Спочатку робимо нулi
в @-му стовпцi. Для цього для кожного : = 1, . . . , @ − 1 вiд :-го рядка
матрицi � вiднiмемо її @-й рядок, помножений на число 3:@. Отримуємо
матрицю

�′
=

©«

1 312 . . . 31,@−1 0 3 ′
1,@+1

. . . 3 ′
1<

0 1 . . . 32,@−1 0 3 ′
2,@+1

. . . 3 ′
2<

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0 3 ′
@−1,@+1 . . . 3 ′

@−1,<
0 0 . . . 0 1 3@,@+1 . . . 3@<
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0

ª®®®®®®®®®®¬

.
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Далi робимо нулi над дiагоналлю в (@ − 1)-му стовпцi. Для цього для
кожного : = 1, . . . , @ − 2 вiд :-го рядка матрицi �′ вiднiмаємо її (@ − 1)-й
рядок, помножений на 3:,@−1. I так далi. Зрештою, отримаємо матрицю

©«

1 0 . . . 0 0 51,@+1 . . . 51<
0 1 . . . 0 0 52,@+1 . . . 52<
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 1 0 5@−1,@+1 . . . 5@−1,<
0 0 . . . 0 1 5@,@+1 . . . 5@<
0 0 . . . 0 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0 0 0 . . . 0

ª®®®®®®®®®®¬

, (2.10)

яка вже має спецiальний трапецiєподiбний вигляд. �

Описана в доведеннi теореми 7 послiдовнiсть дiй при переходi вiд
початкової матрицi � до матрицi (2.9) називається прямим ходом ал-
горитму Гаусса, а послiдовнiсть дiй при переходi вiд (2.9) до (2.10) —
зворотним ходом алгоритму Гаусса. Процес зведення матрицi � до спе-
цiального трапецiєподiбного вигляду називається алгоритмом Гаусса.

Зауважимо, що в цьому алгоритмi над коефiцiєнтами матрицi вико-
нуються лише рацiональнi операцiї – додавання, вiднiмання, множення,
дiлення. Тому його можна застосовувати до матриць iз коефiцiєнтами з
довiльного поля. При цьому в процесi обчислень ми завжди лишатиме-
мося у тому полi, якому належать коефiцiєнти системи.

2.2. Метод Гаусса розв’язування СЛР

Двi системи (1 i (2 лiнiйних рiвнянь називатимемо квазiрiвносильни-
ми, якщо в однiй iз них можна перейменувати змiннi так, щоб отримати
рiвносильнi СЛР . Зокрема, якщо система (2 одержується iз (1 пере-
нумерацiєю змiнних, то основна матриця системи (2 одержується з
вiдповiдної матрицi для (1 перестановкою стовпцiв.

Уже зi шкiльного досвiду вiдомо, що основнимшляхом розв’язування
рiвнянь i систем рiвнянь є їх зведення за допомогою певних перетворень
(бажано, рiвносильних) до такого вигляду, коли вiдсутнiсть чи наявнiсть
розв’язкiв, а також самi розв’язки (якщо вони є) видно безпосередньо.
У випадку систем лiнiйних рiвнянь послiдовнiсть таких перетворень
вiдбувається за єдиною схемою, яка називається методом Гаусса.

Змiстовно цей метод полягає в послiдовному виключеннi iз системи
невiдомих, тобто в послiдовному переходi до систем iз меншою кiлькiстю
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невiдомих. Звiдси друга його назва – метод послiдвного виключення
невiдомих8.

Iдею цього методу легко зрозумiти з наступних прикладiв. Нагадаємо,
що елементарним перетворенням рiвнянь (при яких система переходить
у рiвносильну) вiдповiдають елементарнi перетворення рядкiв її матрицi.

Приклад 1. Розглянемо систему

F1 + 2F2 + 3F3 = 6,

4F1 + 5F2 + 6F3 = 15,

7F1 + 8F2 + 9F3 = 25
(2.11)

з основною матрицею (
1 2 3

4 5 6

7 8 9

6

15

25

)
. (2.12)

Спочатку вiднiмемо вiд другого i третього рядкiв перший, помноже-
ний вiдповiдно на 4 i 7. Отримаємо(

1 2 3

0 −3 −6
0 −6 −12

6

−9
−17

)
.

Тепер вiд третього рядка вiднiмемо подвоєний другий. Отримаємо(
1 2 3

0 −3 −6
0 0 0

6

−9
1

)
.

Таким чином, третє рiвняння системи набуло вигляду 0·F1 + 0·F2 + 0·BF3 = 1.
Оскiльки воно не має розв’язкiв, то дана СЛР є несумiсною.

Приклад 2. Розглянемо тепер систему

F1 + 2F2 + 3F3 = 6,

4F1 + 5F2 + 6F3 = 15,

7F1 + 8F2 + 10F3 = 25
(2.13)

8 Гаусс є одним iз найбiльших математичних генiїв, однак зовсiм не тому, що вiн
придумав метод виключення. До речi, цей метод був вiдомий i до нього. Гаусс лише
надав йому чiткiшої форми. Та за iронiєю долi серед усiх пов’язаних з iменем Гаусса iдей
найчастiше згадується саме метод виключення.

40



з основною матрицею (
1 2 3

4 5 6

7 8 10

6

15

25

)
. (2.14)

Якщо iз цiєю матрицею виконати такi ж перетворення, як у попере-
дньому прикладi, то отримаємо матрицю(

1 2 3

0 −3 −6
0 0 1

6

−9
1

)
.

Продовжимо перетворення рядкiв далi. Спочатку подiлимо другий рядок
на −3, а потiм вiднiмемо вiд першого i другого рядкiв третiй, помноже-
ний вiдповiдно на 3 i 2. Отримаємо(

1 2 0

0 1 0

0 0 1

3

1

1

)
.

Нарештi вiднiмемо вiд першого рядка подвоєний другий:(
1 0 0

0 1 0

0 0 1

1

1

1

)
.

Таким чином, система набула вигляду

F1 = 1,

F2 = 1,

F3 = 1.

Отже, дана СЛР є визначеною, а її єдиним розв’язком є набiр (1, 1, 1).
Приклад 3. Розглянемо ще систему

F1 + 2F2 + 3F3 = 6,

4F1 + 5F2 + 6F3 = 15,

7F1 + 8F2 + 9F3 = 24
(2.15)

з основною матрицею (
1 2 3

4 5 6

7 8 9

6

15

24

)
. (2.16)
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Якщо iз цiєю матрицею виконати такi ж перетворення, як у першому
прикладi, то отримаємо матрицю(

1 2 3

0 −3 −6
0 0 0

6

−9
0

)
.

Перетворення рядкiв можна продовжити далi: подiлимо другий рядок на
−3, а потiм вiднiмемо вiд першого рядка подвоєний другий. Отримаємо(

1 0 −1
0 1 2

0 0 0

0

3

0

)
.

Таким чином, система набула вигляду

F1 − F3 = 0,

F2 + 2F3 = 3,

0 = 0.

Виключимо останнє рiвняння, яке є тотожно iстинним, i перенесемо
члени з F3 у праву частину:

F1 = F3,

F2 = 3 − 2F3.

Таким чином, невiдомiй F3 можна надавати довiльного значення B, пiсля
чого F1 i F2 визначаються однозначно: F1 = B, F2 = 3− B. Отже, дана СЛР
є невизначеною, а множина її розв’язкiв має вигляд {(B, 3−2B, B) | B ∈ R}.

Iз цих прикладiв видно, що в основi методу послiдовного виключен-
ня невiдомих лежить описаний в теоремi 7 алгоритм Гаусса зведення
матрицi до спецiального трапецiєподiбного вигляду.

Розглянемо детальнiше, що означає цей алгоритм для СЛР . Якщо всi
коефiцiєнти 07 8 основної матрицi СЛР (2.1) є нулями, то кожне з рiвнянь
системи має вигляд 0 = 17. Якщо серед вiльних членiв 17 є хоча б один
ненульовий, то СЛР є, очевидно, несумiсною. Якщо ж усi 17 дорiвнюють
нулю, то будь-який вектор F = (F1, F2, . . . , F<) буде розв’язком i СЛР є
невизначеною. Тому далi вважаємо, що серед коефiцiєнтiв основної ма-
трицi є ненульовi. Перейменувавши, за потреби, змiннi й переставивши
рiвняння, можна вважати, що саме 011 , 0.Подiлимо перше рiвняння на
011, а потiм для кожного 9 (9 = 2, 3, . . . ,;) вiд 9-го рiвняння вiднiмемо
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перше, помножене на 091. У результатi ми з усiх рiвнянь системи, крiм
першого, виключимо F1 i одержимо СЛР

F1 + 112F2 + . . . + 11<F< = 1′
1
,

122F2 + . . . + 12<F< = 1′
2
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

1;2F2 + . . . + 1;<F< = 1′; ,

(2.17)

яка рiвносильна (квазiрiвносильна, якщо змiннi перейменовувалися)
початковiй системi. Зауважимо, що основною матрицею цiєї системи є
матриця (2.7).

Останнi ; − 1 рiвнянь цiєї системи утворюють СЛР , яка мiстить уже
на одну невiдому менше – лише F2, F3, . . . , F<. Iз цих рiвнянь, використо-
вуючи аналогiчнi перетворення, можна виключити ще одну невiдому. I
так далi. На кожному кроцi методу Гаусса ми будемо виключати чергову
невiдому (у разi потреби перенумерувавши невiдомi). Тому на 9-му кроцi
iз системи виключається F9.

Як довго можна виключати невiдомi? Наступний крок не можна
виконати тiльки в двох випадках: або вже не залишилось рiвнянь, або в
рiвняннях, що залишились, усi коефiцiєнти при невiдомих дорiвнюють 0.
Якщо таке трапилося пiсля @ крокiв, то одержана система буде мати
вигляд

F1 + 312F2 + . . .+ 31@F@ + 31,@+1F@+1 + . . .+ 31<F< = 1′′
1
,

F2 + . . .+ 32@F@ + 32,@+1F@+1 + . . .+ 32<F< = 1′′
2
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

F@ + 3@,@+1F@+1 + . . .+ 3@<F< = 1′′@ ,
0 = 1′′

@+1
,

. . . . . . . .

0 = 1′′;,

(2.18)

а її основна матриця збiгатиметься з матрицею (2.9).
Перехiд вiд системи (2.1) до системи (2.18) називається прямим

ходом методу Гаусса.
Якщо @ < ;, то система (2.18) мiстить рiвняння вигляду 0 = 1′′B ,

B = @+ 1, . . . ,;. Якщо серед вiльних членiв 1′′
@+1

, . . . , 1′′; є хоча б один не-
нульовий, то система (2.18) (а тим самим i квазiрiвносильна їй початкова
СЛР) є несумiсною. Тому на цьому процес її розв’язання завершується.

Якщо ж @ = ; або всi коефiцiєнти 1′′
@+1

, . . . , 1′′; дорiвнюють 0, то пере-
творення системи можна продовжити далi, перейшовши до зворотного
ходу методу Гаусса. Виконуючи такi самi перетворення, як у зворотному
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ходi алгоритму Гаусса, систему (2.18) можна звести до такої:

F1 + 51,@+1F@+1 + . . . + 51<F< = ℎ1,

F2 + 52,@+1F@+1 + . . . + 52<F< = ℎ2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

F@ + 5@,@+1F@+1 + . . . + 5@<F< = ℎ@,

0 = 0,

. . . . . . .

0 = 0.

(2.19)

Основною матрицею цiєї СЛР буде матриця (2.10).

Далi розглянемо два випадки (рiвняння вигляду 0 = 0 можна вiдки-
нути):

I. @ = <. У цьому випадку система (2.19) має вигляд

F1 = ℎ1,

F2 = ℎ2,

. . . . . .

F< = ℎ<.

(2.20)

Очевидно, що ця СЛР є сумiсною, а її єдиним розв’язком буде набiр
(ℎ1, . . . , ℎ<). Тобто СЛР є визначеною.

II. @ < <. У цьому випадку систему (2.19) можна переписати як

F1 = ℎ1 − 51,@+1F@+1 − . . . − 51<F< ,

F2 = ℎ2 − 52,@+1F@+1 − . . . − 52<F< ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

F@ = ℎ@ − 5@,@+1F@+1 − . . . − 5@<F< .

(2.21)

Якщо СЛР зводиться до вигляду (2.21), то невiдомi F@+1, . . . , F< назива-
ються вiльними. Таким невiдомим можна надавати довiльних значень:
F@+1 = B1, . . . , F< = B<−@. Якщо значення вiльних невiдомих вибранi, то
головнi невiдомi вже визначаються однозначно:

F1 = ℎ1 − 51,@+1B1 − 51,@+2B2 − . . . − 51<B<−@ ,
F2 = ℎ2 − 52,@+1B1 − 52,@+2B2 − . . . − 52<B<−@ ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

F@ = ℎ@ − 5@,@+1B1 − 5@,@+1B2 − . . . − 5@<B<−@ .

(2.22)
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Таким чином, розв’язком буде кожен набiр вигляду

(ℎ1 − 51,@+1B1 − . . . − 51<B<−@, . . . , ℎ@ − 5@,@+1B1 − . . . − 5@<B<−@, B1, . . . , B<−@) ,
(2.23)

де замiсть параметрiв B1, . . . , B<−@ можна пiдставляти довiльнi значення.
Оскiльки у кожному розв’язковi невiдомi F@+1, . . . , F< повиннi набувати
якихось значень, то наборами вигляду (2.23) вичерпуються всi розв’язки
СЛР (2.19). Зокрема, у цьому випадку наша СЛР є невизначеною.

Пiдсумки наших мiркувань можна сформулювати у виглядi теореми 8.

Теорема 8 (теорема Гаусса). а) СЛР (2.1) буде сумiсною тодi й лише
тодi, коли пiсля прямого ходу методу Гаусса вона зводиться до вигляду
(2.18), причому 1′′

@+1
= . . . = 1′′; = 0.

б) Якщо СЛР (2.1) сумiсна, то зворотним ходом методу Гаусса її
можна звести до квазiрiвносильної їй СЛР вигляду (2.19). Якщо @ = <,
то СЛР буде визначеною, а якщо @ < < – то невизначеною. Розв’язками
СЛР (2.19) будуть усi набори вигляду (2.23) i тiльки вони.

При застосуваннi методу Гаусса на практицi, звичайно, замiсть еле-
ментарних перетворень рiвнянь системи виконують вiдповiднi перетво-
рення рядкiв її розширеної матрицi.

Розв’язок невизначеної СЛР , записаний у виглядi сукупностi рiвно-
стей (2.22) або набору (2.23) iз довiльними параметрами B1, . . . , B<−@,
часто називають загальним розв’язком СЛР . Зауважимо, що оскiльки
СЛР до вигляду (2.18) можна зводити по-рiзному, то вибiр вiльних невiдо-
мих, узагалi кажучи, є неоднозначним. Але кiлькiсть вiльних невiдомих,
як ми пiзнiше побачимо, вiд способу зведення вже не залежить.

Iз теореми Гаусса одразу випливає такий наслiдок.

Наслiдок 5. Над нескiнченним полем кожна невизначена СЛР має безлiч
розв’язкiв.

Доведення. Якщо СЛР невизначена, то її розв’язками є набори вигляду
(2.23), причому @ < <. Значенням параметра B1 може бути довiльний
елемент поля. Оскiльки поле нескiнченне, а рiзним значенням параметра
B1 вiдповiдають рiзнi розв’язки, то розв’язкiв буде нескiнченно багато. �

Iз цього наслiдку випливає, що над нескiнченним полем СЛР може
мати або один розв’язок, або нескiнченно багато розв’язкiв, або не мати
жодного розв’язку.
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Приклад 4. Дослiдимо на сумiснiсть i знайдемо загальний розв’язок
системи лiнiйних рiвнянь

7F1 − 5F2 − 2F3 = 8 ,

−3F1 + 2F2 + F3 = −3 ,
2F1 − F2 − F3 = 1 ,

− F2 + F3 = 3

iз дiйсними коефiцiєнтами.
Елементарними перетвореннями рядкiв зведемо розширену матрицю

нашої системи до спецiального трапецiєподiбного вигляду:

©«
7 −5 −2

−3 2 1

2 −1 −1
0 −1 1

8

−3
1

3

ª®®¬
 

©«
1 −1 0

0 −1 1

0 1 −1
0 −1 1

2

3

−3
3

ª®®¬
 

 

©«
1 −1 0

0 1 −1
0 0 0

0 0 0

2

−3
0

0

ª®®¬
 

©«
1 0 −1
0 1 −1
0 0 0

0 0 0

−1
−3
0

0

ª®®¬
(тут ми спочатку до першого рядка додали подвоєний другий; потiм
до другого та третього рядкiв додали перший, помножений на 3 i −2
вiдповiдно; далi до третього та четвертого додали другий, помножений
на 1 i −1 вiдповiдно; насамкiнець помножили другий рядок на −1 i
отриманий рядок додали до першого). Остання матриця вiдповiдає СЛР

F1 − F3 = −1 ,
F2 − F3 = −3 ,

яка за теоремою Гаусса є невизначеною. Невiдома F3 є вiльною, а загаль-
ний розв’язок нашої системи має вигляд (−1 + B,−3 + B, B), де параметр
B є довiльним дiйсним числом.

Iз теореми Гаусса випливає, що тип СЛР вже повнiстю визначається
пiсля прямого ходу методу Гаусса, тобто пiсля її зведення до вигляду
(2.18). Зокрема, маємо таке.

Наслiдок 6. Сумiсна СЛР буде визначеною тодi й лише тодi, коли пiсля
прямого ходу методу Гаусса її основна матриця має трикутний вигляд.

Звiдси, у свою чергу, одержимо ще один важливий наслiдок.
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Наслiдок 7 (теорема про невизначенiсть однорiдних СЛР). Якщо в одно-
рiднiй СЛР кiлькiсть невiдомих перевищує кiлькiсть рiвнянь, то ця СЛР
є невизначеною.

Доведення. Однорiдна СЛР завжди є сумiсною, оскiльки нульовий набiр
(0, 0, . . . , 0) є її розв’язком. Але, якщо невiдомих бiльше, нiж рiвнянь,
то до трикутного вигляду її звести не можна. Тому, за наслiдком 6, така
СЛР буде невизначеною. �

Твердження 9. У кожному полi, яке мiстить коефiцiєнти даної СЛР , її
тип буде одним i тим самим.

Доведення. Тип СЛР повнiстю визначається пiсля прямого ходу методу
Гаусса, тобто пiсля її зведення до вигляду (2.18). При цьому зведеннi ми
використовуємо лише арифметичнi операцiї над коефiцiєнтами системи
– додавання, вiднiмання, множення, дiлення, – якi не виводять за межi
найменшого поля, що мiстить цi коефiцiєнти. �

Зауважимо, що аналогiчне твердження для нелiнiйних систем (уже
навiть для рiвнянь другого степеня) є хибним: сумiснiсть чи несумiснiсть
рiвняння F2 = 2 (або F2 = −1) залежить вiд поля, над яким полем ми
його розглядаємо – Q, R чи C.

2.3. Оцiнювання ефективностi методу Гаусса

Бiльшiсть математичних моделей, якi використовують на практицi
(вiд локальних – розрахунок мiцностi конкретної деталi, до глобальних
– прогноз погоди на планетi), є наближеними. Тому часто доводиться
робити вибiр мiж точнiстю моделi, пов’язаною з кiлькiстю змiнних, i
необхiдним об’ємом обчислень. Друга важлива проблема, яка тут вини-
кає, пов’язана iз чутливiстю моделi до похибок: зазвичай як параметри
моделi, так i обчислення на комп’ютерах є наближеними.

Задача 1. Геометрична прогресiя

00 = 1, 01 =
1 −

√
5

2
, 02 =

(1 − √
5

2

)2
, . . .

задовольняє як рекурентне спiввiдношення 0<+1 = 0< · 1−
√
5

2
, так i рекурен-

тне спiввiдношення 0<+1 = 0< + 0<−1. Кожне iз цих спiввiдношень можна
використовувати для обчислення членiв даної прогресiї. Обчислiть на
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калькуляторi двома способами 50-й член прогресiї i порiвняйте отрима-
нi результати. Який iз способiв дає точнiший результат? Яка причина
розбiжностi результатiв?

СЛР , якi виникають на практицi, мiстять сотнi, а то й тисячi невiдо-
мих i рiвнянь, коефiцiєнти яких часто вiдомi лише з певною точнiстю.
Теоретично кожну таку СЛР можна розв’язати методом Гаусса. Але з
погляду практики виникає два важливi питання. По-перше, наскiльки
цей метод ефективний iз погляду об’єму обчислень? СЛР якого порядку
реально можуть бути розв’язанi за допомогою сучасних обчислюваль-
них засобiв? I по-друге, наскiльки метод Гаусса чутливий до похибок
початкових даних i результатiв обчислень i як можна контролювати цю
чутливiсть? Вiдповiдь на друге питання виходить далеко за межi нашого
курсу, а на перше вже зараз можна дати досить вичерпну вiдповiдь.

При застосуваннi методу Гаусса iнколи доводиться робити переста-
новку рiвнянь чи перенумерацiю невiдомих. Однак цi операцiї зводяться
до перестановок рядкiв i стовпцiв матрицi СЛР i виконуються дуже
швидко. Тому часом на виконання цих операцiй нехтуємо. Крiм того в
методi Гаусса кiлькiсть додавань-вiднiмань приблизно дорiвнює кiлькостi
множень-дiлень, а останнi у випадку багатоцифрових чисел вимагають
значно бiльших зусиль. Тому для оцiнювання ефективностi методу Гаусса
досить пiдрахувати лише кiлькiсть множень-дiлень.

Лема 3. У загальному випадку при розв’язуваннi визначеної квадра-
тної СЛР порядку < прямий хiд методу Гаусса вимагає не бiльше нiж
<(< + 1)(2< + 1)/6 операцiй множення-дiлення.

Доведення. На першому кроцi прямого ходу методу Гаусса потрiбно зро-
бити нулi пiд дiагоналлю у першому стовпцi розширеної матрицi. Для
цього перший рядок дiлимо на 011. Це вимагає < операцiй дiлення (кое-
фiцiєнт при F1 дорiвнюватиме 1, тому потрiбно обчислити коефiцiєнти
при рештi невiдомих i вiльний член). Далi в кожному з решти рядкiв
робимо 0 на першому мiсцi, вiднiмаючи для цього вiд кожного з ряд-
кiв вiдповiдне кратне першого рядка. Це вимагає (< − 1)< операцiй
множення. Таким чином, перший крок прямого ходу вимагає загалом
< + (< − 1)< = <2 операцiй множення-дiлення.

На другому кроцi прямого ходу ми фактично працюємо iз СЛР по-
рядку < − 1. Тому другий крок вимагатиме (< − 1)2 операцiй множення-
дiлення. Аналогiчно третiй крок вимагатиме (< − 2)2 операцiй i т. д.
У випадку визначеної СЛР прямий хiд методу Гаусса завершиться зве-
денням основної матрицi СЛР до трикутного вигляду з одиницями на
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головнiй дiагоналi. Тому загальна кiлькiсть операцiй множення-дiлення,
яку доведеться виконати, така:

<2 + (< − 1)2 + (< − 2)2 + . . . + 22 + 12 =
<(< + 1)(2< + 1)

6
. �

Лема 4. У загальному випадку при розв’язуваннi визначеної квадра-
тної СЛР порядку < зворотний хiд методу Гаусса вимагає не бiльше
нiж (<2 − <)/2 операцiй множення.

Доведення. У випадку визначеної квадратної СЛР прямий хiд методу Гаус-
са закiнчується зведенням основної матрицi СЛР до трикутного вигляду
з одиницями на головнiй дiагоналi. На першому кроцi зворотного ходу
робляться нулi над дiагоналлю в останньому стовпцi основної матрицi.
Для цього з кожного рядка, крiм останнього, вiднiмається вiдповiдне
кратне останнього рядка. Оскiльки у цих рядках потрiбно обчислювати
лише вiльнi члени, то це вимагає не бiльше нiж <−1 операцiй множення
(операцiй множення може бути менше, нiж < − 1, бо деякi елементи
останнього стовпця могли стати нульовими вже пiсля прямого ходу).
Зауважимо, що операцiї дiлення при цьому не виконуються.

На другому кроцi зворотного ходу робляться нулi над дiагоналлю в
передостанньому стовпцi основної матрицi. Мiркуючи аналогiчно попе-
редньому, бачимо, що це вимагає не бiльше нiж <−2 операцiй множення,
i т. д. Тому загальна кiлькiсть операцiй множення при зворотному ходi
методу Гаусса не бiльша, нiж

(< − 1) + (< − 2) + . . . + 2 + 1 =
<2 − <

2
. �

Таким чином, при розв’язуваннi СЛР порядку < метод Гаусса вимагає
не бiльше, нiж

<(< + 1)(2< + 1)
6

+

<2 − <

2
=

<3 + 3<2 − <

3

(тобто при великих < приблизно <3/3) операцiй множення-дiлення.
Довгий час вважалося, що швидших методiв розв’язування СЛР не
iснує. (Звичайно, для деяких класiв СЛР спецiального вигляду – на-
приклад, трикутних або стрiчкових – можуть iснувати i швидшi методи,
якi iстотно враховують специфiку таких СЛР.) Однак кiлька десяткiв
рокiв тому Штрассен придумав новий метод, в якому кiлькiсть опера-
цiй множення-дiлення обмежена згори числом �<log2 7, де � – деяка

49



константа. Для великих < цей метод потенцiйно є кращим за метод
Гаусса. Однак розв’язувати методом Штрассена СЛР не дуже великих
порядкiв непрактично, бо цей метод вимагає бiльшої кiлькостi опера-
цiй додавання-вiднiмання, а константа � є великою. До того ж метод
Штрассена має досить складну логiчну структуру.

Переваги методу Штрассена стають вiдчутними лише для дуже ве-
ликих <. Настiльки великих, що за сучасного стану обчислювальної
технiки розв’язування СЛР таких порядкiв навiть методом Штрассена
все одно вимагає нереального часу.

Є гiпотеза, що iснують методи розв’язування СЛР, кiлькiсть операцiй
множення-дiлення в яких обмежена згори числом �<2 log <. Однак кон-
станта � може виявитися настiльки великою, що практичного значення
цi методи все одно не матимуть.

2.4. Задачi

2.1. Розв’яжiть СЛР

F + G + H = 0,

F + εG + ε2H = 1,

F + ε2G + εH = 2,

де ε – первiсний корiнь степеня 3 з одиницi.

2.2.∗ Нехай �F = 1 – квадратна невироджена СЛР i нехай сума модулiв
елементiв кожного рядка матрицi �+�менша за 1. Для довiльного
стовпця -0 матрицi � рекурентно визначимо послiдовнiсть стов-
пцiв: -9+1 = (�+ �)-9 − 1. Доведiть, що ця послiдовнiсть збiгається
до розв’язку СЛР �F = 1.

2.3.∗ Доведiть, що довiльну квадратну матрицю iз цiлими коефiцiєнта-
ми можна звести до дiагонального вигляду за допомогою лише
цiлочислових перетворень.

3. Арифметичнi векторнi простори

3.1. Лiнiйна залежнiсть

З огляду на СЛР у нас з’являлися впорядкованi набори чисел, якi за-
лежно вiд контексту означали рiзнi речi: розв’язки СЛР, стовпцi вiльних
членiв, рядки (стовпцi) матрицi СЛР. При розв’язуваннi СЛР (точнiше,
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при зведеннi її матрицi до простiшого вигляду) ми такi набори покомпо-
нентно додавали i множили на числа. Виявляється, аналогiчнi операцiї
мають змiст i в багатьох iнших випадках. Наприклад, є справедливим
таке твердження.

Твердження 10. Покомпонентна сума двох розв’язкiв i довiльне кратне
розв’язку однорiдної СЛР знову будуть розв’язками цiєї СЛР .

Доведення. Нехай (01, 02, . . . , 0<) та (11, 12, . . . , 1<) – два довiльнi розв’язки
однорiдної СЛР

011F1 + 012F2 + . . . + 01<F< = 0 ,

021F1 + 022F2 + . . . + 02<F< = 0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0;1F1 + 0;2F2 + . . . + 0;<F< = 0 .

(3.1)

Це означає, що для кожного 7 (1 ≤ 7 ≤ ;) виконуються рiвностi

07101 + 07202 + . . . + 07<0< = 0, 07111 + 07212 + . . . + 07<1< = 0.

Але тодi для кожного 7 (1 ≤ 7 ≤ ;) та довiльного 9 будуть справедливi й
рiвностi

071(01 + 11) + 072(02 + 12) + . . . + 07<(0< + 1<) =
= 07101 + 07111 + 07202 + 07212 + . . . + 07<0< + 07<1< =

= (07101 + 07202 + . . . + 07<0<) + (07111 + 07212 + . . . + 07<1<) = 0 + 0 = 0

та

071(901) + 072(902) + . . . + 07<(90<) = 9(07101 + 07202 + . . . + 07<0<) = 0.

Отже, набори (01 + 11, 02 + 12, . . . , 0< + 1<) i (901, 902, . . . , 90<) також
будуть розв’язками системи (4.4). �

Вправа 7. Переконайтеся на прикладi системи

F1 + F2 = 1,

2F1 + 2F2 = 2,

що для неоднорiдних СЛР твердження 10 не виконується.

Стан, коли один i той же об’єкт (у цьому разi – впорядкованi набори
чисел iз покомпонентним додаванням i множенням на числа) зустрi-
чається пiд рiзними масками (рядки матриць, розв’язки однорiдних
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СЛР тощо), є типовим для математики, особливо для алгебри. У таких
випадках доречно зняти маски i вивчити об’єкт у “голому” виглядi. Зна-
йденими властивостями пiзнiше можна буде користуватися кожного
разу, коли ми знову зустрiнемо цей об’єкт пiд тiєю чи iншою маскою.

У випадку з упорядкованими наборами чисел такий пiдхiд приводить
до поняття арифметичного векторного простору.

Означення 5. Нехай % – деяке поле9. Арифметичним векторним про-
стором розмiрностi < над полем % називається множина

%< := {(01, 02, . . . , 0<) | 01, 02, . . . , 0< ∈ %}

(елементи якої будемо називати векторами) разом iз операцiями дода-
вання векторiв i множення векторiв на елементи поля %, визначеними
таким чином:

(01, 02, . . . , 0<) + (11, 12, . . . , 1<) := (01 + 11, 02 + 12, . . . , 0< + 1<) ,

α · (01, 02, . . . , 0<) := (α01, α02, . . . , α0<) .

Елементи поля % часто називають скалярами.

Теорема 9. Арифметичний векторний простiр має такi властивостi:

(1) додавання векторiв асоцiативне: для довiльних векторiв a, b, c
iз %< виконується рiвнiсть (a + b) + c = a + (b + c);

(2) додавання векторiв комутативне: для довiльних векторiв a, b iз
%< виконується рiвнiсть a + b = b + a;

(3) для додавання векторiв iснує нейтральний елемент: iснує такий
вектор 0, що для довiльного вектора a ∈ %< виконується рiвнiсть
a + 0 = a;

(4) для додавання векторiв iснують протилежнi елементи: для ко-
жного вектора a ∈ %< iснує такий вектор b ∈ %<, що a + b = 0;

(5) унiтарнiсть: для кожного вектора a ∈ %< виконується рiвнiсть
1a = a;

(6) для довiльних скалярiв α, β ∈ % та вектора a ∈ %< виконується
рiвнiсть (αβ)a = α(βa);

9 Поки що можна вважати, що % є одном iз полiв Q, R або C. Пiзнiше список полiв
значно розшириться.
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(7) дистрибутивнiсть вiдносно додавання скалярiв: для довiльних
скалярiв α, β ∈ % та вектора a ∈ %< виконується рiвнiсть
(α + β)a = αa + βa;

(8) дистрибутивнiсть вiдносно додавання векторiв: для довiльних
скаляра α ∈ % та векторiв a, b ∈ %< виконується рiвнiсть
α(a + b) = αa + αb.

Доведення. Усi властивостi легко перевiряються безпосередньо. Заува-
жимо тiльки, що нейтральним вектором для додавання є нульовий ве-
ктор 0 = (0, 0, . . . , 0), а протилежним до вектора a = (01, 02, . . . , 0<) є
вектор −a = (−01,−02, . . . ,−0<). �

Властивостi (1)-(8) iз теореми 9 називають аксiомами векторного
простору. Подiбний список властивостей буде з’являтись у нас ще багато
разiв i згодом ляже в основу бiльш загального поняття векторного
простору.

Можна домовитися записувати елементи арифметичного векторного
простору %< як вектори-рядки, а можна – як вектори-стовпцi. Рiзниця
мiж цими формами запису є чисто умовною, i вибирати одну з них
зручно залежно вiд ситуацiї (ми вже стикалися iз цим, коли говорили
про вектори-рядки i вектори-стовпцi матрицi).

Упорядкованi набори v1, v2, . . . , v; векторiв часто називають си-
стемами векторiв. Вiд множини векторiв це поняття вiдрiзняється як
наявнiстю порядку (який iнколи може бути дуже важливим), так i тим,
що серед векторiв системи можуть бути однаковi.

Означення 6. Лiнiйною комбiнацiєю векторiв v1, v2, . . . , v; з коефiцi-
єнтами 91, 92, . . . , 9; з поля % називається вектор

u = 91v1 + 92v2 + . . . + 9;v; .

Якщо вектор u є лiнiйною комбiнацiєю векторiв v1, v2, . . . , v;, то кажуть
також, що u лiнiйно виражається через цi вектори.

Означення 7. Множину всiх векторiв, що лiнiйно виражаються через
вектори v1, v2, . . . , v;, називають лiнiйною оболонкою , натягнутою
на систему v1, v2, . . . , v; (або породженою системою v1, v2, . . . , v;), i
позначають 〈v1, v2, . . . , v;〉 або L(v1, v2, . . . , v;).

53



Означення 8. Лiнiйна комбiнацiя

91v1 + 92v2 + . . . + 9<v;

називається нетривiальною, якщо серед коефiцiєнтiв 91, 92, . . . , 9;
є принаймнi один ненульовий. У противному разi лiнiйна комбiнацiя
називається тривiальною.

Означення 9. Система векторiв v1, v2, . . . , v; називається лiнiйно
залежною, якщо принаймнi одна нетривiальна лiнiйна комбiнацiя цих
векторiв дорiвнює нульовому вектору. У противному разi система ве-
кторiв називається лiнiйно незалежною.

Таким чином, лiнiйна незалежнiсть системи векторiв v1, v2, . . . , v;
означає, що рiвнiсть

91v1 + 92v2 + . . . + 9;v; = 0

можлива тодi й лише тодi, коли 91 = 92 = . . . = 9; = 0.

Приклад 5. 1. Система векторiв e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, 0, . . . , 0),
. . . , e<(0, . . . , 0, 1) є лiнiйно незалежною. Справдi, лiнiйна комбiнацiя

91e1 + 92e2 + . . . + 9<e< = (91, 92, . . . , 9<)

цих векторiв дорiвнює 0 лише тодi, коли 91 = 92 = . . . = 9< = 0.

2. Система векторiв u1 = (1, 0, . . . , 0), u2 = (1, 1, 0, . . . , 0), . . . ,
u< = (1, 1, . . . , 1) також є лiнiйно незалежною. Справдi, лiнiйна комбi-
нацiя цих векторiв iз коефiцiєнтами 91, 92, . . . , 9< має вигляд

91u1 + 92u2 + . . . + 9<n< =

= (91 + 92 + . . . + 9<, 92 + . . . + 9<, . . . , 9<−1 + 9<, 9<).

Очевидно, що вона дорiвнює 0 лише тодi, коли 91 = 92 = . . . = 9< = 0.

3. Система векторiв v1 = (1,−1, 0, . . . , 0), v2 = (0, 1,−1, 0, . . . , 0), . . . ,
v< = (−1, 0, . . . , 0, 1) є лiнiйно залежною, оскiльки

1 · e1 + 1 · e2 + . . . + 1 · e< = (0, 0, . . . , 0).

Зауваження. 1. Iз комутативностi додавання векторiв випливає, що
властивiсть системи векторiв бути лiнiйно (не)залежною не залежить
вiд конкретного впорядкування векторiв цiєї системи.
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2. Лiнiйна залежнiсть або незалежнiсть – це властивостi систем ве-
кторiв. Однак стало звичним застосовувати цi вирази i до самих векторiв:
замiсть говорити про “лiнiйно (не)залежну систему векторiв” часто гово-
рять про “лiнiйно (не)залежнi вектори” або навiть про множину “лiнiйно
(не)залежних векторiв”.

З означення 9 випливає, що порожня система векторiв є лiнiйно
незалежною. Це виглядає трохи парадоксально, але це повнiстю узго-
джується з подальшою теорiєю i є дуже зручним, бо позбавляє вiд непо-
трiбних обмежень i розгляду вироджених випадкiв. Тут повна аналогiя
з тим, що суму нульової кiлькостi доданкiв зручно вважати рiвною 0,
а добуток нульової кiлькостi множникiв – рiвним 1. Зокрема, звiдси
випливає, що нульовий вектор треба вважати лiнiйною комбiнацiєю
порожньої множини векторiв (навiть бiльше – вiн є єдиним вектором iз
такою властивiстю).

Вправа 8. Доведiть, що
а) система з одного вектора буде лiнiйно залежною тодi й лише тодi,

коли цей вектор нульовий;
б) система iз двох векторiв буде лiнiйно залежною тодi й лише тодi,

коли цi вектори пропорцiйнi.

Використовуючи дiї над векторами, можна дати iншу iнтерпретацiю
системам лiнiйних рiвнянь. Справдi, СЛР (2.1) можна записати у виглядi
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або, позначивши через
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ª®®®¬
вiдповiдно стовпцi основної матрицi i стовпець вiльних членiв цiєї си-
стеми, у виглядi

F1a1 + F2a2 + . . . + F<a< = b. (3.3)

Рiвнiсть (3.3) (або її розгорнутий варiант (3.2)) називається вектор-
ним способом запису СЛР (2.1).
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На векторнiй мовi зручно формулювати багато властивостей СЛР .
Наприклад, сумiснiсть СЛР (2.1) рiвносильна тому, що стовпець b вiль-
них членiв лiнiйно виражається через стовпцi a1, a2, . . . , a< основної
матрицi, а визначенiсть СЛР означає, що стовпець вiльних членiв можна
подати у виглядi лiнiйної комбiнацiї стовпцiв основної матрицi єдиним
способом.

Теорема 10. Властивостi лiнiйно (не)залежних систем векторiв:
а) надсистема лiнiйно залежної системи лiнiйно залежна;
б) пiдсистема лiнiйно незалежної системи лiнiйно незалежна;
в) (транзитивнiсть властивостi “лiнiйно виражатися”) якщо

вектори a1, . . . , a9 лiнiйно виражаються через вектори b1, . . . , b:, а
кожен з векторiв b1, . . . , b: у свою чергу лiнiйно виражається через
вектори c1 . . . , c;, то вектори a1, . . . , a9 лiнiйно виражатимуться
через вектори c1, . . . , c;;

г) якщо система векторiв a1, . . . , a9 лiнiйно незалежна, а система
a1, . . . , a9, u – лiнiйно залежна, то вектор u є лiнiйною комбiнацiєю
векторiв a1, . . . , a9, причому коефiцiєнти λ1, . . . , λ9 лiнiйної комбiнацiї
u = λ1a1 + . . . + λ9a9 визначенi однозначно.

Доведення. Твердження а) i б) випливають безпосередньо iз означення
лiнiйно (не)залежних систем векторiв.

в) Нехай

a7 =

:∑
8=1

β7 8b8, 1 ≤ 7 ≤ 9, b8 =

;∑
B=1

γ8BcB, 1 ≤ 8 ≤ :.

Тодi

a7 =

:∑
8=1

β7 8

;∑
B=1

γ8BcB =

;∑
B=1

(
:∑
8=1

β7 8γ8B

)
cB.

г) Iз лiнiйної залежностi системи векторiв a1, . . . , a9, u випливає,
що знайдуться такi скаляри α1, . . . , α9, α, якi не всi дорiвнюють нулю i
задовольняють рiвнiсть

α1a1 + . . . + α9a9 + αu = 0.

Зауважимо, що α , 0, бо iнакше остання рiвнiсть означала б, що не-
тривiальна лiнiйна комбiнацiя векторiв a1, . . . , a9 дорiвнює нульовому
вектору. А це суперечить лiнiйнiй незалежностi цих векторiв. Тому

u = −α1
α
a1 − . . . − α9

α
a9. (3.4)
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Припустимо тепер, що ми маємо два зображення вектора u у виглядi
лiнiйної комбiнацiї векторiв a1, . . . , a9:

u = λ1a1 + . . . + λ9a9 i u = λ′1a1 + . . . + λ′9a9.

Вiднiмаючи вiд першої рiвностi другу, одержуємо a1, . . . , a9:

0 = (λ1 − λ′1)a1 + . . . + (λ9 − λ′9)a9.
Оскiльки вектори a1, . . . , a9 лiнiйно незалежнi, то

λ1 − λ′1 = . . . = λ9 − λ′9 = 0.

Отже, λ1 = λ
′
1
, . . . , λ9 = λ

′
9
, що й доводить єдинiсть зображення (3.4).

�

Iз пункту a) цiєї теореми i вправи 8 одразу випливає, що кожна
система, яка мiстить нульовий вектор або два пропорцiйнi вектори, є
лiнiйно залежною.

Теорема 11 (критерiй лiнiйної залежностi). Система векторiв a1, . . . ,
a9 (9 > 1) буде лiнiйно залежною тодi й лише тодi, коли хоча б один iз
векторiв цiєї системи лiнiйно виражається через iншi вектори системи.

Ми доведемо навiть трохи сильнiше твердження:

Теорема 12. Система векторiв a1, . . . , a9 (9 > 1) буде лiнiйно залежною
тодi й лише тодi, коли хоча б один iз векторiв цiєї системи лiнiйно
виражається через попереднi вектори.

Доведення. Достатнiсть. Нехай вектор a7 лiнiйно виражається через
попереднi вектори: a7 = λ1a1 + . . . + λ9a7−1. Тодi маємо нетривiальну
лiнiйну комбiнацiю векторiв a1, . . . , a9, яка дорiвнює нулю:

λ1a1 + . . . + λ7−1a7−1 + (−1) · a7 + 0 · a7+1 + . . . + 0 · a9 = 0.

Отже, вектори a1, . . . , a9 є лiнiйно залежними.

Необхiднiсть. Нехай вектори a1, . . . , a9 лiнiйно залежнi i

λ1a1 + . . . + λ7−1a7−1 + λ7a7 + λ7+1a7+1 + . . . + λ9a9 = 0

– вiдповiдна нетривiальна лiнiйна комбiнацiя, яка дорiвнює нулю. Нехай
λ7 – останнiй ненульовий коефiцiєнт у цiй рiвностi. Тодi

λ1a1 + . . . + λ7−1a7−1 + λ7a7 = 0,

звiдки

a7 = −λ1
λ7

a1 − . . . − λ7−1
λ7

a7−1. �
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Теорема 13 (теорема про лiнiйну залежнiсть). Якщо кожний вектор
системи a1, a2, . . . , a9 лiнiйно виражається через вектори b1, b2, . . . , b:
i 9 > :, то система векторiв a1, a2 . . . , a9 є лiнiйно залежною.

Доведення. Нехай

a1 = λ11b1 + λ21b2 + . . . + λ:1b:,

a2 = λ12b1 + λ22b2 + . . . + λ:2b:,

. . . . . . . . . . . . .

a9 = λ19b1 + λ29b2 + . . . + λ:9b:.

Нам потрiбно довести iснування нетривiальної лiнiйної комбiнацiї ве-
кторiв a1, a2, . . . , a9, яка дорiвнює нулю. Запишемо її з невизначеними
коефiцiєнтами:

F1a1 + F2a2 + . . . + F9a9 = 0, (3.5)

i пiдставимо у (3.5) зображення векторiв a7 через вектори b8. Одержимо

F1a1 + F2a2 + . . . + F9a9 = F1(λ11b1 + λ21b2 + . . . + λ:1b:)+
+F2(λ12b1 + λ22b2 + . . . + λ:2b:) + . . . + F9(λ19b1 + λ29b2 + . . . + λ:9b:) =

= (F1λ11 + F2λ12 + . . . + F9λ19)b1+
+(F1λ21 + F2λ22 + . . . + F9λ29)b2+

. . . . . . . . . . . . .

+(F1λ:1 + F2λ:2 + . . . + F9λ:9)b:.

Рiвнiсть (3.5) очевидно справджується, коли всi коефiцiєнти при b1, b2,
. . . , b: дорiвнюють нулю, тобто коли

F1λ11 + F2λ12 + . . . + F9λ19 = 0 ,

F1λ21 + F2λ22 + . . . + F9λ29 = 0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

F1λ:1 + F2λ:1 + . . . + F9λ:9 = 0 .

(3.6)

Система (3.6) є однорiдною СЛР, в якiй кiлькiсть рiвнянь : менша за
кiлькiсть невiдомих 9. За теоремою про невизначенiсть однорiдних СЛР
(наслiдок 7) ця система є невизначеною, отже, має ненульовий розв’язок
(α1, α2, . . . , α9). Тому

α1a1 + α2a2 + . . . + α9a9 = 0,

де не всi α1, α2, . . . , α9 дорiвнюють нулю. Отже, вектори a1, a2, . . . , a9 є
лiнiйно залежними. �
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З теореми про лiнiйну залежнiсть одразу випливає такий наслiдок.

Наслiдок 8. Якщо кожний вектор системи a1, . . . , a9 лiнiйно виража-
ється через вектори b1, . . . , b: i система a1, . . . , a9 лiнiйно незалежна,
то 9 ≤ :.

Наслiдок 9. В арифметичному векторному просторi %< будь-якi < + 1

векторiв є лiнiйно залежними.

Доведення випливає з теореми 13 i того, що у просторi %< кожний вектор
лiнiйно виражається через вектори e1 = (1, 0, . . . , 0), e2 = (0, 1, . . . , 0),
. . . , e< = (0, . . . , 0, 1). �

3.2. Ранг системи векторiв

За наслiдком 9 будь-якi <+1 векторiв арифметичного векторного про-
стору %< є лiнiйно залежними, а тому кожна лiнiйно незалежна система
iз %< мiстить не бiльше нiж < векторiв. Звiдси випливає, що для кожної –
скiнченної чи нескiнченної – системи v1, . . . , v9, . . . векторiв з %< серед її
лiнiйно незалежних пiдсистем є максимальнi, тобто такi, якi не мiстяться
в жоднiй бiльшiй лiнiйно незалежнiй пiдсистемi. Максимальнi лiнiйно
незалежнi пiдсистеми коротко будемо називати МЛНЗ-пiдсистемами.

Твердження 11. Довiльний вектор системи векторiв лiнiйно виражає-
ться через вектори її МЛНЗ-пiдсистеми.

Доведення. Випливає з означення МЛНЗ-пiдсистеми та теореми 10.г).
�

Наслiдок 10. Кожна МЛНЗ-пiдсистема системи векторiв u1, . . . , u9
буде також МЛНЗ-пiдсистемою її лiнiйної оболонки L(u1, . . . , u9).

Доведення. Нехай w1, . . . , w; – МЛНЗ-пiдсистема системи векторiв u1,

. . . , u9, * = L(u1, . . . , u9). За твердженням 11 кожен вектор системи
u1, . . . , u9 лiнiйно виражається через вектори системи w1, . . . , w;, а
за означенням лiнiйної оболонки кожен вектор u ∈ * лiнiйно виража-
ється через вектори системи u1, . . . , u9. Тому за теоремою 10.в) про
транзитивнiсть властивостi “лiнiйно виражатись” кожен вектор u ∈ *
буде лiнiйно виражатись через вектори системи w1, . . . , w;. Але тодi
для кожного u ∈ * система w1, . . . , w;, u буде лiнiйно залежною. Отже,
w1, . . . , w; є МЛНЗ-пiдсистемою лiнiйної оболонки *. �
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Системи векторiв u1, . . . , u9 та v1, . . . , v: називаються еквiвалентни-
ми, якщо збiгаються натягнутi на цi системи лiнiйнi оболонки, тобто
якщо L(u1, . . . , u9) = L(v1, . . . , v:).

Теорема 14 (про МЛНЗ-пiдсистеми еквiвалентних систем). Будь-якi
МЛНЗ-пiдсистеми еквiвалентних систем векторiв складаються з одна-
кової кiлькостi векторiв.

Доведення. Нехай u1, . . . , u9 та v1, . . . , v: – еквiвалентнi системи ве-
кторiв, а * – їх спiльна лiнiйна оболонка. Не обмежуючи загальностi,
можна вважати, що їх МЛНЗ-пiдсистемами будуть вiдповiдно u1, . . . ,

u@ (@ ≤ 9) та v1, . . . , vA (A ≤ :). За наслiдком 10 вони одночасно бу-
дуть i МЛНЗ-пiдсистемами лiнiйної оболонки *. Оскiльки v1, . . . , vA –
МЛНЗ-пiдсистема *, то за твердженням 11 кожен вектор системи u1,

. . . , u@ буде лiнiйно виражатись через вектори v1, . . . , vA. Iз лiнiйної
незалежностi векторiв u1, . . . , u@ i наслiдку 8 теореми 13 випливає, що
@ ≤ A.

Нерiвнiсть A ≤ @ доводиться аналогiчно. Тому @ = A. �

Iз цiєї теореми одразу маємо.

Наслiдок 11. Будь-якi двi максимальнi лiнiйно незалежнi пiдсистеми
даної системи векторiв складаються з однакової кiлькостi векторiв.

Кiлькiсть векторiв у МЛНЗ-пiдсистемi даної системи векторiв ( на-
зивається рангом цiєї системи векторiв i позначається rank(() або @(().
Якщо система ( є скiнченною i складається з векторiв u1, . . . , u9, то
використовують також позначення rank(u1, . . . , u9) або @(u1, . . . , u9).

Безпосередньо з означення рангу системи векторiв випливають такi
його властивостi.

Твердження 12. а) Система векторiв лiнiйно незалежна тодi й лише
тодi, коли її ранг дорiвнює кiлькостi векторiв у нiй.

б) @(a1, . . . , a9) ≤ @(a1, . . . , a9, a9+1, . . . , a9+;).
в) Якщо до системи векторiв долучити лiнiйну комбiнацiю векторiв

iз цiєї системи, то ранг системи не змiниться.
г) Якщо @(a1, . . . , a9, b) = @(a1, . . . , a9), то b є лiнiйною комбiнацiєю

векторiв a1, . . . , a9.

Твердження 13. Якщо кожен iз векторiв v1, . . . , v< лiнiйно виражається
через вектори w1 . . . , w;, то @(v1, . . . , v<) ≤ @(w1, . . . ,w;).
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Доведення. Нехай v71 , . . . , v7> – максимальна лiнiйно незалежна пiдси-
стема системи векторiв v1, . . . , v<, а w81 , . . . , w8? – аналогiчна пiдсистема
системи w1, . . . , w<. Тодi @(v1, . . . , v<) = >, @(w1, . . . ,w;) = ?. За твердже-
нням 11 кожен вектор системи w1, . . . , w< лiнiйно виражається через
вектори w81 , . . . , w8? , а за умовою кожен вектор системи v71 , . . . , v7>
лiнiйно виражається через вектори w1, . . . , w<. Тому, за транзитивнi-
стю властивостi “лiнiйно виражатись” (теорема 10.в), кожен вектор v71 ,
. . . , v7> лiнiйно виражається через вектори w81 , . . . , w8? . Iз наслiдку 8
теореми 13 про лiнiйну залежнiсть тепер маємо, що > ≤ ?. �

Iз теореми 14 про МЛНЗ-пiдсистеми еквiвалентних систем та наслiд-
ку 11 випливає таке твердження.

Твердження 14. Еквiвалентнi системи векторiв мають однаковi ранги.

За аналогiєю з елементарними перетвореннями рiвнянь СЛР чи ряд-
кiв i стовпцiв матрицi визначимо елементарнi перетворення системи
векторiв. Такими перетвореннями є:

1) перестановка двох векторiв системи;
2) множення одного з векторiв системи на число λ , 0;
3) додавання до одного з векторiв системи iншого її вектора, помно-

женого на деяке число λ.

Твердження 15. Ранг системи векторiв не змiнюється при елементар-
них перетвореннях векторiв цiєї системи.

Доведення. Нехай система векторiв (1 одержана елементарним перетво-
ренням системи (. Оскiльки кожен вектор iз (1 лiнiйно виражається
через вектори з (, то за твердженням 13 @((1) ≤ @((). З iншого боку, (
можна одержати з (1 оберненим елементарним перетворенням. Тому
@(() ≤ @((1). Отже, @((1) ≤ @((). �

Якщо для векторiв a1, a2, . . . , a9 можна пiдiбрати такi скаляри λ1,
λ2, . . . , λ9, що виконується рiвнiсть

λ1a1 + λ2a2 + . . . + λ9a9 = 0, (3.7)

то ми будемо казати, що для векторiв a1, a2, . . . , a9 виконується лiнiйне
спiввiдношення 3.7 (або що вектори a1, a2, . . . , a9 задовольняють лiнiйне
спiввiдношення 3.7).

Лема 5. При елементарних перетвореннях рядкiв матрицi зберiгаються
всi лiнiйнi спiввiдношення мiж стовпцями матрицi.
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Доведення. Нехай для стовпцiв a1, a2, . . . , a9 матрицi � виконується
лiнiйне спiввiдношення

λ1a1 + λ2a2 + . . . + λ9a9 = 0.

Це означає, що набiр (λ1, λ2, . . . , λ9) є розв’язком записаної у векторнiй
формi СЛР

F1a1 + F2a2 + . . . + F9a9 = 0. (3.8)

При елементарному перетвореннi рядкiв матрицi стовпцi a1, a2, . . . , a9
перейдуть у стовпцi a′

1
, a′

2
, . . . , a′

9
, а СЛР 3.8 – у СЛР

F1a
′
1 + F2a

′
2 + . . . + F9a

′
9 = 0. (3.9)

Однак нова СЛР є рiвносильною попереднiй, а тому набiр (λ1, λ2, . . . , λ9)
залишається її розв’язком. Отже, стовпцi a′

1
, a′

2
, . . . , a′

9
задовольняють

лiнiйне спiввiдношення

λ1a1 + λ2a2 + . . . + λ9a9 = 0

iз тими самими коефiцiєнтами λ1, λ2, . . . , λ9. �

Лема 5 лежить в основi методу, який не тiльки дозволяє знайти
максимальну лiнiйно незалежну пiдсистему даної системи векторiв, а
й виразити через цю МЛНЗ-пiдсистему решту векторiв системи. Нехай
a1, . . . , a< деяка система векторiв простору %;. Розглянемо матрицю �,
стовпцями якої є вектори a1, . . . , a<. Елементарними перетвореннями
рядкiв (i, можливо, перестановками стовпцiв, що впливають лише на
порядок векторiв системи) цю матрицю можна звести до вигляду

©«

1 . . . 0 γ1,9+1 . . . γ1<
. . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 γ9,9+1 . . . γ9<
0 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 . . . 0

ª®®®®®®®®¬
. (3.10)

Далi для зручностi будемо вважати, що перестановки стовпцiв не вико-
нувалися. Позначимо стовпцi матрицi (3.10) b1, . . . , b<. Очевидно, що
першi 9 стовпцiв матрицi � є лiнiйно незалежними. Крiм того, iз вигляду
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матрицi � безпосередньо видно, що кожен iз наступних стовпцiв лiнiйно
виражається через першi 9 стовпцiв:

b9+1 = γ1,9+1b1 + . . . + γ9,9+1b9 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . .

b< = γ1<b1 + . . . + γ9<b9 .
(3.11)

Тому долучення до b1, . . . , b9 будь-якого нового стовпця робить систему
векторiв лiнiйно залежною. Це означає, що вектори b1, . . . , b9 утво-
рюють МЛНЗ-пiдсистему.

За лемою 5 при елементарних перетвореннях рядкiв усi лiнiйнi спiв-
вiдношення мiж стовпцями зберiгаються. Тому висновки, якi ми зробили
про стовпцi матрицi (3.10), будуть правильними i для стовпцiв поча-
ткової матрицi �, тобто для векторiв a1, . . . , a<: вектори a1, . . . , a9
утворюють МЛНЗ-пiдсистему, а кожен iз решти векторiв виражається
через цi вектори так:

a9+1 = γ1,9+1a1 + . . . + γ9,9+1a9 ,
. . . . . . . . . . . . . . . . .

a< = γ1<a1 + . . . + γ9<a9 .

Приклад 6. Для системи векторiв a1 = (1, 0, 3, 3), a2 = (−2,−3,−5,−4),
a3 = (2, 2, 5, 4), a4 = (0,−1, 0, 0), a5 = (1,−4, 4, 5) знайти МЛНЗ-пiдсис-
тему i виразити через цю МЛНЗ-пiдсистему iншi вектори системи.

Виписуємо матрицю, стовпцями якої є вектори a1, a2, a3, a4, a5, i
зводимо її елементарними перетвореннями рядкiв до вигляду (3.10):

©«
1 −2 2 0 1

0 −3 2 −1 −4
3 −5 5 0 4

3 −4 4 0 5

ª®®¬
 

©«
1 −2 2 0 1

0 −3 2 −1 −4
0 1 −1 0 1

0 2 −2 0 2

ª®®¬
 

 

©«
1 −2 2 0 1

0 1 −1 0 1

0 0 −1 −1 −1
0 0 0 0 0

ª®®¬
 

©«
1 0 0 0 3

0 1 0 1 2

0 0 1 1 1

0 0 0 0 0

ª®®¬
.

Таким чином, вектори a1, a2 i a3 утворюють МЛНЗ-пiдсистему i

a4 = a2 + a3, a5 = 3a1 + 2a2 + a3.

Зауважимо, що два останнi спiввiдношення легко перевiрити безпосе-
редньо.
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3.3. Ранг матрицi

Iз кожною матрицею

� =
©«
011 012 013 . . . 01<
021 022 023 . . . 02<
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0;1 0;2 0;3 . . . 0;<

ª®®¬
, (3.12)

пов’язуються двi системи векторiв: система

a1 =

©«

011
021
.
.
.

0;1

ª®®®¬
, a2 =

©«

012
022
.
.
.

0;2

ª®®®¬
, . . . , a< =

©«

01<
02<
.
.
.

0;<

ª®®®¬
(3.13)

її стовпцiв i система

b1 = (011, 012, . . . , 01<), . . . , b; = (0;1, 0;2, . . . , 0;<) (3.14)

її рядкiв. Ранг системи вектор-стовпцiв називається стовпцевим рангом
матрицi � i позначається @ст(�), а ранг системи вектор-рядкiв називає-
ться рядковим рангом матрицi � i позначається @ряд(�).
Лема 6. Обидва ранги матрицi не змiнюються при елементарних пере-
твореннях рядкiв цiєї матрицi.

Доведення. Те, що не змiнюється рядковий ранг, випливає iз тверджен-
ня 15, а те, що не змiнюється стовпцевий ранг, одержуємо з леми 5. �

Транспонованою до матрицi (3.12) називається матриця

�⊤ =
©«
011 021 031 . . . 0;1

012 022 032 . . . 0;2

. . . . . . . . . . . . . . . . .

01< 02< 03< . . . 0<;

ª®®¬
. (3.15)

Таким чином, при транспонуваннi матрицi � її рядки стають стовпцями
транспонованої матрицi �⊤, а стовпцi � – рядками матрицi �⊤. Зокрема,

@ряд(�⊤) = @ст(�), @ст(�⊤) = @ряд(�). (3.16)

За лемою 6 при елементарних перетвореннях рядкiв матрицi �⊤

обидва її ранги не змiнюються. Але елементарнi перетворення рядкiв
матрицi �⊤ – це фактично елементарнi перетворення стовпцiв матрицi
�. Тому з леми 6 одразу випливає наслiдок.
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Наслiдок 12. Обидва ранги матрицi не змiнюються при елементарних
перетвореннях стовпцiв цiєї матрицi.

Теорема 15 (про ранг матрицi). Рядковий @ряд(�) i стовпцевий @ст(�)
ранги матрицi � збiгаються.

Доведення. Нехай � – це матриця (3.12). Ми вже доводили, що елемен-
тарними перетвореннями рядкiв (i, можливо, перестановками стовпцiв)
матрицю � можна звести до вигляду

©«

1 . . . 0 γ1,9+1 . . . γ1<
. . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 γ9,9+1 . . . γ9<
0 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 . . . 0

ª®®®®®®®®¬
. (3.17)

Далi ми можемо зробити нулi в першому рядку, вiднiмаючи вiд стовпцiв
iз номерами вiд 9 + 1 до < вiдповiднi кратнi першого стовпця. Потiм,
аналогiчно, нулi у другому рядку i т. д. Зрештою отримаємо матрицю

� =

©«

1 . . . 0 0 . . . 0
. . . . . . . .

0 . . . 1 0 . . . 0

0 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 . . . 0

ª®®®®®®®®¬
, (3.18)

в якої на дiагоналi стоїть 9 одиниць, а решта елементiв – нулi. Оскiль-
ки першi 9 рядкiв матрицi � лiнiйно незалежнi, а решта рядкiв – ну-
льовi, то першi 9 рядкiв матрицi � утворюють МЛНЗ-пiдсистему си-
стеми векторiв-рядкiв матрицi �. Аналогiчно першi 9 стовпцiв утво-
рюють МЛНЗ-пiдсистему системи векторiв-стовпцiв матрицi �. Тому
@ряд(�) = @ст(�) = 9.

Але ми перейшли вiд � до � за допомогою елементарних перетво-
рень рядкiв i стовпцiв, якi не змiнюють жодного з рангiв матрицi. Тому
@ряд(�) = @ст(�) = 9. �

Означення 10. Спiльне значення рядкового та стовпцевого рангiв ма-
трицi � називається рангомматрицi � i позначається @(�) (або rank(�)).
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Квадратна матриця порядку < називається виродженою (або осо-
бливою), якщо її ранг менший за <. У противному разi така матриця
називається невиродженою (неособливою).

Зауваження. Iз доведення теореми про ранг матрицi випливає метод
обчислення рангу матрицi. Для цього початкову матрицю � елементар-
ними перетвореннями рядкiв i стовпцiв (порядок виконання перетво-
рень подiбний до того, який в алгоритмi Гаусса) зводимо до вигляду
(3.18). Кiлькiсть отриманих одиниць на дiагоналi i буде дорiвнювати
ранговi матрицi.

Приклад 7. Обчислимо ранг матрицi

� =

(
2 −1 5 7

4 −2 7 5

2 −1 1 −5

)
.

Виконуючи елементарнi перетворення рядкiв, робимо нулi пiд дiаго-
наллю:(

2 −1 5 7

4 −2 7 5

2 −1 1 −5

)
 

(
2 −1 1 −5
0 0 5 15

0 0 4 12

)
 

(
2 −1 1 −5
0 0 1 3

0 0 0 0

)
.

На цьому обчислення можна закiнчити – зводити далi матрицю до ви-
гляду (3.18) не потрiбно. Справдi, в останнiй матрицi першi два рядки
лiнiйно незалежнi, а третiй – нульовий. Тому її рядковий ранг дорiвнює 2.
Але тодi i rank(�)=2.

3.4. Пiдпростiр, база i розмiрнiсть

Означення 11. Пiдпростором простору %< будемо називати довiль-
ну непорожню пiдмножину + ⊆ %<, яка замкнена вiдносно додавання
векторiв i множення векторiв на скаляри, тобто пiдмножину +, яка
задовольняє такi двi умови:

1) для довiльних a, b ∈ + виконується a + b ∈ +;
2) для довiльних a ∈ + та α ∈ % виконується α · a ∈ +.

З означення одразу випливає, що весь простiр %< i пiдмножина, яка
складається лише з нульового вектора, будуть пiдпросторами. Цi два
пiдпростори називаються тривiальними. Набагато ширший набiр пiд-
просторiв дає наступна теорема, яка випливає з твердження 10:
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Теорема 16. Множина розв’язкiв однорiдної СЛР iз коефiцiєнтами з поля
% утворює пiдпростiр простору %<, де < – кiлькiсть невiдомих.

Ще одна серiя прикладiв пiдпросторiв пов’язана з поняттям лiнiйної
оболонки. Означення 7 лiнiйної оболонки узагальнюється на довiльнi
пiдмножини простору %<. А саме, лiнiйною оболонкою L(() (або 〈(〉)
множини ( ⊆ %< називається множина усiх лiнiйних комбiнацiй усiх
скiнченних наборiв векторiв iз (.

Твердження 16. Для кожної непорожньої пiдмножини ( ⊆ %< її лiнiйна
оболонка L(() є пiдпростором простору %<.

Доведення. Нехай u i v – два довiльнi вектори з L((). Можна вважати,
що вони є лiнiйними комбiнацiями однiєї й тiєї ж скiнченної пiдсистеми
з ( (завжди до лiнiйної комбiнацiї можна дописати потрiбнi доданки з
нульовими коефiцiєнтами):

u = 01w1 + 02w2 + . . . + 09w9, v = 11w1 + 12w2 + . . . + 19w9 .

Тодi
2u = (201)w1 + (202)w2 + . . . + (209)w9 ∈ L(()

i
u + v = (01 + 11)w1 + (02 + 12)w2 + . . . + (09 + 19)w9 ∈ L(() .

Отже, множина L(() замкнена вiдносно додавання i множення на ска-
ляри, а тому є пiдпростором. �

Означення 12. Якщо ( – така система векторiв пiдпростору + ⊆ %<,
що L(() = +, то ( називається системою твiрних пiдпростору +.

Означення 13. Лiнiйно незалежна система твiрних векторного пiдпро-
стору називається його базою (або базисом).

Зауважимо, що база є саме системою твiрних, а не множиною. Далi
ми побачимо, що в багатьох випадках порядок векторiв бази є iсто-
тним. Зручно також вважати, що базою нульового пiдпростору є пуста
множина.

Вправа 9. Доведiть, що кожна iз систем векторiв

а)
(
1

0

)
,

(
0

1

)
; б)

(
1

0

)
,

(
1

1

)
; в)

(
1

1

)
,

(
1

−1

)

є базою простору R
2.
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Оскiльки кожна надмножина системи твiрних також буде системою
твiрних, то iз вправи 9 випливає, що система твiрних (i навiть база)
векторного пiдпростору визначенi, взагалi кажучи, неоднозначно.

Теорема 17. а) Кожен вектор пiдпростору + ⊆ %< лiнiйно виражається
через вектори бази пiдпростору +, причому тiльки одним способом.

б) Кожна максимальна лiнiйно незалежна система векторiв пiдпро-
стору + ⊆ %< є його базою. Навпаки, кожна база пiдпростору + є його
максимальною лiнiйно незалежною пiдсистемою.

в) Будь-якi двi бази пiдпростору + ⊆ %< складаються з однакової
кiлькостi векторiв.

Доведення. а) Це випливає з теореми 10.г. Справдi, база a1, . . . , a9 є
лiнiйно незалежною системою векторiв. Враховуючи, що кожен вектор
v ∈ + лiнiйно виражається через вектори бази, то система векторiв a1,
. . . , a9, v є лiнiйно залежною. Тому вектор v лiнiйно виражається через
вектори a1, . . . , a9, причому тiльки одним способом.

б) Нехай v1, . . . , v< – максимальна лiнiйно незалежна система ве-
кторiв пiдпростору +, а u – довiльний вектор iз +. Оскiльки система v1,
. . . , v<, u – лiнiйно залежна, то за теоремою 10.г вектор u має лiнiйно
виражатися через вектори v1, . . . , v<. Iз довiльностi вектора u випливає,
що v1, . . . , v< є системою твiрних простору +, отже, є базою.

Нехай тепер v1, . . . , v< – база простору +. За означенням бази вона
лiнiйно незалежна. З iншого боку, кожен вектор u ∈ + лiнiйно вира-
жається через вектори v1, . . . , v<, а тому система v1, . . . , v<, u – лiнiйно
залежна. Отже, система v1, . . . , v< є максимальною лiнiйно незалежною.

в) Це випливає з пункту а) та наслiдку 11. �

Iз теореми 17 та наслiдку 9 iз теореми 13 про лiнiйну залежнiсть
маємо такий наслiдок.

Наслiдок 13. Будь-яку лiнiйно незалежну систему векторiв пiдпростору
+ ⊆ %< можна доповнити до бази пiдпростору +.

Означення 14. Кiлькiсть векторiв у базi пiдпростору + ⊆ %< назива-
ється розмiрнiстю пiдпростору + i позначається dim+. Пiдпростiр
розмiрностi 9 називають також 9-вимiрним.

Iз теореми 17 та наслiдку 10 випливає таке.

Наслiдок 14. Ранг системи векторiв збiгається з розмiрнiстю лiнiйної
оболонки цiєї системи: rank(a1, a2, . . . , a9) = dimL(a1, a2, . . . , a9).
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Теорема 18 (про бази арифметичного векторного простору).
а) Бази в арифметичному векторному просторi %< iснують.
б) Кожна база простору %< мiстить < векторiв.
в) Кожна система з < лiнiйно незалежних векторiв є базою просто-

ру %<.
г) Кожна система твiрних простору %< мiстить пiдсистему, яка є

базою %<.

д) Кожну лiнiйно незалежну пiдсистему простору %< можна допов-
нити до бази простору %<.

Доведення. a) Як показано в прикладi 5.1, система векторiв e1 = (1, 0, . . . , 0),
e2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , e< = (0, . . . , 0, 1) є лiнiйно незалежною. З iншо-
го боку, довiльний вектор b = (β1, β2, . . . , β<) ∈ %< лiнiйно виражається
через e1, e2, . . . , e<:

b = β1e1 + β2e2 + . . . + β<e<.

Тому вектори e1, e2, . . . , e< утворюють базу простору %<.
б) Це випливає з пункту a) i теореми 17.б.
в) За наслiдком 9 з теореми 13 про лiнiйну залежнiсть будь-якi < + 1

векторiв у просторi %< є лiнiйно залежними. Тому < лiнiйно незалежних
векторiв утворюють МЛНЗ-пiдсистему i, за теоремою 17.а, є базою.

г) Нехай ( – система твiрних простору %<, а b1, . . . , вектори b9 – її
МЛНЗ-пiдсистема. За твердженням 11 довiльний вектор iз ( лiнiйно
виражається через вектори b1, . . . , b9, а за означенням системи твiрних
довiльний вектор iз %< лiнiйно виражається через вектори iз (. За теоре-
мою 10.в про транзитивнiсть властивостi “лiнiйно виражатися” кожен
вектор iз %< буде лiнiйно виражатися через вектори b1, . . . , b9. Отже,
вектори b1, . . . , b9 утворюють лiнiйно незалежну систему твiрних, тобто
базу.

д) Нехай вектори c1, . . . , c: – лiнiйно незалежнi. Якщо цi вектори
не утворюють базу, то знайдеться вектор c:+1 ∈ %<, який через них
лiнiйно не виражається. Тодi вектори c1, . . . , c:, c:+1 також будуть лiнiйно
незалежними. Якщо вони знову не утворюють базу, то розширимо нашу
систему ще раз. I так далi. Цей процес не може тривати нескiнченно
довго, бо будь-якi < + 1 у просторi %< є лiнiйно залежними. Тому на
якомусь кроцi отримаємо систему лiнiйно незалежних векторiв, через
якi буде виражатися довiльний вектор iз %<, тобто базу. �

Отже, для довiльного пiдпростору + ⊆ %< маємо 0 ≤ dim+ ≤ <, при-
чому dim+ = 0 лише тодi, коли + = {0}, а dim+ = < лише тодi, коли
+ = %<.
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3.5. Застосування до СЛР

Ми ще не раз переконаємося, що поняття вектора, векторного про-
стору, лiнiйної залежностi та похiднi вiд них є дуже корисними. Зокрема,
при дослiдженнi СЛР . Ми вже бачили, що СЛР можна переписати у
векторнiй формi. Переваги такого запису не є зразу очевидними. Але ви-
являється, що перехiд до векторiв, по-перше, дає змогу зручно i просто
формулювати властивостi СЛР та їх розв’язкiв геометричною мовою, а
по-друге, дозволяє спиратися на геометричну iнтуїцiю.

Розглянемо спочатку однорiднi системи лiнiйних рiвнянь. За теоре-
мою 16 множина розв’язкiв однорiдної СЛР iз коефiцiєнтами з поля
% утворює векторний пiдпростiр простору %<, де < – кiлькiсть невiдо-
мих. База цього пiдпростору називається фундаментальною системою
розв’язкiв (або коротко – ФСР) цiєї однорiдної СЛР .

Теорема 19 (про будову множини розв’язкiв однорiдної СЛР). Кожен
розв’язок однорiдної СЛР записується у виглядi лiнiйної комбiнацiї роз-
в’язкiв iз ФСР , причому таке зображення однозначне.

Доведення. Це випливає з означення ФСР i властивостей бази пiдпро-
стору. �

Якщо однорiдна СЛР є невизначеною, то, узагалi кажучи, вона має
багато рiзних ФСР . Ефективний метод знаходження ФСР дає наступна
теорема.

Теорема 20 (про хвости). Якщо F@+1, F@+2, . . . , F< – список усiх вiльних
невiдомих однорiдної СЛР, то ця система має ФСР вигляду

f1 = (211, . . . , 21@, 1, 0, . . . , 0),
f2 = (221, . . . , 22@, 0, 1, . . . , 0),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f<−@ = (2<−@,1, . . . , 2<−@,@, 0, 0, . . . , 1)
(3.19)

(у розв’язку 57 одиниця в хвостi стоїть на (@ + 7)-му мiсцi).

Доведення. Якщо F@+1, F@+2, . . . , F< – список усiх вiльних невiдомих одно-
рiдної СЛР, то з теореми Гаусса (теорема 8) випливає, що елементарними
перетвореннями рядкiв матрицю системиможна звести до трапецiєподiб-
ного вигляду
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1 . . . 0 11,@+1 . . . 11<
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. . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 . . . 0

�������������

0

. . .

0

0

. . .

0

ª®®®®®®®®¬
. (3.20)

Тому загальний розв’язок системи має вигляд

(−11,@+1B@+1 − . . .− 11<B<, . . . ,−1@,@+1B@+1 − . . .− 1@<B<, B@+1, . . . , B<). (3.21)

Очевидно, що серед цих розв’язкiв можна вибрати розв’язки f1, . . . , f<−@
потрiбного нам вигляду. Якщо лiнiйна комбiнацiя

α1f1 + . . . + α<−@f<−@ = (31, . . . , 3@, α1, . . . , α<−@)

цих розв’язкiв дорiвнює 0, то α1 = . . . = α<−@ = 0. Отже, цi розв’язки
лiнiйно незалежнi.

Розглянемо тепер довiльний розв’язок f = (61, . . . , 6@, β1, . . . , β<−@)
даної системи. Лiнiйна комбiнацiя

f ′ = β1f1 + . . . + β<−@f<−@ = (6′1, . . . , 6′@, β1, . . . , β<−@)

розв’язкiв f1, . . . , f<−@ також є розв’язком системи, як i рiзниця

f − f ′ = (61 − 6′1, . . . , 6@ − 6′@, 0, . . . , 0).

Але з вигляду загального розв’язку (3.21) зрозумiло, що коли всi вiльнi
невiдомi набувають значення 0, то F1, . . . , F@ також дорiвнюють 0. Отже,
f − f ′ = 0 i f ′ = β1f1 + . . . + β<−@f<−@.

Таким чином, розв’язки f1, . . . , f<−@ утворюють лiнiйно незалежну
систему твiрних простору розв’язкiв даної однорiдної СЛР , тобто її ФСР.

�

Оскiльки ненульовi рядки матрицi (3.20) лiнiйно незалежнi, то її
ранг дорiвнює @. Звiдси одразу випливає такий наслiдок.

Наслiдок 15. Розмiрнiсть пiдпростору розв’язкiв (тобто кiлькiсть роз-
в’язкiв у ФСР) однорiдної СЛР дорiвнює < − @, де < – кiлькiсть невiдомих,
а @ – ранг матрицi системи. Зокрема, однорiдна СЛР буде визначеною
тодi й лише тодi, коли < = @, тобто, коли стовпцi її основної матрицi
лiнiйно незалежнi.
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Наслiдок 16. Кiлькiсть вiльних невiдомих не залежить вiд способу зве-
дення СЛР до трапецiєподiбного вигляду.

Нехай f1, f2, . . . , f<−@ – ФСР однорiдної СЛР. Оскiльки ФСР є базою
пiдпростору розв’язкiв, то кожен розв’язок u цiєї ОСЛР можна зобразити
у виглядi лiнiйної комбiнацiї розв’язкiв f1, f2, . . . , f<−@:

u = B1f1 + B2f2 + . . . + B<−@f<−@. (3.22)

Зображення розв’язку ОСЛР у виглядi рiвностi (3.22) iз невизначе-
ними коефiцiєнтами B1, B2, . . . , B<−@ також будемо називати загальним
розв’язком цiєї ОСЛР .

Розглянемо на прикладi метод знаходження ФСР , описаний в дове-
деннi теореми про хвости.

Приклад 8. Знайдемо ФСР та загальний розв’язок ОСЛР

F1 + 3F2 + 2F3 + 3F4 = 0,

2F1 + 6F2 + 5F3 + 8F4 − F5 = 0,

3F1 + 9F2 + 5F3 + 7F4 = 0,

F1 + 3F2 + 5F3 + 9F4 − 3F5 = 0.

(3.23)

Елементарними перетвореннями рядкiв зводимо матрицю нашої
системи до спецiальної трапецiєподiбної форми:

©«
1 3 2 3 0

2 6 5 8 −1
3 9 5 7 1

1 3 5 9 −3

�������
0

0

0

0

ª®®¬
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1 3 2 3 0

0 0 1 2 −1
0 0 −1 −2 1

0 0 3 6 −3

�������
0

0

0

0
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©«
1 3 2 3 0

0 0 1 2 −1
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

�������
0

0

0

0

ª®®¬
 

©«
1 3 0 −1 2

0 0 1 2 −1
0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

�������
0

0

0

0

ª®®¬
.

Iз вигляду останньої матрицi випливає, що вiльними невiдомими є
F2, F4, F5 i

F1 = −3F2 + F4 − 2F5, F3 = −2F4 + F5. (3.24)

ФСР зручно виписувати у виглядi таблицi, стовпцi якої нумерую-
ться невiдомими. Спочатку по черзi надаємо однiй iз вiльних невiдомих
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значення 1, а рештi вiльних невiдомих – значення 0:

F1 F2 F3 F4 F5
1 0 0
0 1 0
0 0 1

.

Потiм iз рiвностей (3.24) обчислюємо значення решти невiдомих:

F1 F2 F3 F4 F5
−3 1 0 0 0
1 0 −2 1 0
−2 0 1 0 1

.

Розв’язкам iз фундаментальної системи вiдповiдають рядки таблицi:
f1 = (−3, 1, 0, 0, 0), f2 = (1, 0,−2, 1, 0), f3 = (−2, 0, 1, 0, 1). Тому загальний
розв’язок має вигляд B1f1 + B2f2 + B3f3, де B1, B2, B3 – довiльнi.

Справедлива i теорема 21, обернена до теореми 16:

Теорема 21 (про вигляд пiдпросторiв простору %<). Довiльний пiдпро-
стiр + арифметичного векторного простору %< є множиною розв’язкiв
деякої однорiдної системи лiнiйних рiвнянь.

Доведення. Нехай базою пiдпростору + слугує система векторiв
u1 = (α11, . . . , α1<), . . . , u9 = (α91, . . . , α9<), де 9 = dim+. Розглянемо таку
ОСЛР:

α11F1 + . . . + α1<F< = 0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

α91F1 + . . . + α9<F< = 0 .
(3.25)

Вектор-рядки u1, . . . , u9 матрицi системи (3.25) є лiнiйно незалежни-
ми, бо утворюють базу пiдпростору +. Тому ранг матрицi цiєї системи
дорiвнює 9, а ФСР буде складатися iз @ = < − 9 розв’язкiв.

Нехай f1 = (β11, . . . , β1<), . . . , f@ = (β@1, . . . , β@<) – ФСР системи (3.25).
Це, зокрема, означає, що для довiльних 7 (1 ≤ 7 ≤ 9) та 8 (1 ≤ 8 ≤ @)
виконується рiвнiсть

α71β81 + α72β82 + . . . + α7<β8< = 0. (3.26)

Розглянемо тепер ОСЛР

β11F1 + . . . + β1<F< = 0 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

β@1F1 + . . . + β@<F< = 0 .
(3.27)
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Її ранг дорiвнює @, а тому її ФСР буде складатися з < − @ = 9 розв’язкiв.
Тому пiдпростiр , розв’язкiв системи (3.27) має розмiрнiсть 9. Iз рiв-
ностей (3.26) випливає, що кожен iз векторiв u1, . . . , u9 є розв’язком
системи (3.27), отже, належить пiдпростору,. Позаяк їх кiлькiсть до-
рiвнює розмiрностi пiдпростору , i вони лiнiйно незалежнi, то вони
утворюють базу,. Тому , = L(u1, . . . , u9) = +. �

Розглянемо тепер неоднорiднi системи лiнiйних рiвнянь.

Теорема 22 (про загальний розв’язок неоднорiдної СЛР). Рiзниця довiль-
них двох розв’язкiв неоднорiдної СЛР ( є розв’язком вiдповiдної однорiдної
системи. Навпаки, сума фiксованого розв’язку системи ( i довiльного
розв’язку вiдповiдної однорiдної системи буде розв’язком системи (, при-
чому кожен розв’язок системи ( можна одержати саме таким чином.

Доведення. Запишемо неоднорiдну систему ( у векторнiй формi:

F1a1 + F2a2 + . . . + F<a< = b. (3.28)

Тодi вiдповiдна їй однорiдна СЛР має вигляд

F1a1 + F2a2 + . . . + F<a< = 0. (3.29)

Нехай u = (C1, C2, . . . , C<) i v = (D1, D2, . . . , D<) – два розв’язки системи
(3.28). Тодi

C1a1 + C2a2 + . . . + C<a< = b,

D1a1 + D2a2 + . . . + D<a< = b.

Вiднiмаючи вiд першої рiвностi другу, одержуємо

(C1 − D1)a1 + (C2 − D2)a2 + . . . + (C< − D<)a< = 0.

Отже, рiзниця u − v є розв’язком однорiдної системи (3.29).
Нехай тепер u = (C1, C2, . . . , C<) – фiксований розв’язок неоднорiдної

системи (3.28), а w = (E1,E2, . . . ,E<) – розв’язок вiдповiдної однорiдної
системи (3.29). Тодi

E1a1 + E2a2 + . . . + E<a< = 0,

звiдки

(C1 + E1)a1 + (C2 + E2)a2 + . . . + (C< + E<)a< =
= (C1a1 + C2a2 + . . . + C<a<) + (E1a1 + E2a2 + . . . + E<a<) = b + 0 = b.
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Отже, сума u + w є розв’язком неоднорiдної системи (3.28).
Нарештi, довiльний розв’язок u′ системи (3.28) можна записати у

виглядi u′
= u + (u′ − u), де другий доданок u′ − u, як доведено вище, є

розв’язком однорiдної системи (3.29). �

Зауважимо, що теорему 22 ще називають теоремою про зв’язок мiж
розв’язками неоднорiдної СЛР i вiдповiдної однорiдної СЛР.

Хоча множини розв’язкiв неоднорiдних систем лiнiйних рiвнянь пiд-
просторiв не утворюють, вони також мають природну геометричну iн-
терпретацiю. Нам знадобиться поняття лiнiйного многовиду.

Означення 15. Лiнiйним многовидом iз представником v ∈ %< i на-
прямним пiдпростором * ⊆ %< називається множина

v + * := {v + u | u ∈ *} .

Твердження 17. Два лiнiйнi многовиди v1 + *1 i v2 + *2 простору %<

збiгаються тодi й лише тодi, коли *1 = *2 i v2 − v1 ∈ *1.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай v1 + *1 = v2 + *2. Тодi знайдуться такi
u′
1
∈ *1, u

′
2
∈ *2, що

v1 + 0 = v1 = v2 + u′
2, v2 + 0 = v2 = v1 + u′

1.

Тому v2 − v1 = u′
1
= −u′

2
∈ *1 ∩ *2.

Розглянемо тепер довiльний вектор u1 ∈ *1. Iз рiвностi многовидiв
v1+*1 i v2+*2 випливає, що знайдеться такий u2 ∈ *2, що v1 + u1 = v2 + u2.
Але тодi u1 = (v2−v1)+u2 ∈ *2 як сума двох векторiв iз*2. Тому*1 ⊆ *2.
Аналогiчно доводиться включення *2 ⊆ *1. Отже, *1 = *2.

Достатнiсть. Нехай *1 = *2 i v2 − v1 = u ∈ *1 = *2. Тодi для
довiльного u1 ∈ *1 матимемо

v1 + u1 = v2 + (u1 − v2 + v1) = v2 + (u1 − u) ∈ v2 + *2,

бо u1 − u ∈ *2. Отже, v1 +*1 ⊆ v2 +*2. Аналогiчно доводиться зворотне
включення. Тому v1 + *1 = v2 + *2. �

Зауваження. 1. Iз теореми 17 випливає, що напрямний пiдпростiр *
лiнiйного многовиду v + * визначається однозначно, а за представника
многовиду можна брати довiльний вектор з нього.

2. Оскiльки напрямний пiдпростiр * визначається однозначно, то
можна говорити про розмiрнiсть многовиду, яка визначається як роз-
мiрнiсть пiдпростору *.
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3. Многовиди розмiрностi один часто називають прямими, а розмiр-
ностi два – площинами.

Приклади лiнiйних многовидiв.
1. Прямi на координатнiй площинi R2.
2. Прямi та площини у просторi R3.
3. Частковим випадком лiнiйних многовидiв є пiдпростори: напрям-

ним пiдпростором треба брати сам пiдпростiр, а представником – нульо-
вий вектор.

4. Iз теореми 22 випливає, що лiнiйний многовид утворюватиме
множина розв’язкiв неоднорiдної СЛР: представником цього многовиду
буде довiльний фiксований розв’язок цiєї СЛР, а напрямним пiдпростором
– пiдпростiр розв’язкiв вiдповiдної ОСЛР.

Справедлива i теорема, обернена до останнього прикладу.

Теорема 23 (про вигляд лiнiйних многовидiв простору %<). Довiльний
лiнiйний многовид арифметичного векторного простору %< є множиною
розв’язкiв деякої системи лiнiйних рiвнянь з < невiдомими.

Доведення. Нехай c + * – лiнiйний многовид, де c = (21, 22, . . . , 2<) ∈ %<,

* ⊆ %<. Тодi за теоремою 21 * є множиною розв’язкiв деякої однорiдної
системи лiнiйних рiвнянь

a1F1 + . . . + a<F< = 0. (3.30)

Розглянемо тепер СЛР

a1F1 + . . . + a<F< = b, (3.31)

де b = a121 + a222 . . . + a<2<. Тодi вектор c = (21, 22, . . . , 2<) є розв’язком
СЛР 3.31, а* – пiдпростором розв’язкiв вiдповiдної однорiдної СЛР (3.30).

�

Приклад 9. Знайдемо множину розв’язкiв СЛР

F1 + 2F2 + F3 = 1,

F1 + F2 − F3 = 0.
(3.32)

Можна помiтити, що частковим розв’язком системи (3.32) є, на-
приклад, вектор (2,−1, 1). Знайдемо пiдпростiр розв’язкiв вiдповiдної
однорiдної СЛР:(

1 2 1

1 1 −1

���� 00
)
 

(
1 2 1

0 −1 −2

���� 00
)
 

(
1 0 −3
0 1 2

���� 00
)
.
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Вiльною невiдомою є F3, тому ФСР складатиметься з одного розв’язку, на-
приклад, (3,−2, 1). Множиною розв’язкiв однорiдної СЛР буде породже-
ний цим вектором пiдпростiр * = L((3,−2, 1)), а множиною розв’язкiв
початкової неоднорiдної СЛР – лiнiйний многовид

(2,−1, 1) + L((3,−2, 1)).

У теоретичних мiркуваннях часто буває достатньо знати лише тип
СЛР , тобто чи є вона сумiсною, а якщо є, то чи буде визначеною. Для цьо-
го бажано мати такi критерiї сумiсностi i визначеностi, якi б не вимагали
зведення системи до трапецiєподiбного вигляду, а тим бiльше повно-
го її розв’язання. Такi критерiї можна дати в термiнах рангiв матриць
системи.

Теорема 24 (перша теорема Кронекера – Капеллi – критерiй сумiсно-
стi СЛР). СЛР сумiсна тодi i тiльки тодi, коли ранг основної матрицi
системи дорiвнює ранговi розширеної матрицi.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай система (2.1) – сумiсна i (F◦
1
, F◦

2
, . . . , F◦<)

– якийсь її розв’язок. Тодi a1F
◦
1
+ a2F

◦
2
+ . . . + a<F

◦
< = b, отже, стов-

пець b вiльних членiв є лiнiйною комбiнацiєю стовпцiв a1, a2, . . . , a<.
Тому b ∈ L(a1, a2, . . . , a<), звiдки L(a1, a2, . . . , a<) = L(a1, a2, . . . , a<, b)
i dimL(a1, a2, . . . , a<) = dimL(a1, a2, . . . , a<, b). Оскiльки ранг системи
векторiв збiгається з розмiрнiстю лiнiйної оболонки цiєї системи, то

rankL(a1, a2, . . . , a<) = rankL(a1, a2, . . . , a<, b) .

Але число злiва є рангом основної матрицi СЛР (2.1), а число справа –
рангом розширеної матрицi.

Достатнiсть. Навпаки, якщо ранг основної матрицi СЛР (2.1) збiга-
ється з рангом розширеної матрицi, то

rankL(a1, a2, . . . , a<) = rankL(a1, a2, . . . , a<, b)

i
dimL(a1, a2, . . . , a<) = dimL(a1, a2, . . . , a<, b).

Оскiльки L(a1, a2, . . . , a<) ⊆ L(a1, a2, . . . , a<, b), то з рiвностi розмiрнос-
тей випливає, що L(a1, a2, . . . , a<) = L(a1, a2, . . . , a<, b). Але тодi
b ∈ L(a1, a2, . . . , a<), тобто iснують такi коефiцiєнти F◦

1
, F◦

2
, . . ., F◦<, що

a1F
◦
1
+ a2F

◦
2
+ . . . + a<F

◦
< = b. Останнє означає, що набiр (F◦

1
, F◦

2
, . . . , F◦<) є

розв’язком СЛР (2.1), а тому вона сумiсна. �
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Теорема 25 (друга теорема Кронекера – Капеллi – критерiй визначено-
стi СЛР). СЛР визначена тодi i тiльки тодi, коли ранг основної матрицi
системи дорiвнює ранговi розширеної матрицi i дорiвнює кiлькостi невi-
домих.

Доведення. Враховуючи попередню теорему i те, що визначена система
є сумiсною, досить довести, що сумiсна СЛР є визначеною тодi i тiльки
тодi, коли ранг основної матрицi системи дорiвнює кiлькостi невiдо-
мих. За теоремою про будову загального розв’язку СЛР (теорема 22)
кiлькiсть розв’язкiв сумiсної СЛР збiгається з кiлькiстю розв’язкiв вiдпо-
вiдної однорiдної СЛР . А за теоремою 19 розв’язки останньої утворюють
векторний пiдпростiр розмiрностi < − @, де < – кiлькiсть невiдомих, а @ –
ранг основної матрицi системи. Тому вiдповiдна ОСЛР матиме єдиний
розв’язок тодi й лише тодi, коли < − @ = 0, тобто, коли < = @. Отже, i
початкова сумiсна СЛР буде визначеною тодi й лише тодi, коли < = @. �

3.6. Задачi

3.1. а) Доведiть, що система векторiв буде лiнiйно незалежною тодi й
лише тодi, коли кожний вектор, що лiнiйно виражається через цю
систему, виражається через неї єдиним чином.

б) Чи можна в умовi задачi слово “кожний” замiнити на “хоча б
один”?

3.2. Нехай � – невироджена (0, 1)-матриця порядку <. Чи залишиться
вона невиродженою, якщо всi одиницi замiнити довiльними дода-
тними числами?

3.3. Нехай � – матриця порядку ; × <. Доведiть, що СЛР iз основною
матрицею �

а) буде сумiсною для довiльного стовпця вiльних членiв b тодi й
лише тодi, коли rank � = ;;

б) матиме не бiльше одного розв’язку для кожного стовпця вiльних
членiв b тодi й лише тодi, коли rank � = <;

в) не буде визначеною для жодного не бiльше одного розв’язку b
тодi й лише тодi, коли rank � < <;

г) буде визначеною для кожного не бiльше одного розв’язку b тодi
й лише тодi, коли rank � = < = ;.
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3.4. Доведiть, що для квадратної СЛР завжди виконується альтерна-
тива Фредгольма: або ця СЛР сумiсна при довiльному стовпце-
вi вiльних членiв, або вiдповiдна однорiдна СЛР має ненульовий
розв’язок.

3.5. Знайдiть необхiдну й достатню умову, щоб три прямi 01F+11G = 21,
02F + 12G = 22, 03F + 13G = 23 проходили через одну точку.

3.6.∗ Те, що крива другого порядку

011F
2
+ 2012FG + 022G

2
+ 2013F + 2023G + 033 = 0

проходить через точку "0(F0, G0), означає виконання рiвностi

011F
2
0 + 2012F0G0 + 022G

2
0 + 2013F0 + 2023G0 + 033 = 0 ,

на яку можна дивитися як на лiнiйне однорiдне рiвняння вiдносно
невiдомих 011, 012, 022, 013, 023, 033. Вiзьмемо тепер 5 точок "1, "2,
"3, "4, "5 i для кожної випишемо вiдповiдне рiвняння. Доведiть,
що отриманi рiвняння будуть лiнiйно незалежнi тодi й лише тодi,
коли жоднi 4 iз цих точок не лежать на однiй прямiй.
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4. Алгебра матриць

4.1. Лiнiйнi вiдображення

Прямокутнi матрицi зустрiчаються в математицi настiльки часто, що
виник самостiйний роздiл математики – теорiя матриць. Ми вже трiшки
зачепили цю теорiю, коли говорили про ранг матрицi. Для глибшого
вивчення як властивостей самих матриць, так i їх застосувань, дуже
зручною є геометрична мова, до викладу якої ми й переходимо.

Нехай %< i %; – два арифметичнi векторнi простори над полем %

розмiрностей < i ; вiдповiдно. Вiдображення φ : %< → %; називається
лiнiйним, якщо воно задовольняє такi двi умови:

1) φ(v1 + v2) = φ(v1) + φ(v2) для довiльних векторiв v1, v2 ∈ %<;
2) φ(λv) = λφ(v) для довiльних вектора v ∈ %< i скаляра λ ∈ %.

Лiнiйне вiдображення φ : %< → %< простору %< у себе називають
ще лiнiйним перетворенням простору %< або лiнiйним оператором у
просторi %<.

Приклад 10. 1. Нехай < ≥ ;. Легко перевiряється, що вiдображення

%< → %;, (01, 02, . . . , 0<) 7→ (01, 02, . . . , 0;)

є лiнiйним. Воно називається проектуванням простору %< на першi ;
координат.

2. Iз рiвностей

α(v1 + v2) = αv1 + αv2, α(λv) = λ(αv)

випливає, що для довiльного фiксованого скаляра α перетворення

%< → %<, v 7→ αv,

є лiнiйним. Це перетворення називається гомотетiєю простору %< iз
коефiцiєнтом α.

3. Якщо ототожнити простiр R
2 iз площиною з фiксованою на нiй

прямокутною системою координат, то поворот площини навколо цен-
тра координат на даний кут φ є лiнiйним перетворенням простору R

2.
Справдi, при такому поворотi довiльне кратне кожного вектора також
повертається на кут φ, i якщо кожен iз доданкiв повернути на кут φ, то
їх сума також повернеться на кут φ.

80



Вправа 10. Перевiрте, що для довiльних дiйсних чисел 0, 1, 2, 3 перетво-
рення (F, G) 7→ (0F + 1G, 2F + 3G) простору R

2 буде лiнiйним.

Iз кожним лiнiйним вiдображенням φ : %< → %; пов’язуються двi
множини: ядро

Kerφ := {v ∈ %< | φ(v) = 0}
вiдображенням φ та образ

Imφ := {w ∈ %; | iснує такий v ∈ %<, що φ(v) = w}

вiдображення φ.
Оскiльки для кожного лiнiйного вiдображення φ : %< → %; маємо

φ(0) = φ(0 · 0) = 0 · φ(0) = 0,

то нульовий вектор простору %< належить ядру Kerφ, а нульовий вектор
простору %; – образу Imφ. Зокрема, кожна iз множин Kerφ i Imφ не є
пустою.

Твердження 18. Ядро Kerφ лiнiйного вiдображення φ : %< → %; є
пiдпростором простору %<, а образ Imφ – пiдпростором простору %;.

Доведення. 1) Нехай v1 i v2 – довiльнi вектори з Kerφ, а α ∈ % – довiльний
скаляр. Тодi

φ(v1 + v2) = φ(v1) + φ(v2) = 0 + 0 = 0 i φ(αv1) = αφ(v1) = α · 0 = 0.

Тому v1 + v2 ∈ Kerφ i αv1 ∈ Kerφ. Отже, множина Kerφ є замкненою вiд-
носно додавання векторiв i множення на скаляри, а тому є пiдпростором
простору %<.

2) Нехай w1 i w2 – довiльнi вектори з Imφ. Тодi iснують такi вектори
v1, v2 ∈ %<, що φ(v1) = w1, φ(v2) = w2. Тому

φ(v1 + v2) = φ(v1) + φ(v2) = w1 + w2.

Отже, w1 + w2 ∈ Imφ, а тому множина Imφ є замкненою вiдносно
додавання векторiв. Крiм того, для довiльного скаляра α ∈ % маємо

φ(αv1) = αφ(v1) = αw1,

що доводить замкненiсть Imφ вiдносно множення на скаляри. Тому Imφ
є пiдпростором простору %;. �
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Вимога лiнiйностi накладає дуже сильнi обмеження на вiдображення
φ : %< → %;:

Твердження 19. Лiнiйне вiдображення φ : %< → %; повнiстю визнача-
ється своїми значеннями на векторах бази e1, e2, . . . , e< простору %<.

Доведення. Довiльний вектор v = (F1, F2, . . . , F<) простору %< ми можемо
записати у виглядi лiнiйної комбiнацiї бази e1, e2, . . . , e< простору %

<:

v = F1e1 + F2e2 + . . . + F<e<.

Це дозволяє знайти образ вектора v:

φ(v) = φ(F1e1 + F2e2 + . . . + F<e<) = φ(F1e1) + φ(F2e2) + . . . + φ(F<e<) =
= F1φ(e1) + F2φ(e2) + . . . + F<φ(e<). �

Твердження 19 дає дуже зручний спосiб задання лiнiйних вiдобра-
жень матрицями. Справдi, якщо

φ(e1) = (011, 021, . . . , 0;1), φ(e2) = (012, 022, . . . , 0;2), . . .

. . . , φ(e<) = (01<, 02<, . . . , 0;<),

то ми можемо розглянути матрицю

©«

011 012 . . . 01<
021 022 . . . 02<
.
.
.

.

.

.
. . .

.

.

.

0;1 0;2 . . . 0;<

ª®®®¬
, (4.1)

стовпцями якої є образи базових векторiв при вiдображеннi φ. Матриця
(4.1) називається матрицею лiнiйного вiдображення φ : %< → %; i
позначається �φ або [φ].

Твердження 20. Iснує взаємно однозначна вiдповiднiсть мiж лiнiйни-
ми вiдображеннями φ : %< → %; та матрицями розмiром ; × < iз
коефiцiєнтами з поля %.

Доведення. Кожному лiнiйному вiдображенню φ : %< → %; поставимо
у вiдповiднiсть його матрицю [φ]. Рiвнiсть [φ1] = [φ2] означає, що
для кожного базового вектора e7 простору %< виконується рiвнiсть
φ1(e7) = φ2(e7). Але тодi iз твердження 19 випливає, що φ1 = φ2. Отже,
вiдображення φ 7→ [φ] є iн’єктивним.
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Розглянемо тепер довiльну матрицю � вигляду (4.1) i покладемо

φ(e1) = (011, 021, . . . , 0;1), φ(e2) = (012, 022, . . . , 0;2), . . .

. . . , φ(e<) = (01<, 02<, . . . , 0;<).

Далi для довiльного вектора v = (F1, F2, . . . , F<) покладемо

φ(v) = F1φ(e1) + F2φ(e2) + . . . + F<φ(e<).

Легко перевiрити, що визначене таким чином вiдображенняφ : %< → %;

є лiнiйним, а з його побудови одразу випливає, що [φ] = �. Отже, вiдо-
браження φ 7→ [φ] є сюр’єктивним.

Таким чином, вiдображення φ 7→ [φ] є бiєкцiєю мiж множиною всiх
лiнiйних вiдображень φ : %< → %; та множиною всiх матриць розмiром
; × < iз коефiцiєнтами з поля %. �

Над лiнiйними вiдображеннями можна визначити такi природнi дiї:
а) додавання вiдображень φ : %< → %; i ψ : %< → %;:

(φ + ψ)(v) := φ(v) + ψ(v)

(результат – вiдображення (φ + ψ) : %< → %; – називається сумою
вiдображень φ i ψ);

б) множення вiдображення φ на скаляр 2:

(2φ)(v) := 2φ(v)

(результат – вiдображення (2φ) : %< → %; – називається кратним
вiдображення φ);

в) множення вiдображень μ : %; → %9 i φ : %< → %;:

(μ ◦ φ)(v) := μ(φ(v))

(результат – вiдображення (μ ◦ φ) : %< → %9 – називається добутком
вiдображень μ i φ). Множення вiдображень ще називають композицiєю
або суперпозицiєю вiдображень10.

Зауважимо, що додавати можна не довiльнi лiнiйнi вiдображення, а
лише тi, якi визначенi на тому самому просторi i набувають значень у
тому самому просторi. Аналогiчно при множеннi лiнiйних вiдображень

10 Для добутку вiдображень μ i φ поруч iз позначенням μ◦φ часто вживають позначення
φμ. Звертаємо увагу на важливу деталь: при записi добутку як μ ◦ φ першим виконується
правий множник, а при записi φμ – лiвий множник.
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другий множник повинен бути визначеним на тому самому просторi,
в якому набуває значень перший множник. Але, якщо розглядаються
лiнiйнi перетворення фiксованого простору, то жодних обмежень на дiї
нема.

Твердження 21. Сума, кратне i добуток лiнiйних вiдображень знову є
лiнiйними вiдображеннями.

Доведення. Доведемо тiльки лiнiйнiсть добутку лiнiйних вiдображень (лi-
нiйнiсть суми i кратного доводиться аналогiчно). Отже, нехай μ : %; → %9

i φ : %< → %; – два лiнiйнi вiдображення. Тодi

(μ ◦ φ)(v1 + v2) = μ(φ(v1 + v2)) = μ(φ(v1) + φ(v2)) =
= μ(φ(v1)) + μ(φ(v2)) = (μ ◦ φ)(v1) + (μ ◦ φ)(v2).

Аналогiчно

(μ ◦ φ)(λv) = μ(φ(λv)) = μ(λφ(v)) = λμ(φ(v)) = λ(μ ◦ φ)(v).

Отже, обидвi умови лiнiйностi вiдображення виконанi. �

Твердження 22. Для довiльних лiнiйних вiдображеньφ,ψ i μта скаляра
2 виконуються такi рiвностi:

а) 2(φ ◦ ψ) = (2φ) ◦ ψ = φ ◦ (2ψ);
б) φ ◦ (ψ + μ) = φ ◦ ψ + φ ◦ μ, (φ + ψ) ◦ μ = φ ◦ μ + ψ ◦ μ.

Доведення. a) Для довiльного вектора v маємо(
2(φ ◦ ψ)

)
(v) = 2(φ ◦ ψ)(v) = 2ψ(φ(v));(

(2φ) ◦ ψ)
)
(v) = ψ((2φ)(v)) = ψ(2φ(v)) = 2ψ(φ(v)).

Отже,
(
2(φ ◦ ψ)

)
(v) =

(
(2φ) ◦ ψ)

)
(v). Оскiльки вектор v – довiльний, то

2(φ ◦ ψ) = (2φ) ◦ ψ. Друга рiвнiсть доводиться аналогiчно.
b) Для довiльного вектора v маємо(

φ ◦ (ψ + μ)
)
(v) = (ψ + μ)(φ(v)) = ψ(φ(v)) + μ(φ(v));(

φ ◦ ψ + φ ◦ μ
)
(v) = (φ ◦ ψ)(v) + (φ ◦ μ)(v) = ψ(φ(v)) + μ(φ(v)).

Отже,
(
φ◦ (ψ+μ)

)
(v) =

(
φ◦ψ+φ◦μ

)
(v). Оскiльки вектор v – довiльний,

то φ ◦ (ψ + μ) = φ ◦ ψ + φ ◦ μ. Друга рiвнiсть доводиться аналогiчно. �
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4.2. Дiї з матрицями

Враховуючи те, що згiдно iз твердженням 20, мiж лiнiйними вiд-
ображеннями та їх матрицями є взаємно однозначна вiдповiднiсть, то
дiям iз лiнiйними вiдображеннями повиннi вiдповiдати аналогiчнi дiї з
матрицями.

Нехай %<, %;, %9 – арифметичнi векторнi простори, e1, e2, . . . , e< i e
′
1
,

e′
2
, . . . , e′; – бази просторiв %< i %; вiдповiдно,φ : %< → %;, ψ : %< → %;,

μ : %; → %9 – лiнiйнi вiдображення, [φ] = (07 8), [ψ] = (17 8), [μ] = (27 8) – їх
матрицi. Розглянемо також вiдображення

φ + ψ : %< → %;, 2 · φ : %< → %;, μ ◦ φ : %< → %9

та їх матрицi [φ + ψ] = (>7 8), [2 · φ] = (?7 8), [μ ◦ φ] = (@7 8).

а) Оскiльки для кожного базового вектора e8

(φ + ψ)(e8) = φ(e8) + ψ(e8) = (018, 028, . . . , 0;8) + (118, 128, . . . , 1;8) =
= (018 + 118, 028 + 128, . . . , 0;8 + 1;8) = (>18, >28, . . . , >;8),

то для всiх iндексiв 7, 8 виконується рiвнiсть >7 8 = 07 8 + 17 8.
Матрицю [φ + ψ] перетворення φ + ψ природно назвати сумою ма-

триць � = [φ] i � = [ψ]. Тобто ми хочемо, щоб для додавання матриць
виконувалася рiвнiсть [φ + ψ] = [φ] + [ψ]. Тому правило додавання
матриць виглядає так:

якщо � = (07 8) i � = (17 8) – матрицi однакового розмiру, то

їх сумою � + � є матриця (07 8 + 17 8) .

Наголошуємо, що додавати можна лише матрицi однакового розмiру, при-
чому сума буде матрицею такого ж розмiру.

б) Для кожного базового вектора e8 маємо

(2 · φ)(e8) = 2 · φ(e8) = 2 · (018, 028, . . . , 0;8) =
= (2018, 2028, . . . , 20;8) = (?18, ?28, . . . , ?;8),

тодi для всiх iндексiв 7, 8 виконується рiвнiсть ?7 8 = 207 8.
Матрицю [2 · φ] перетворення 2 · φ природно назвати добутком

скаляра 2 на матрицю � = [φ]. Тобто для множення матриць на скаляри
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має виконуватися рiвнiсть [2 · φ] = 2 · [φ]. Тому множення матрицi на
скаляр визначається таким правилом:

якщо � = (07 8), то 2 · � = (2 · 07 8) .

в) Для композицiї μ ◦ φ вiдображень μ i φ маємо

(μ ◦ φ)(e8) = μ(φ(e8)) = μ
(
018, 028, . . . , 0;8)

)
=

= μ(018e′1 + 028e′2 + . . . + 0;8e
′
;) = 018μ(e′1) + 028μ(e′2) + . . . + 0;8μ(e′;) =

= 018(211, 221, . . . , 291) + 028(212, 222, . . . , 292) + . . . + 0;8(21;, 22;, . . . , 29;) =
= (211018 + . . . + 21;0;8, 221018 + . . . + 22;0;8, . . . , 291018 + . . . + 29;0;8) =

= (@18, @28, . . . , @98) .

Отже, для всiх iндексiв 7, 8 маємо рiвнiсть

@7 8 = 271018 + 272028 + . . . + 27;0;8.

Якщо ми тепер хочемо визначити множення матриць таким чином, щоб
виконувалася рiвнiсть [μ ◦ φ] = [μ] · [φ], то правило множення матриць
повинне бути таким:

якщо � = (27 8) i � = (07 8) – матрицi розмiрiв 9 × ; i ; × < вiдповiдно,

то їх добутком є матриця �� = (@7 8) розмiру 9 × <,

де @7 8 = 271018 + 272028 + . . . + 27;0;8 .

Не зовсiм строго правило множення матриць можна сформулювати
так: елемент, що стоїть на перетинi 7-го рядка i 8-го стовпця добутку
двох матриць, є скалярним добутком 7-го рядка першого множника на
8-й стовпець другого множника. Звертаємо увагу, що двi матрицi можна
перемножити тодi й лише тодi, коли кiлькiсть стовпцiв першого множника
дорiвнює кiлькостi рядкiв другого. Умови, коли двi матрицi можна пе-
ремножити, i зв’язок розмiрiв добутку iз розмiрами множникiв зручно
подати таким рисунком:

� � ��9

;

9; =q
<

<
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Вправа 11. Нехай � i � – матрицi розмiрiв 9 ×; i ; × < вiдповiдно. Пiд-
рахуйте, скiльки разiв треба виконати множення коефiцiєнта матрицi
� на коефiцiєнт матрицi �, щоб обчислити добуток ��.

Далi для довiльної матрицi � = (07 8) замiсть (−1) · � будемо писати
просто −�. Очевидно, що −� = (−07 8).

Легко встановити бiєкцiю мiж множиною матриць ";×<(%) i вектор-
ним арифметичним простором %;< – наприклад, послiдовно виписуючи
в рядок спочатку перший, потiм другий, i так аж до останнього, рядки ма-
трицi. Оскiльки матрицi додаються i множаться на скаляри поелементно,
то додаванню матриць i множенню матриць на скаляри вiдповiдають
такi ж дiї над вiдповiдними векторами. Тому всi властивостi додавання
векторiв i множення векторiв на скаляри автоматично переносяться на
вiдповiднi дiї над матрицями.

Твердження 23 (властивостi додавання матриць i множення матриць
на скаляри). Для довiльних матриць �, �, � iз ";×<(%) та довiльних
скалярiв 0, 1 ∈ % виконуються такi спiввiдношення:
1) (� + �) + � = � + (� + �) (асоцiативнiсть додавання матриць);
2) � + � = � + � (комутативнiсть додавання матриць);
3) для нульової матрицi 0 � + 0 = 0 + � = �;

4) � + (−�) = (−�) + � = 0 (iснування протилежної матрицi);
5) 1 · � = � (унiтарнiсть множення на скаляри);
6) 0(1�) = (01)�;
7) (0+1)� = 0�+1� (дистрибутивнiстьмноження на скаляри вiдносно
додавання скалярiв);
8) 0(�+�) = 0�+0� (дистрибутивнiстьмноження на скаляри вiдносно
додавання матриць).

У наступних мiркуваннях нам буде зручно записувати вектори як
стовпцi. Нехай φ : %< → %; – лiнiйне вiдображення, �φ = (07 8) – його

матриця, x =

(
F1
. . .

F<

)
= F1e1 + . . . + F<e< – довiльний вектор iз %<. Тодi

φ(x) = φ(F1e1 + . . . + F<e<) = F1φ(e1) + . . . + F<φ(e<) =

= F1

(
011
. . .

0;1

)
+ . . . + F<

(
01<
. . .

0;<

)
=

(
011F1 + . . . + 01<F<
. . . . . . . . . . .

0;1F1 + . . . + 0;<F<

)
.
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З iншого боку,(
011 . . . 01<
. . . . . . . .

0;1 . . . 0;<

) (
F1
. . .

F<

)
=

(
011F1 + . . . + 01<F<
. . . . . . . . . . .

0;1F1 + . . . + 0;<F<)

)
. (4.2)

Отже,
[φ(x)] = [φ] · [x] . (4.3)

Рiвнiсть (4.2) дозволяє, використовуючи матричнi позначення i мно-
ження матриць, переписати систему лiнiйних рiвнянь

011F1 + . . . + 01<F< = 11 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0;1F1 + . . . + 0;<F< = 1;

(4.4)

у дуже компактному виглядi

�x = b, (4.5)

де � =

(
011 . . . 01<
. . . . . . . .

0;1 . . . 0;<

)
– основна матриця системи, x =

(
F1
. . .

F<

)
– стов-

пець невiдомих, а b =

(
11
. . .

1;

)
– стовпець вiльних членiв. Запис системи

лiнiйних рiвнянь у виглядi (4.5) будемо називати матричною формою
запису цiєї системи.

Вправа 12. Чи правильно, що з рiвностi �x = �y випливає рiвнiсть
x = y?

Порiвняння спiввiдношень (4.3) i (4.5) дозволяє дати дуже корисну
геометричну iнтерпретацiю системi лiнiйних рiвнянь (4.4) у термiнах
лiнiйних вiдображень:

множина розв’язкiв системи (4.4) – це повний прообраз вектора b вiль-
них членiв при лiнiйному вiдображеннi %< → %; iз матрицею � = (07 8),
що є основною матрицею системи (4.4).

Зокрема, множина розв’язкiв однорiдної системи лiнiйних рiвнянь
збiгається з ядром вiдповiдного лiнiйного вiдображення, а множина
тих стовпцiв b вiльних членiв, при яких система (4.4) є сумiсною, – iз
образом цього вiдображення.
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У випадку матриць ми вперше (але не востаннє) зустрiчаємося iз
множенням, яке не є комутативним. Справдi, нехай � – матриця порядку
; × <, а � – матриця порядку > × ?. Добуток �� визначений тодi й лише
тодi, коли < = >, а добуток �� – тодi й лише тодi, коли ? = ;. Оскiльки
рiвностi < = > i ? = ; є незалежними, то можливiсть самого множення
двох матриць залежить вiд порядку множникiв: з iснування добутку ��
зовсiм не випливає iснування добутку ��.

Якщо обидва добутки – �� i �� – iснують, то вони можуть вияви-
тися рiзними, навiть матрицями рiзного розмiру. Наприклад, нехай

� =
(
1 2

)
, а � =

(
1

2

)
. Тодi

�� =
(
1 2

)
·
(
1

2

)
= (5) i �� =

(
1

2

)
·
(
1 2

)
=

(
1 2

2 4

)
.

Результат множення матриць може залежати вiд порядку множникiв на-
вiть тодi, коли множники є квадратними матрицями однакового порядку.
Наприклад:(

1 0

0 2

) (
1 1

0 1

)
=

(
1 1

0 2

)
,

(
1 1

0 1

) (
1 0

0 2

)
=

(
1 2

0 2

)
.

Наведенi приклади не слiд розумiти в тому сенсi, що нерiвнiсть
�� , �� виконується завжди. Наприклад, множення квадратних ма-
триць першого порядку є комутативним (перевiрте!). Рiвнiсть �� = ��
виконується i в багатьох iнших випадках. Якщо �� = ��, то кажуть, що
матрицi � i � є переставними або що � i � комутують.

Матричнi рiвностi у твердженнi 24 i далi завжди будуть розумiтися
в тому сенсi, що або обидвi частини рiвностi не визначенi, або обидвi
частини визначенi i збiгаються.

Твердження 24 (властивостi множення матриць). Для довiльних ма-
триць �, �, � з коефiцiєнтами з поля % i скаляра 2 ∈ % виконуються
такi рiвностi:

а) для нульової матрицi 0 маємо 0 · � = 0 i � · 0 = 0;

б) для одиничної матрицi � маємо � · � = � i � · � = �;

в) � · (� · �) = (� · �) · �;
г) 2(� · �) = (2�) · � = � · (2�);
д) � · (� + �) = � · � + � · �, (� + �) · � = � · � + � · �.

Доведення. а) Очевидно.

89



б) Якщо � = (07 8);×< i добуток � · � визначений, то матрицi � · � i �
мають однаковi розмiри. Обчислимо елемент, що стоїть на перетинi 7-го
рядка i 8-го стовпця матрицi � · �, вiн буде таким:

0 · 018 + . . . + 0 · 07−1,8 + 1 · 07 8 + 0 · 07+1,8 + . . . + 0 · 0;8 = 07 8.

Тому � · � = �. Рiвнiсть � · � = � доводиться аналогiчно.
в) Матрицi �, � i � можна розглядати як матрицi певних лiнiйних

вiдображень φ, ψ i μ. Вiдомо, що множення довiльних вiдображень є
асоцiативним, тодi φ ◦ (ψ ◦ μ) = (φ ◦ ψ) ◦ μ. Тому

� · (� · �) = [φ ◦ (ψ ◦ μ)] = [(φ ◦ ψ) ◦ μ] = (� · �) · �.

г) Це випливає iз твердження 22.а (мiркування аналогiчнi мiркуван-
ням iз попередньому пункту).

д) Це випливає iз твердження 22.б (мiркування аналогiчнi мiркуван-
ням iз пункту в). �

Зокрема, якщо � – квадратна матриця того ж порядку, що i �, то
�� = �� = �. Тому � вiдiграє для множення матриць таку саму роль, як
i число 1 для множення чисел. Цим i пояснюється назва матрицi �.

Якщо матриця � має вигляд

� =
©«
011 012 . . . 01<
021 022 . . . 02<
. . . . . . . . . . . . . .

0;1 0;2 . . . 0;<

ª®®¬
,

то матриця

�⊤ =
©«
011 021 . . . 0;1

012 022 . . . 0;<
. . . . . . . . . . . . . .

01< 02< . . . 0;<

ª®®¬
називається транспонованою до матрицi �. Таким чином, рядками ма-
трицi �⊤ є стовпцi матрицi �, а стовпцями – рядки матрицi �.

Квадратна матриця � = (07 8) називається симетричною, якщо
�⊤ = � (тобто, якщо для довiльних 7, 8 виконується рiвнiсть 07 8 = 087), i
кососиметричною, якщо �⊤ = −� (тобто, якщо для довiльних 7, 8 справ-
джується 07 8 = −087).
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Твердження 25 (властивостi транспонування).
а) (�⊤)⊤ = �; б) (� + �)⊤ = �⊤ + �⊤;
в) (2�)⊤ = 2�⊤; г) (��)⊤ = �⊤�⊤.
Доведення. Властивостi а), б), в) – очевиднi.

г) Нехай � = (07 8) i � = (17 8) – матрицi розмiрiв;×< i <×9 вiдповiдно.
Тодi матрицi �� = (27 8), �⊤, �⊤, (��)⊤ i �⊤�⊤ = (37 8) мають вiдповiдно
розмiри ; × 9, < × ;, 9 × <, 9 × ; i 9 × ;. Отже, (��)⊤ i �⊤�⊤ мають
однаковi розмiри. Далi, для довiльних 7, 8 маємо

27 8 = 071118 + 072128 + . . . + 07<1<8, 3 87 = 118071 + 128072 + . . . + 1<807< .

Оскiльки 3 87 = 27 8, то �
⊤�⊤ = (��)⊤. �

Твердження 26 (властивостi рядкiв i стовпцiв матрицi добутку).
а) Кожен стовпець матрицi �� є лiнiйною комбiнацiєю стовпцiв першого
множника �, причому коефiцiєнти цiєї лiнiйної комбiнацiї беруться з
вiдповiдного стовпця другого множника �.
б) Кожен рядок матрицi �� є лiнiйною комбiнацiєю рядкiв другого мно-
жника �, причому коефiцiєнти цiєї лiнiйної комбiнацiї беруться з вiдпо-
вiдного рядка першого множника �.

Доведення. Нехай

� =
©«
011 012 . . . 01<
021 022 . . . 02<
. . . . . . . . . . . . . .

0;1 0;2 . . . 0;<

ª®®¬
i � =

©«
111 112 . . . 119
121 122 . . . 129
. . . . . . . . . . . . .

1<1 1<2 . . . 1<9

ª®®¬
.

Тодi 8-й стовпець матрицi �� можна записати як

©«
011118 + 012128 + . . . + 01<1<8
021118 + 022128 + . . . + 02<1<8
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0;1118 + 0;2128 + . . . + 0;<1<8

ª®®¬
= 118

©«
011
021
. . .

0;1

ª®®¬
+ 128

©«
012
022
. . .

0;2

ª®®¬
+ . . . + 1<8

©«
01<
02<
. . .

0;<

ª®®¬
,

тобто є лiнiйною комбiнацiєю стовпцiв матрицi � з коефiцiєнтами, якi
беруться iз 8-го стовпця матрицi �. Це доводить пункт а). Щоб довести б),
досить транспонувати матрицю �� i послатися на пункт а) (при транс-
понуваннi стовпцi перейдуть у рядки, рядки – у стовпцi, а множники � i
� помiняються мiсцями). �

Наслiдок 17. Ранг добутку двох матриць не перевищує рангу кожного iз
множникiв.
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Доведення. Оскiльки кожен стовпець матрицi �� є лiнiйною комбiнацi-
єю стовпцiв матрицi �, то, вiдповiдно до твердження 13, маємо

@(��) = @ст(��) ≤ @ст(�) = @(�).

Аналогiчно
@(��) = @ряд(��) ≤ @ряд(�) = @(�).

Тому
@(��) ≤ min(@(�), @(�)). �

Для квадратної матрицi � можна визначити її натуральнi степенi:
�1 = � i �9+1 = �9 · � для 9 ≥ 1. З асоцiативностi множення матриць ви-
пливає, що для довiльних натуральних чисел ; i 9 виконується рiвнiсть
�;+9 = �; · �9.

Наявнiсть степенiв матрицi дозволяє для довiльного многочлена
5 (F) = 0;F; + 0;1

F;−1 + . . . + 01F + 00 визначити значення 5 (�) цього
многочлена вiд квадратної матрицi �:

5 (�) := 0; · �; + 0;1
· �;−1 + . . . + 01 · � + 00 · �.

4.3. Обернена матриця

Матриця � називається лiвою оберненою до матрицi �, якщо �� = �.
Аналогiчно � називається правою оберненою до � , якщо �� = �.

Наприклад, матриця � =

(
1 0 0

0 1 0

)
буде лiвою оберненою до матрицi

� =

(
1 0

0 1

1 1

)
(а � – правою оберненою до �), бо

(
1 0 0

0 1 0

)
·
(
1 0

0 1

1 1

)
=

(
1 0

0 1

)
.

Вправа 13. Нехай � – матриця розмiру ; × <. Доведiть, що коли ; > <,
то для � не iснує правої оберненої матрицi, а якщо ; < <, то для � не
iснує лiвої оберненої.

Iз вправи 13 випливає, що лише для квадратних матриць можуть
iснувати одночасно як лiва обернена матриця, так i права. Тому далi
будемо розглядати лише квадратнi матрицi.
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Твердження 27. Якщо для квадратної матрицi � iснують лiва обернена
� i права обернена �, то � = �.

Доведення. � = � · � = � · �� = �� · � = � · � = � . �

Тому у випадку квадратної матрицi � можна говорити про двосто-
ронню обернену (чи просто про обернену) до � матрицю. Оскiльки iз
твердження 27 одразу випливає, що для матрицi � iснує не бiльше
однiєї оберненої, то в разi iснування такої матрицi будемо позначати її
через �−1. Таким чином, для матрицi �−1 маємо

� · �−1 = �−1 · � = � . (4.6)

Квадратна матриця, для якої iснує обернена, називається оборотною.

Твердження 28 (найпростiшi властивостi оберненої матрицi). Якщо �
i � – оборотнi матрицi, то матрицi �−1, �� i �⊤ також оборотнi. При
цьому
а) (�−1)−1 = �;
б) (��)−1 = �−1�−1;
в) (�⊤)−1 = (�−1)⊤.
Доведення. а) Випливає з рiвностi (4.6).

б) Маємо

�� · �−1�−1 = � · ��−1 · �−1 = � · � · �−1 = �� · �−1 = � · �−1 = �.

Аналогiчно доводиться рiвнiсть �−1�−1 · �� = �.
в) Транспонуючи рiвнiсть (4.6), одержуємо

(�−1)⊤ · �⊤ = �⊤ · (�−1)⊤ = �⊤ = �.

Отже, (�−1)⊤ є оберненою матрицею до �⊤. �

Вправа 14. Чи правильно, що для оборотних матриць � i � виконується
рiвнiсть (� + �)−1 = �−1 + �−1 ?

Зауваження. Рiвнiсть (��)−1 = �−1�−1 i необхiднiсть виконання обер-
нених дiй у порядку, зворотному до початкового, можна проiлюструвати
таким прикладом. Розглянемо три дiї: одягання шкарпеток, черевикiв
i светра. Коли дiї комутують (одягання черевикiв i светра), то й поря-
док обернених дiй – роздягання – може бути довiльним. Якщо ж дiї
не комутують (шкарпетки i черевики), то роздягатись можна лише в
зворотному порядку.
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Назвемо матрицю елементарною, якщо вона одержується з одини-
чної матрицi за допомогою одного елементарного перетворення рядкiв
або стовпцiв. Таким чином, маємо три типи елементарних матриць:

a) матриця

�7 8 =

©«

1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
. . .

0 . . . 0 . . . 1 . . . 0
. . .

0 . . . 1 . . . 0 . . . 0
. . .

0 . . . 0 . . . 0 . . . 1

ª®®®®®®®®®®®¬

7

8

7 8

, (4.7)

яка одержується з одиничної перестановкою 7-го та 8-го рядкiв (стов-
пцiв);

б) матриця

�7 8(0) =

©«

1 . . . 0 . . . 0 . . . 0
. . .

0 . . . 1 . . . 0 . . . 0
. . .

0 . . . 0 . . . 1 . . . 0
. . .

0 . . . 0 . . . 0 . . . 1

ª®®®®®®®®®®®¬

7

8

7 8

, (4.8)

яка одержується з одиничної додаванням до 7-го рядка 8-го, помноженого
на 0 (додаванням до 8-го стовпця 7-го, помноженого на 0);

в) матриця

�7(0) =

©«

1 . . . 0 . . . 0
. . .

0 . . . 0 . . . 0
. . .

0 . . . 0 . . . 1

ª®®®®®®¬
7

7

, (4.9)
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яка одержується з одиничної множенням 7-го рядка (стовпця) на чи-
сло 0 , 0.

Твердження 29. Множення матрицi � на елементарну матрицю злiва
(справа) виконує вiдповiдне елементарне перетворення рядкiв (стовпцiв)
матрицi �.

Доведення. Це випливає з теореми 26 про властивостi рядкiв i стовпцiв
матрицi добутку. Покажемо, наприклад, чому множення матрицi � на
�7 8(0) справа рiвносильне додаванню до 8-го стовпця матрицi � її 7-го
стовпця, помноженого на 0. Справдi, нехай a1, a2, . . . , a< – стовпцi
матрицi �. Тодi за теоремою 26 при 9 , 8 9-й стовпець матрицi � · �7 8(0)
можна записати як

0 · a1 + . . . + 0 · a9−1 + 1 · a9 + 0 · a9+1 + . . . + 0 · a< = a9,

а 8-й стовпець матрицi � · �7 8(0) як

0 ·a1+. . .+0 ·a7−1+0 ·a7+0 ·a7+1+. . .+1 ·a8+0 ·a8+1+. . .+0 ·a< = a8+0 ·a7.

Отже, матриця � · �7 8(0) одержується з � додаванням до 8-го стовпця
матрицi � її 7-го стовпця, помноженого на 0. �

Твердження 30. Для кожної елементарної матрицi iснує обернена, яка
також буде елементарною матрицею.

Доведення. Елементарну матрицю �′ можна записати у виглядi добутку
�′ = �′ · � = � · �′. Тепер наше твердження випливає iз твердження 29
i того, що для кожного елементарного перетворення рядкiв/стовпцiв
iснує обернене перетворення, яке також є елементарним перетворен-
ням i яке можна замiнити множенням iз потрiбного боку на вiдповiдну
елементарну матрицю. �

Лема 7. Для матрицi � лiва обернена iснує тодi й лише тодi, коли
матриця � є невиродженою.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай � – матриця порядку <. Якщо iснує ма-
триця �, яка є лiвою оберненою до �, то з рiвностi �� = � i наслiдку 17
отримуємо

< ≥ rank � ≥ rank �� = rank � = < .

Отже, rank � = < i матриця � – невироджена.
Достатнiсть. Нехай тепер матриця � є невиродженою. Елементар-

ними перетвореннями рядкiв матрицю � можна звести до ступiнчастого
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вигляду. Оскiльки rank � = <, то ступiнчастий вигляд не мiстить ну-
льових рядкiв, а тому насправдi є трикутним. Але трикутну матрицю
у свою чергу можна звести елементарними перетвореннями рядкiв до
одиничної матрицi. Позаяк кожному елементарному перетворенню ряд-
кiв вiдповiдає множення злiва на вiдповiдну елементарну матрицю, то
отримуємо рiвнiсть

�9 . . . �2�1� = � ,

де �9, . . . , �2, �1 – деякi елементарнi матрицi. Але тодi матриця
� = �9 . . . �2�1 є лiвою оберненою до �. �

Аналогiчно доводиться i двоїста лема 8.

Лема 8. Для матрицi � права обернена iснує тодi й лише тодi, коли
матриця � є невиродженою.

Iз цих двох лем i твердження 27 одразу випливає така теорема.

Теорема 26 (критерiй iснування оберненої матрицi). Обернена матриця
�−1 iснує тодi й лише тодi, коли матриця � є невиродженою.

Твердження 31. Якщо � – довiльна (; × <)-матриця, а � i � – невиро-
дженi квадратнi матрицi порядкiв ; i < вiдповiдно, то

rank � = rank �� = rank ��

(тобто множення на невироджену матрицю не змiнює рангу матрицi).
Доведення. Оскiльки невироджена матриця є оборотною, то з наслiд-
ку 17 одержуємо

rank � ≥ rank �� ≥ rank(�−1 · ��) = rank(�−1� · �) = rank �� = rank � .

Отже, rank � = rank ��. Рiвнiсть rank � = rank �� доводиться аналогi-
чно. �

Обернена матриця є корисним iнструментом при дослiдженнi ква-
дратних СЛР �x = b iз невиродженою матрицею �. За теоремою
Кронекера–Капеллi про визначенiсть така СЛР має єдиний розв’язок,
який можна обчислити так:

�−1b = �−1(�x) = (�−1�)x = �x = x.

Знаходити розв’язок СЛР таким методом особливо зручно тодi, коли
доводиться розв’язувати багато систем iз тiєю самою основною матри-
цею �, але рiзними стовпцями 1 вiльних членiв. Справдi, у такому разi
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досить один раз обчислити матрицю �−1, а далi обчислювати лише до-
бутки �−1b. Але для цього треба вмiти обчислювати обернену матрицю.

Твердження 29 i спосiб його використання при доведеннi леми 7
дають зручний метод обчислення матрицi �−1. Для цього до матрицi �
дописуємо справа одиничну матрицю � такого ж порядку й отримуємо
матрицю (�|�). Потiм за допомогою елементарних перетворень рядкiв
матрицi (�|�) зводимо її лiву частину � до одиничної матрицi �. Якщо ма-
трицi �9, . . . , �2, �1 – елементарнi, що вiдповiдають цим перетворенням
рядкiв, то маємо

(�|�) (�9 . . . �2�1�|�9 . . . �2�1�) = (� |�).
Iз доведення леми 7 одразу випливає, що отримана у правiй частинi
матриця � – це i є �−1.

Приклад 11. Знайдемо обернену матрицю для матрицi � =

(
1 2 3

2 3 4

4 5 7

)
:

(
1 2 3

2 3 4

4 5 7

�����
1 0 0

0 1 0

0 0 1

)
 

(
1 2 3

0 −1 −2
0 −3 −5

�����
1 0 0

−2 1 0

−4 0 1

)
 

 

(
1 2 3

0 1 2

0 0 1

�����
1 0 0

2 −1 0

2 −3 1

)
 

(
1 2 0

0 1 0

0 0 1

�����
−5 9 −3
−2 5 −2
2 −3 1

)
 

 

(
1 0 0

0 1 0

0 0 1

�����
−1 −1 1

−2 5 −2
2 −3 1

)
.

Отже, �−1 =

( −1 −1 1

−2 5 −2
2 −3 1

)
.

Варiацiєю описаного методу є спосiб обчислення �−1 за допомогою
елементарних перетворень стовпцiв. Для цього до матрицi � дописуємо
знизу одиничну матрицю � такого ж порядку i далi елементарними пере-
твореннями стовпцiв отриманої матрицi зводимо її верхню частину � до
одиничної матрицi � (елементарнi матрицi �1, �2, . . . , �9 вiдповiдають
перетворенням стовпцiв):(

�

�

)
 

(
��1�2 . . .�9

��1�2 . . .�9

)
=

(
�

�−1

)
.
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4.4. Задачi

4.1. Покажiть, що лiнiйне перетворення

φα : (F, G) 7→ (F cos α − G sin α, F sin α + G cos α)

простору R
2 можна iнтерпретувати як поворот площини навколо

початку координат на кут α. Випишiть матрицю [φα] цього пере-
творення i обчислiть добуток [φα] · [φβ].

4.2. Доведiть, що а) коли ; ≥ <, то кожен пiдпростiр простору %< є
ядром деякого лiнiйного вiдображення φ : %< → %;;

б) коли ; ≤ <, то кожен пiдпростiр простору %; є образом деякого
лiнiйного вiдображення φ : %< → %;.

4.3. а) Наведiть приклад дiйсної матрицi � другого порядку, для якої
виконується рiвнiсть �2 = −�.
б) Наведiть приклад дiйсних матриць � i � другого порядку, для
яких виконується рiвнiсть �� = −��, причому �� , 0.

4.4.∗ Доведiть, що для кожної виродженої матрицi � iснують такi нену-
льовi матрицi � i �, що �� = �� = 0.

4.5. а) Знайдiть необхiднi й достатнi умови iснування розв’язку матри-
чного рiвняння �- = �.

б) Аналогiчне завдання для матричного рiвняння -� = �.

4.6. Доведiть, що для кожної квадратної матрицi � порядку < iснує
такий многочлен 5 (F) степеня ≤ <2, що 5 (�) = 0.

4.7. Нехай � – квадратна матриця порядку <. Доведiть, що матричне
рiвняння �- = �

а) має єдиний розв’язок для кожної матрицi � порядку < тодi й
лише тодi, коли матриця � – невироджена;

б) має єдиний розв’язок для деякої матрицi � порядку < тодi й
лише тодi, коли матриця � – невироджена.

4.8. Чи правильно, що коли стовпцi квадратної матрицi � є лiнiйно
незалежними, то такими будуть i стовпцi матрицi �2?

4.9.∗ Нехай (; × <)-матриця � має ранг @. Доведiть, що � можна роз-
класти в добуток � = ��, де множники � i � мають розмiри ; × @ i
@ × < вiдповiдно.
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4.10.∗∗ Доведiть нерiвнiсть Сильвестра: для довiльних матрицi � розмiру
; × 9 i матрицi � розмiру 9 × < виконується нерiвнiсть

rank � + rank � ≤ rank(��) + 9.

4.11.∗ Нехай �, �,� – квадратнi матрицi порядку <. Доведiть, що коли
��� = 0, то rank � + rank � + rank � ≤ 2<.

4.12. Доведiть, що (; × <)-матриця � має лiву обернену тодi й лише
тодi, коли rank � = <, а праву обернену – тодi й лише тодi, коли
rank � = ;.

4.13.◦ Доведiть, що в тiлi кватернiонiв система “правих” лiнiйних рiвнянь

7F + 8G = 1, 9F − G = 7

має єдиний розв’язок, а система “лiвих” рiвнянь

F7 + G 8 = 1, F9 − G = 7

розв’язкiв не має. Це дає приклад матрицi над тiлом, яка є оборо-
тною, але транспонована до якої не є оборотною.

4.14.◦ Нехай � = (07 8)7,8∈N – нескiнченна матриця, причому

07 8 =

{
1, якщо 8 − 7 = 1;
0, якщо 8 − 7 , 1.

Доведiть, що � · �⊤ = �, але �⊤ · � , �.

4.15. Доведiть, що є нескiнченно багато дiйсних матриць другого поряд-
ку, якi задовольняють рiвнiсть �2 = �.

4.16. Кронекерiвським добутком �×� матриць � = (07 8);×< i � = (19:)>×?
називається матриця

� × � =
©«
011� 012� . . . 01<�

021� 022� . . . 02<�

. . . . . . . . . . . . . .

0;1� 0;2� . . . 0;<�

ª®®¬
розмiру ;> × <?. Доведiть, що кронекерiвський добуток матриць
має такi властивостi:
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а) (α�) × � = � × (α�) = α(� × �);
б) (� + �) × � = � × � + � × �;

в) � × (� + �) = � × � + � × �;

г) (� × �)⊤ = �⊤ × �⊤;

д) якщо добутки �� i �� мають змiст, то (�×�)(�×�) = (��×��).

4.17. Доведiть, що кронекерiвський добуток �×� невироджених матриць
� i � також є невиродженою матрицею.

4.18. Доведiть, що перестановками рядкiв i стовпцiв матрицю � × �

можна звести до матрицi � × �.

4.19. а)∗ Доведiть, що для довiльної матрицi � ∈ ";×<(R) рангу @ кожна
з матриць ��⊤ i �⊤� є симетричною матрицею рангу @.

б) Чи правильне аналогiчне твердження для матриць iз компле-
ксними коефiцiєнтами?

4.20.◦ Доведiть теорему Фредгольма: СЛР �x = b iз дiйсними коефiцi-
єнтами буде сумiсною тодi й лише тодi, коли стовпець b вiльних
членiв є ортогональним до всiх розв’язкiв спряженої однорiдної
СЛР �⊤y = 0.

4.21.∗ Доведiть, що, коли елементарними перетвореннями стовпцiв зве-

сти матрицю

(
�

�

)
до такого вигляду

(
�

�

)
, щоб у верхнiй частинi

ненульовi стовпцi матрицi � стали лiнiйно незалежними, то суку-
пнiсть продовжень у нижнiй частинi � нульових стовпцiв матрицi
� утворює ФСР однорiдної СЛР �x = 0.
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5. Пiдстановки

5.1. Поняття пiдстановки

Пiдстановкою на множинi " називається взаємно однозначне вiдоб-
раження множини " на себе (тобто взаємно однозначне перетворення
множини ").

Значення функцiї 5 у точцi F можна позначати по-рiзному: 5 (F), 5 F,
F 5 , F 5 . Для пiдстановок ми будемо зазвичай використовувати традицiй-
нiше перше позначення, однак у деяких випадках останнє позначення є
зручнiшим.

Якщо множина " = {;1,;2, . . . ,;<} – скiнченна (а нас буде цiка-
вити лише цей випадок), то пiдстановку π : " → " можна задавати
таблицею, явно вказуючи для кожного елемента ; ∈ " його образ
π(;):

π =

(
;1 ;2 ;3 . . . ;<−1 ;<

π(;1) π(;2) π(;3) . . . π(;<−1) π(;<)

)
. (5.1)

Очевидно, що порядок стовпцiв у правiй частинi запису (5.1) може бути
довiльним.

Елементи скiнченної множини " можна занумерувати (фактично ви-
ще ми це вже зробили). Тодi з кожною пiдстановкою π =

(;1 ;2 ... ;<
;71

;72
... ;7<

)
на

множинi " природно пов’язується пiдстановка π =
(
1 2 ... <
71 72 ... 7<

)
на множи-

нi # = {1, 2, . . . , <} номерiв елементiв. Навпаки, за пiдстановкою π легко
вiдновлюється початкова пiдстановка π. Тому далi будемо розглядати
лише пiдстановки на множинi # = {1, 2, . . . , <} перших < натуральних
чисел. Множина всiх пiдстановок на множинi # позначається (<.

Якщо розглядаються пiдстановки на множинi {1, 2, . . . , <}, то запис
пiдстановки у виглядi (

1 2 3 . . . <

71 72 73 . . . 7<

)
, (5.2)

тобто, коли числа у верхньому рядку йдуть у природному порядку, буде-
мо називати стандартним. При стандартному записi кожна пiдстановка
π однозначно визначається своїм нижнiм рядком, тобто перестановкою
(π(1), π(2), . . . , π(<)) чисел 1, 2, . . . , <. Цим переходом вiд пiдстановки π
до перестановки (π(1), π(2), . . . , π(<)) i назад ми часто будемо користува-
тися.

Теорема 27. Множина (< мiстить <! пiдстановок.
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Доведення. Будемо записувати пiдстановки у стандартному виглядi (5.2).
На перше мiсце в нижньому рядку ми можемо поставити довiльний
елемент множини {1, 2, . . . , <}, тобто 71 можемо вибрати < способами.
Оскiльки пiдстановка вiдображає рiзнi елементи в рiзнi, то на друге
мiсце ми поставимо довiльний елемент, вiдмiнний вiд 71. Отже, елемент
72 можна вибрати <− 1 способом. На третьому мiсцi має стояти елемент,
вiдмiнний як вiд 71, так i вiд 72. Тому 73 можливо вибрати <−2 способами
i т. д. Нарештi, якщо елементи 71, 72, . . . , 7<−1 уже вибранi, то 7< можна
вибрати лише одним способом – це той елемент iз {1, 2, . . . , <}, який у
нижньому рядку ще не зустрiчався.

Позаяк на кожному кроцi кiлькiсть способiв вибору чергового еле-
мента не залежить вiд того, якi саме елементи вже вибранi, то загальна
кiлькiсть способiв заповнити нижнiй рядок така:

< · (< − 1) · (< − 2) · · · · · 2 · 1 = <! . �

Якщо π i τ – двi пiдстановки iз (<, то природно визначається їх супер-
позицiя як перетворень множини # = {1, 2, . . . , <}:

(π · τ)(7) = τ(π(7))
(увага! першою виконується лiва пiдстановка π). Але у випадку пiдстано-
вок замiсть суперпозицiї перетворень зазвичай говорять про множення
пiдстановок, а результат суперпозицiї π · τ називають добутком пiдста-
новок. Перемножимо, наприклад, двi пiдстановки з (<:(

1 2 3 4 5 6

3 5 2 4 1 6

)
·
(
1 2 3 4 5 6

2 6 3 5 4 1

)
=

(
1 2 3 4 5 6

3 4 6 5 2 1

)
.

Враховуючи, що суперпозицiя взаємно однозначних перетворень та-
кож є взаємно однозначним перетворенням, то добуток двох пiдстановок
iз (< завжди буде пiдстановкою з (<

11.

Теорема 28 (про властивостi множення пiдстановок).
а) Множення пiдстановок асоцiативне: π · (τ · μ) = (π · τ) · μ для

довiльних пiдстановок π, τ, μ ∈ (<;
б) множення пiдстановок, узагалi кажучи, не комутативне: для

кожного < > 2 iснують такi пiдстановки π, τ ∈ (<, що π · τ , τ · π;
в) тотожна пiдстановка ε =

(
1 2 . . . <

1 2 . . . <

)
має властивостi ней-

трального елемента (одиницi) для множення, тобто π · ε = ε · π = π для
кожної пiдстановки π ∈ (<;

11 Нагадуємо, що множити можна тiльки пiдстановки на однiй i тiй же множинi.
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г) для кожної пiдстановки π =

(
1 2 . . . <

71 72 . . . 7<

)
обернена пiдста-

новка π−1 =

(
71 72 . . . 7<
1 2 . . . <

)
має властивостi оберненого елемента,

тобто π · π−1 = π−1 · π = ε.

Доведення. а) Пiдстановки є частковим випадком вiдображень, а мно-
ження довiльних вiдображень є асоцiативним.

б) Наприклад,(
1 2 3 4 . . . <

2 1 3 4 . . . <

)
·
(
1 2 3 4 . . . <

1 3 2 4 . . . <

)
=

(
1 2 3 4 . . . <

3 1 2 4 . . . <

)
,

,

(
1 2 3 4 . . . <

2 3 1 4 . . . <

)
=

(
1 2 3 4 . . . <

1 3 2 4 . . . <

)
·
(
1 2 3 4 . . . <

2 1 3 4 . . . <

)
.

в) Оскiльки для всiх F маємо ε(F) = F, то для всiх 7 ∈ #

(π · ε)(7) = ε(π(7)) = π(7) та (ε · π)(7) = π(ε(7)) = π(7).

г) Очевидно. �

Якщо множникiв бiльше, нiж два, то результат множення може зале-
жати не лише вiд порядку, в якому виписанi множники, а й вiд порядку
виконання дiй (адже кожного разу можна перемножити лише два мно-
жники). Порядок виконання дiй зазвичай визначається за допомогою
розстановки дужок: дiї у внутрiшнiх дужках виконуються ранiше. Ви-
являється, що, коли множення є асоцiативним, то результат залежить
лише вiд порядку множникiв.

Твердження 32. Якщо множення асоцiативне, то значення добутку
0102 · · · 0< не залежить вiд способу розстановки дужок.

Доведення. Застосуємо iндукцiю за кiлькiстю множникiв. Для < ≤ 2

твердження тривiальне, а для < = 3 воно збiгається з асоцiативним
законом.

Нехай тепер < > 3. У двох рiзних способах розстановки дужок у
добутку 0102 · · · 0< видiлимо дiю, яка виконується останньою: нехай

C = (01 · · · 09) · (09+1 · · · 0<) i D = (01 · · · 0;) · (0;+1 · · · 0<).

Якщо 9 = ;, то рiвнiсть C = D одразу випливає iз припущення iнду-
кцiї. Тому можна вважати, що 9 < ;. За припущенням iндукцiї можна
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перейти до розстановок

C = (01 · · · 09) ·
(
(09+1 · · · 0;) · (0;+1 · · · 0<)

)
i

D =
(
(01 · · · 09) · (09+1 · · · 0;)

)
· (0;+1 · · · 0<) .

Позначимо:

0 = 01 · · · 09, 1 = 09+1 · · · 0;, 2 = 0;+1 · · · 0<.

Рiвнiсть C = D тепер випливає iз закону асоцiативностi:

C = 0 · (1 · 2) = (0 · 1) · 2 = D. �

5.2. Поняття групи

У математицi часто зустрiчаються рiзнi дiї на множинах, якi задоволь-
няють умови а), в) i г) теореми 28. Спостереження про те, що багато
властивостей таких дiй випливають тiльки iз цих умов i не залежать
вiд природи елементiв самої множини, привело до загального поняття
групи.

Означення 16. Групою називається непорожня множина � з визначе-
ною на нiй бiнарною дiєю ·, яка задовольняє такi умови (аксiоми групи) :

(1) асоцiативнiсть:

(0 · 1) · 2 = 0 · (1 · 2) для довiльних 0, 1, 2 ∈ � ;

(2) iснування нейтрального елемента: iснує такий елемент 4, що

0 · 4 = 4 · 0 = 0 для довiльного 0 ∈ � ;

(3) оборотнiсть: для кожного 0 ∈ � iснує такий елемент 1 (вiн
називається оберненим до 0), що

0 · 1 = 1 · 0 = 4 .

Якщо дiя комутативна, тобто 0 · 1 = 1 · 0 для всiх 0 i 1, то група
називається комутативною або абелевою.

Зазвичай дiя · називається множенням, а нейтральний елемент 4 –
одиницею групи �. Обернений до 0 елемент позначають 0−1 (коректнiсть
цього позначення обґрунтовується нижче у твердженнi 34.б). Однак у
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конкретних група дiя може називатися iнакше i позначатися iншим сим-
волом. Зокрема, в абелевих групах дiя часто називається додаванням
iз використання вiдповiдної адитивної термiнологiї (нейтральний еле-
мент називають нулем, замiсть оберненого говорять про протилежний
елемент, i т. д.).

Iз теореми 28 випливає, що множина (< є групою вiдносно множення
пiдстановок, причому при < > 2 ця група буде некомутативною. Її
називають симетричною групою степеня <.

Багато прикладiв груп, переважно комутативних, уже зустрiчало-
ся ранiше. Легко перевiряється, що комутативними групами вiдносно
додавання будуть множини Z,Q, R iC цiлих, рацiональних, дiйсних i ком-
плексних чисел вiдповiдно. Комутативними групами вiдносно множення
є множини Q

∗, R∗ i C∗ ненульових рацiональних, дiйсних i комплексних
чисел. Усi цi числовi групи є нескiнченними. Прикладом скiнченної чи-
слової групи вiдносно множення є множина C< комплексних коренiв
степеня < з 1 – це випливає iз твердження 3 про мультиплiкативну
замкненiсть C<.

Важливий приклад некомутативної групи з’явився у нас нещодавно.

Твердження 33. Множина �!<(%) усiх невироджених квадратних ма-
триць порядку < iз коефiцiєнтами з поля % утворює групу вiдносно мно-
ження матриць.

Доведення. За теоремою 26 матриця буде невиродженою тодi й лише
тодi, коли вона має обернену. За твердженням 28 добуток оборотних
матриць також є оборотною матрицею, тому множина �!<(%) замкнена
вiдносно множення. Множення невироджених матриць є асоцiативним,
позаяк таким є множення довiльних матриць. Iншi двi аксiоми групи
випливають iз того, що одинична матриця � є невиродженою i що для
невиродженої матрицi � обернена матриця �−1 також є оборотною, а
тому невиродженою. �

Твердження 34 (найпростiшi властивостi груп).
а) У кожнiй групi iснує єдиний нейтральний елемент.
б) У кожнiй групi для кожного елемента iснує єдиний обернений еле-

мент.
в) У кожнiй групi групi можна скорочувати як злiва, так i справа.
г) Кожне з рiвнянь 0F = 1, G0 = 1 має у групi єдиний розв’язок.

Доведення. а) З означення нейтрального елемента випливає, що, коли
кожен з елементiв 41 i 42 є нейтральним, то

41 = 41 · 42 = 42.
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б) Нехай кожен з елементiв 1 i 2 є оберненим до 0. Тодi з асоцiатив-
ностi множення випливає, що

1 = 1 · 4 = 1 · 02 = 10 · 2 = 4 · 2 = 2.
в) Нехай 01 = 02. Тодi 0−1 · 01 = 0−1 · 02. Але

0−1 · 01 = 0−10 · 1 = 4 · 1 = 2
i, аналогiчно, 0−1 · 02 = 2. Отже, 1 = 2. Так само доводиться iмплiкацiя
10 = 20 ⇒ 1 = 2.

г) Домноживши рiвняння 0F = 1 на 0−1 злiва, отримуємо

0−1 · 1 = 0−1 · 0F = 0−10 · F = 4 · F = F.
Отже, розв’язком рiвняння 0F = 1 може бути лише F = 0−11. Легко
перевiряється, що це справдi розв’язок

0 · 0−11 = 0−10 · 1 = 4 · 1 = 1.
Подiбним чином доводиться, що єдиним розв’язком рiвняння G0 = 1

є G = 10−1. �

Але скорочувати з рiзних сторiн можна лише в комутативних групах.
У некомутативнiй групi з рiвностi 10 = 02, узагалi кажучи, не випливає,
що 1 = 2. Наприклад, для пiдстановок маємо(

1 2 3

2 1 3

)
·
(
1 2 3

1 3 2

)
=

(
1 2 3

1 3 2

)
·
(
1 2 3

3 2 1

)
=

(
1 2 3

3 1 2

)
,

але (
1 2 3

2 1 3

)
,

(
1 2 3

3 2 1

)
.

Вправа 15. Наведiть приклад таких невироджених матриць �, � i �
порядку 2, що �� = ��, але � , �.

5.3. Розклад пiдстановки у добуток циклiв

Iз кожною пiдстановкою π ∈ (< пов’язується граф дiї Γπ цiєї пiдстанов-
ки. Це орiєнтований <-вершинний граф, вершини якого занумерованi
числами вiд 1 до < i який мiстить стрiлку з вершини 7 у вершину 8 тодi й
лише тодi, коли π(7) = 8. Наприклад, для пiдстановки(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

3 10 11 1 8 2 7 5 9 6 4

)
(5.3)

цей граф виглядає так:
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Цей граф має ту властивiсть, що з кожної вершини виходить рiвно
одна стрiлка i в кожну вершину заходить рiвно одна стрiлка. Якщо ми по-
чнемо з якоїсь вершини 0 рухатися по стрiлках графа: 0 → 1 → 2 → . . .,
то першою вершиною, яка повториться, буде 0 (iнакше у вершину, яка
повториться першою, буде заходити двi стрiлки). Тому компонентами
зв’язностi графа Γπ будуть цикли. Зокрема, граф дiї пiдстановки (5.3)
мiстить по одному циклу довжини 2, 3 i 4 вiдповiдно та два цикли дов-
жини 1.

Зауважимо, що цикли довжини 1 вiдповiдають тим елементам
7 ∈ {1, 2, . . . , <}, для яких π(7) = 7, тобто нерухомим точкам пiдстанов-
ки π. Цикли, якi мiстять бiльше однiєї вершини, називають нетривiаль-
ними.

Iз графом Γπ пов’язаний так званий цикловий запис пiдстановки, коли
елементи кожного циклу записуються послiдовно i видiляються кругли-
ми дужками.

Запис (012 . . . 3) означає, що 0 переходить у 1, 1 – у 2, ... , а останнiй
елемент 3 переходить в 0. Наприклад, цикловий запис пiдстановки (5.3)
має вигляд

(1 3 11 4)(2 10 6)(5 8)(7)(9).
Оскiльки рiзнi цикли циклового запису не мають спiльних елементiв,
то цикловий запис ще називають розкладом пiдстановки в добуток
незалежних циклiв. Якщо множина, на якiй дiє пiдстановка, вiдома, то в
цикловому записi часто лишають лише нетривiальнi цикли, а нерухомi
точки опускають. Зокрема, для пiдстановки (5.3) такий скорочений
запис матиме вигляд

(1 3 11 4)(2 10 6)(5 8).

Зауважимо, що цикловий запис пiдстановки не є однозначним: цикли
можна виписувати у довiльному порядку, а всерединi кожного циклу
починати можна з довiльної його вершини. Наприклад, цикловий запис
пiдстановки (5.3) може бути i таким:

(10 6 2)(7)(4 1 3 11)(5 8)(9).
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Вправа 16. Як за цикловим записом пiдстановки π знайти цикловий
запис оберненої пiдстановки π−1?

Якщо пiдстановка мiстить лише один нетривiальний цикл, то вона та-
кож називається циклом. Цикли довжини 2 називають транспозицiями.
Два цикли називаються незалежними, якщо вони не мають спiльних еле-
ментiв. Цикловий запис пiдстановки фактично є розкладом пiдстановки
в добуток незалежних циклiв.

Теорема 29. Кожна пiдстановка розкладається в добуток транспози-
цiй.

Доведення. Позаяк кожну пiдстановку можна розкласти в добуток ци-
клiв, то досить довести, що кожен цикл розкладається в добуток транспо-
зицiй. Розкласти цикл у добуток транспозицiй можна рiзними способами.
Три способи такого розкладу безпосередньо видно з рисункiв:

01 02 · · · 09 01 02 · · · 09 01 02 · · · 09

а)

r r r r r. . .

❅❅❘!!✠r r r r r. . .

❅❅❘!!✠r r r r r. . .

r r r r r. . .

❅❅❘!!✠r r r r r. . .

♣ ♣ ♣ ♣ ♣ ♣ ♣ ♣ б)

r r rr. . .❳❳❳❳❳❳③
✘✘✘✘✘✘✾r r r r. . .PPPPq
✏✏✏✏✮r r r r. . .

r r r r. . .

❅❅❘!!✠r r r r. . .

♣ ♣ ♣ ♣ ♣ ♣ ♣ в)

r r rr . . .

❅❅❘!!✠r r r r. . .❍❍❍❥
✟✟✟✙r r r r. . .

r r r r. . .❳❳❳❳❳❳③
✘✘✘✘✘✘✾r r r r. . .

♣ ♣ ♣ ♣ ♣ ♣ ♣

Цим рисункам вiдповiдають такi розклади:
(01 02 . . . 09−1 09) = (09−1 09) · · · (09−2 09−1) · (02 03) · (01 02) (рис. а);
(01 02 . . . 09−1 09) = (09−1 09) · · · (09−2 09−1) · (02 03) · (01 02) (рис. б);
(01 02 . . . 09−1 09) = (01 02) · (01 03) · · · (01 09) (рис. в). �

Зауваження. Уже з доведення теореми 29 видно, що розклад пiдста-
новки в добуток транспозицiй не є однозначним. Iз рiвностi

(01)(12)(01) = (02)
випливає, що й кiлькiсть множникiв у розкладi може бути рiзною.

Твердження 35. Кожна транспозицiя розкладається в добуток непар-
ної кiлькостi транспозицiй сусiднiх елементiв.

Доведення. Безпосередньо перевiряється, що транспозицiя (9 :), де 9 < :,
розкладається в добуток

(9 :)= (9 9+1)(9+1 9+2) · · · (:−2 :−1)(:−1 :)(:−2 :−1) · · · (9 9+1),
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кiлькiсть множникiв у якому дорiвнює 2(: − 9) − 1. �

Звiдси i з теореми 29 отримуємо наслiдок 18.

Наслiдок 18. Кожна пiдстановка розкладається в добуток транспози-
цiй сусiднiх елементiв.

5.4. Парнi та непарнi пiдстановки

Говорять, що в перестановцi 01, 02, . . . , 0< елементiв 1, 2, . . . < елемен-
ти 07 й 08 утворюють iнверсiю, або iнверсну пару, якщо 7 < 8, але 07 > 08
(тобто, якщо бiльший елемент зустрiчається ранiше, нiж менший). Пiд
кiлькiстю iнверсiй пiдстановки (5.1) розумiють суму кiлькостi iнверсiй у
верхньому рядку ;1,;2, . . . ,;< i кiлькостi iнверсiй у нижньому рядку
π(;1), π(;2), . . . , π(;<). Наприклад, пiдстановка

π =

(
2 5 3 4 1 6

3 5 2 1 6 4

)

має 13 iнверсiй – 6 iнверсiй у верхньому рядку i 7 iнверсiй – у нижньому.
Кiлькiсть iнверсiй пiдстановки π позначають #(π).
Пiдстановка називається парною, якщо вона має парну кiлькiсть

iнверсiй, i непарною у протилежному випадку. I хоча число iнверсiй пiд-
становки π залежить вiд способу її запису (оскiльки порядок елементiв
у верхньому рядку може бути довiльним), виявляється, що парнiсть
пiдстановки вiд її запису вже не залежить.

Твердження 36. Парнiсть кiлькостi iнверсiй #(π) пiдстановки π є вла-
стивiстю самої пiдстановки i не залежить вiд способу її запису.

Доведення. Розглянемо два записи(
. . . 0 1 . . .

. . . 2 3 . . .

)
i

(
. . . 1 0 . . .

. . . 3 2 . . .

)
(5.4)

пiдстановки π, якi вiдрiзняються один вiд другого перестановкою двох
сусiднiх стовпцiв. В обох записах усi iнверсiї у верхнiх рядках однаковi,
за винятком пари 0 i 1. Якщо у першому записi цi елементи утворюють
iнверсiю, то в другому – нi, i навпаки. Тому кiлькiсть iнверсiй у верхнiх
рядках записiв (5.4) вiдрiзняється на 1. З аналогiчних причин кiлькiсть
iнверсiй у нижнiх рядках записiв (5.4) теж вiдрiзняється на 1. Проте
тодi загальна кiлькiсть iнверсiй у другому записi пiдстановки π або на
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2 менша, нiж у першому, або така сама, або на 2 бiльша. Але парнiсть
кiлькостi iнверсiй в обох записах однакова.

Перестановками стовпцiв вiд довiльного запису пiдстановки π можна
перейти до стандартного запису (5.2). Отже, при довiльному записi пiд-
становки парнiсть кiлькостi iнверсiй буде така сама, як при стандартному,
а тому не залежить вiд способу її запису. �

Зауважимо, що стандартний запис тотожної пiдстановки взагалi не
мiстить iнверсiй. Тому тотожна пiдстановка є парною.

Знаком sign π пiдстановки π називається число sign π = (−1)#(π). Iз
твердження 36 випливає, що знак пiдстановки є властивiстю самої пiд-
становки, бо не залежить вiд способу її запису.

Лема 9. Якщо α – транспозицiя сусiднiх елементiв, то пiдстановки π
та απ мають протилежнi знаки.

Доведення. Нехай α = (9 9+1) i

π =

(
. . . 9 9 + 1 . . .

. . . 0 1 . . .

)
.

Тодi

απ =

(
. . . 9 9 + 1 . . .

. . . 1 0 . . .

)
.

Якщо 0 < 1, то цi числа не утворюють iнверсiю в пiдстановцi π, але утво-
рюють iнверсiю в пiдстановцi απ. Тому при переходi вiд π до απ кiлькiсть
iнверсiй збiльшується на 1. Якщо ж 0 > 1, то навпаки – при переходi вiд
π до απ число iнверсiй зменшується на 1. В обох випадках числа #(π) та
#(απ) вiдрiзняються на 1, а тому π та απ мають протилежнi знаки. �

Твердження 37. а) Кожна транспозицiя є непарною пiдстановкою.
б) Множення пiдстановки злiва на довiльну транспозицiю змiнює

парнiсть пiдстановки на протилежну.
в) Парнiсть пiдстановки збiгається з парнiстю кiлькостi множни-

кiв у розкладi пiдстановки в добуток транспозицiй. Зокрема, парнiсть
кiлькостi множникiв не залежить вiд способу розкладу пiдстановки в
добуток транспозицiй.

г) Якщо < > 1, то в (< кiлькiсть парних пiдстановок дорiвнює кiлько-
стi непарних i дорiвнює <!/2.

д) sign(π1π2) = sign π1 · sign π2. Зокрема, добуток пiдстановок одна-
кової парностi є парною пiдстановкою, а добуток пiдстановок рiзної
парностi – непарною.
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е) Пiдстановка й обернена до неї мають однакову парнiсть.
є) Множина парних пiдстановок iз (< утворює групу.

Доведення. а) За твердженням 35 довiльну транспозицiю τ можна роз-
класти в добуток τ = μ29−1 · · · μ2μ1 непарної кiлькостi транспозицiй сусi-
днiх елементiв. Перепишемо цей добуток у виглядi μ29−1 · · · μ2μ1ε, де ε –
тотожна пiдстановка. Оскiльки тотожна пiдстановка є парною i для ко-
жного 8 множення на μ8 мiняє, за лемою 9, знак пiдстановки μ8−1 · · · μ2μ1ε
на протилежний, то τ має знак (−1)29−1 = −1, а тому є непарною.

б) Нехай τ = μ29−1 · · · μ2μ1 – розклад транспозицiї τ у добуток непар-
ної кiлькостi транспозицiй сусiднiх елементiв. Тодi твердження випливає
з леми 9 i того, що множення на τ можна замiнити множенням на
добуток μ29−1 · · · μ2μ1.

в) Нехай π = τ; · · · τ2τ1 – розклад пiдстановки π у добуток транспо-
зицiй. Позаяк

τ; · · · τ2τ1 = τ; · · · τ2τ1ε,
то з попереднього пункту випливає, що sign π = (−1); sign ε = (−1);.
Отже, парнiсть пiдстановки π i парнiсть числа ; збiгаються.

г) Нехай < > 1, � – множина парних пiдстановок з (<, а � – множина
непарних пiдстановок з (<. Поставимо у вiдповiднiсть кожнiй пiдстановцi
π ∈ � пiдстановку 5 (π) = (1 2)π. За пунктом б) пiдстановка 5 (π) є непар-
ною, а тому 5 є вiдображенням iз � в �. Це вiдображення є iн’єктивним:
справдi, рiвнiсть 5 (π1) = 5 (π2) означає, що (1 2)π1 = (1 2)π2. Але в групi
(< можна скорочувати злiва, а тому π1 = π2.

З iн’єктивностi вiдображення 5 випливає, що множина � не може
мiстити менше елементiв, нiж �, тобто |�| ≤ |� |.

Аналогiчно доводиться iн’єктивнiсть вiдображення 6 : � → �,
ν 7→ (1 2)ν, iз чого випливає нерiвнiсть |�| ≥ |� |. Отже, |�| = |� |. Оскiль-
ки |�| + |� | = |(< | = <!, то |�| = |� | = <!/2.

д) Нехай
π1 = τ; · · · τ2τ1 i ππ2 = μ9 · · · μ2μ1

– розклади у добуток транспозицiй. Тодi

π1π2 = τ; · · · τ2τ1μ9 · · · μ2μ1
i з пункту в) випливає, що

sign(π1π2) = (−1);+9 = (−1); · (−1)9 = sign π1 · sign π2.
е) Оскiльки добуток π · π−1 = ε є парною пiдстановкою, то з попере-

днього пункту випливає, що множники π i π−1 повиннi мати однакову
парнiсть.
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є) Добуток парних пiдстановок є парною пiдстановкою, тому мно-
ження не виводить за межi множини парних пiдстановок. Множення
довiльних пiдстановок є асоцiативним, тому асоцiативним є i множення
парних пiдстановок. Крiм того, нейтральний елемент для множення
пiдстановок – тотожна пiдстановка – є парною, й обернена до парної
пiдстановки є парною. Отже, усi вимоги до групи виконуються. �

Група парних пiдстановок з (< називається знакозмiнною групою
степеня < i позначається �<.

5.5. Задачi

5.1. Матрицею пiдстановки π з (< називається така (0, 1)-матриця
%π = (07 8) порядку <, що 07 8 = 1 тодi й лише тодi, коли π(7) = 8.
Доведiть, що:

а) (0, 1)-матриця % буде матрицею деякої пiдстановки тодi й лише
тодi, коли в кожному рядку i в кожному стовпцi вона мiстить рiвно
одну одиницю;

б) %π · %τ = %πτ;
в) %π−1 = %

⊤
π .

5.2. Нехай 1 · :1+2 · :2+ · · ·+< · :< = <. Знайдiть кiлькiсть тих пiдстановок
з (<, якi мають рiвно :1 циклiв довжини 1, рiвно :2 циклiв довжини
2, . . . , рiвно :< циклiв довжини <.

5.3. Доведiть, що знак sign π пiдстановки π ∈ (< такий:

sign π =
∏

1≤7< 8≤<

π(8) − π(7)
8 − 7

.

5.4. Нехай перестановка 01, 02, . . . , 08−1, 9, 08+1, . . . , 0< має ; iнверсiй,
а послiдовнiсть 01, 02, . . . , 08−1, 08+1, . . . , 0<, яка одержується iз цiєї
перестановки викиданням члена 08 = 9, має ;

′ iнверсiй. Доведiть,
що (−1); = (−1);′ · (−1)8+9.

5.5. Якщо пiдстановка π ∈ (< має 9 незалежних циклiв (рахуючи i
цикли довжини 1), то число 3(π) = <− 9 називається декрементом
пiдстановки π. Доведiть, що

а) sign π = (−1)3(π);
б) пiдстановку πможна подати у виглядi добутку 3(π) транспозицiй;
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в) пiдстановку π не можна подати у виглядi добутку менше нiж
3(π) транспозицiй.

5.6. Доведiть, що найменша кiлькiсть транспозицiй, якими перестанов-
ку 01, 02, . . . , 0< можна перевести в перестановку 11, 12, . . . , 1< тих
же елементiв, дорiвнює декременту пiдстановки(

01 02 . . . 0<
11 12 . . . 1<

)
.

5.7.◦∗ Доведiть, що кожна пiдстановка з (< розкладається в добуток
транспозицiй iз множини {π1, π2, . . . , π<−1} тодi й лише тодi, коли
граф, що вiдповiдає цiй множинi транспозицiй, буде деревом.

5.8.◦∗ Доведiть, що цикл довжини < можна розкласти в добуток < − 1

транспозицiй <<−2 способами.

5.9. Позначимо через 2̂(<, 9) кiлькiсть тих пiдстановок з (<, цикловий
розклад яких мiстить рiвно 9 циклiв, причому всi вони неодиничнi.
Доведiть, що

2̂(< + 1, 9) = <2̂(<, 9) + <2̂(< − 1, 9 − 1).

5.10. Таблицею iнверсiй перестановки 01, 02, . . . , 0< називається набiр
чисел (11, 12, . . . , 1<), де 17 – це кiлькiсть тих iнверсiй, в яких 7 є
меншою компонентою (тобто 17 дорiвнює кiлькостi тих чисел, якi
є бiльшими за 7 й розташованi в перестановцi лiвiше 7).

а) Доведiть, що кожен набiр чисел (11, 12, . . . , 1<), де 0 ≤ 17 ≤ <− 7,
буде таблицею iнверсiй деякої перестановки.

б) Як за набором чисел (11, 12, . . . , 1<) вiдновити перестановку, для
якої цей набiр є таблицею iнверсiй?

5.11. Нехай (11, 12, . . . , 1<) – таблиця iнверсiй, яка вiдповiдає переста-
новцi 01, 02, . . . , 0<. Якiй перестановцi вiдповiдає таблиця iнверсiй
(< − 1 − 11, < − 2 − 12, . . . , 0 − 1<)?

5.12.∗ Елемент 07 називається правостороннiм максимумом перестановки
01, 02, . . . , 0<, якщо 07 > 08 для всiх 8 > 7 (наприклад, у перестановцi
<, < − 1, . . . , 2, 1 кожен елемент є правостороннiм максимумом).
Пiдрахуйте середню кiлькiсть правостороннiх максимумiв серед
усiх перестановок чисел 1, 2, . . . , <.
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5.13.∗ Доведiть, що всi <! перестановок iз (< можна впорядкувати π1,
π2, . . . , π<! таким чином, щоб для кожного 7 ∈ {1, 2, . . . , <} набо-
ри (π1(7), π2(7), . . . , π<!(7)) були однаковi з точнiстю до циклiчного
зсуву.

5.14.∗∗ Нехай < > 1. Скiлькома способами можна розставити дужки в
добутковi 0102 · · · 0<?
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6. Визначники

Нинi визначники займають досить скромне мiсце як у математицi в цi-
лому, так i в лiнiйнiй алгебрi зокрема. Однак не завжди було так. Досить
порiвняти кiлькiсть присвячених визначникам задач у перших виданнях
класичного збiрника задач з вищої алгебри Фаддєєва i Сомiнського i в
останнiх. А в ХIХ ст. визначники вважалися набагато важливiшими за
матрицi, з яких вони одержуються. Видана на початку ХХ ст. “Iсторiя
визначникiв” Мура складалася iз чотирьох! томiв.

Кориснiсть визначникiв часто мотивують тим, що з їх допомогою
можна одержати явнi компактнi формули для обчислення оберненої
матрицi або для знаходження розв’язкiв квадратної системи лiнiйних
рiвнянь. Однак ця компактнiсть оманлива: цi формули мало придатнi
для практичних обчислень вже для матриць чи систем порядку 4.

Значно кориснiшими визначники є в деяких теоретичних мiркуван-
нях. Наприклад, за допомогою визначникiв легко побачити, як залежать
елементи оберненої матрицi вiд кожного з елементiв початкової матри-
цi, або дати критерiй невиродженостi матрицi. Пiзнiше в курсi лiнiйної
алгебри ми побачимо, що для деяких проблем (наприклад, знаходження
власних значень лiнiйного перетворення) визначники є просто незамiн-
ним iнструментом.

6.1. Означення й основнi властивостi визначника

Розглянемо на евклiдовiй площинi R2 два вектори a i b, що виходять
iз початку координат. Якщо цi вектори неколiнеарнi, то один iз кутiв,
якi вони утворюють, буде меншим за 180◦. Якщо в межах цього кута
вiд a до b треба рухатися проти годинникової стрiлки (рис. 7.а), то
впорядковану пару (a, b) векторiв назвемо додатно орiєнтованою. Якщо
ж треба рухатися за годинниковою стрiлкою (рис. 7.б), то цю пару
називатимемо вiд’ємно орiєнтованою.

Кожна пара (a, b) векторiв, що виходять з початку координат, визна-
чає певний паралелограм (рис. 7.в). Припишемо цьому паралелограму
орiєнтовану площу ((a, b), абсолютна величина якої дорiвнює звичай-
нiй площi цього паралелограма, i яка має знак “+”, якщо пара (a, b) є
додатно орiєнтованою, i знак “−”, якщо ця пара вiд’ємно орiєнтована.

З означення орiєнтованої площi одразу випливає, що

((b, a) = −((a, b) (6.1)

i
((−a, b) = −((a, b).
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Рис. 7

Остання рiвнiсть легко узагальнюється: для довiльного дiйсного
числа 9 виконується рiвнiсть

((9a, b) = 9((a, b). (6.2)

Трохи складнiше перевiряється (зробiть це!) випадок, коли вектор a
розпадається в суму a = a1 + a2 векторiв a1 i a2, тодi з рис. 8

((a1 + a2, b) = ((a1, b) + ((a2, b). (6.3)
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Рис. 8

За допомогою рiвностi (6.1) легко доводиться, що для другого аргу-
менту виконуються аналоги рiвностей (6.2) i (6.3):

((a, 9b) = 9((a, b), ((a, b1 + b2) = ((a, b1) + ((a, b2).
Зауважимо, що для одиничних векторiв i та j, якi лежать на осях $F

i $G вiдповiдно, маємо
((i, j) = 1. (6.4)
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Аналогiчнi поняття можна визначити i у тривимiрному просторi
R
3. Некомпланарну трiйку векторiв (a, b, c) будемо називати додатно

орiєнтованою, якщо, дивлячись iз кiнця вектора a на площину, в якiй
лежать вектори b i c, ми бачимо пару (b, c) додатно орiєнтованою. У
противному разi трiйка (a, b, c) називатиметься вiд’ємно орiєнтованою.

Легко бачити, що коли у трiйцi (a, b, c) переставити мiсцями два
сусiднi вектори, то її орiєнтацiя змiниться на протилежну. Отже, трiйки
(a, c, b) i (b, a, c) мають орiєнтацiю, протилежну до орiєнтацiї трiйки
(a, b, c). Трiйки (b, c, a) i (c, a, b) мають таку ж орiєнтацiю, як i початкова
трiйка, а трiйка (c, b, a) — орiєнтацiю, протилежну до початкової.

Кожна трiйка (a, b, c) векторiв, що виходять iз початку координат,
визначає у просторi R3 певний паралелепiпед. Як i у випадку площини,
цьому паралелепiпеду можна приписати орiєнтований об’єм +(a, b, c),
абсолютна величина якого дорiвнює звичайному об’ємовi цього парале-
лепiпеда, i який має знак “+”, якщо трiйка векторiв є додатно орiєнтова-
ною, i знак “−”у протилежному випадку.

Орiєнтований об’єм +(a, b, c) паралелепiпеда має властивостi, анало-
гiчнi властивостям (6.1)–(6.7) орiєнтованої площi паралелограма (ви-
пливає з того, що властивостi (6.1)–(6.7) виконуються для орiєнтованої
площi основи цього паралелепiпеда, породженої векторами a i b):

1) орiєнтований об’єм змiнює знак на протилежний, якщо переста-
вити мiсцями два сусiднi вектори (аналог властивостi (6.1));

2) для довiльного дiйсного числа 9 виконується рiвнiсть

+(9a, b, c) = 9+(a, b, c); (6.5)

3) якщо a = a1 + a2 векторiв a1 i a2, то

+(a1 + a2, b, c) = +(a1, b, c) + +(a2, b, c); (6.6)

4) для одиничних векторiв i, j та k, що лежать на осях $F, $G i $H
вiдповiдно, маємо

+(i, j, k) = 1. (6.7)

Зауважимо, що об’єм +(a, b, c) буде додатним тодi й лише тодi, коли
орiєнтацiя трiйки (a, b, c) збiгається з орiєнтацiєю стандартної трiйки
(i, j, k) базисних векторiв тривимiрного простору.

Виникає природне бажання узагальнити цi поняття – паралелепiпеда,
побудованого на векторах v1, v2, . . . , v<, та його орiєнтованого об’єму –
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на простiр R
< довiльної розмiрностi. А ще краще – на довiльний арифме-

тичний простiр %<.
При цьому, правда, виникає кiлька запитань: а що таке паралелепiпед

в R
< (тим паче у просторi %<), що називати об’ємом цього паралелепiпе-

да, що таке орiєнтацiя набору векторiв i т. д.
Головним для нас буде поняття орiєнтованого об’єму паралелепiпеда.

I ми визначимо це поняття дуже характерним для математики шляхом:
ми поки що не знаємо, що це за об’єкт, але вiн повинен мати такi й такi
властивостi. I якщо об’єкт iз такими властивостями справдi iснує, то
саме його i будемо називати орiєнтованим об’ємом паралелепiпеда12.

Якi ж властивостi орiєнтованої площi паралелограма в R
2 i орiєн-

тованого об’єму паралелепiпеда в R
3 хотiлося б мати i в загальному

випадку? Для вiдповiдi на це питання нам знадобиться поняття, наведе-
не в означеннi 17.

Означення 17. Визначена на векторному просторi %< функцiя

5 : %< × %< × · · · × %<︸                 ︷︷                 ︸
9 разiв

→ %

вiд 9 векторних аргументiв називається полiлiнiйною, якщо вона задо-
вольняє такi двi умови:

(1) для довiльних iндексу 7 (1 ≤ 7 ≤ 9) та скаляра α ∈ % виконується
рiвнiсть

5 (v1, . . . , αv7, . . . , v9) = α 5 (v1, . . . , v7, . . . , v9);
(2) для довiльного iндексу 7 (1 ≤ 7 ≤ 9) виконується рiвнiсть

5 (v1, . . . , v′7 + v′′7 , . . . , v9) = 5 (v1, . . . , v′7 , . . . , v9) + 5 (v1, . . . , v′′7 , . . . , v9).

Iншими словами, така функцiя повинна бути лiнiйною за кожним
аргументом (при фiксованих iнших аргументах). А оскiльки аргументiв
багато, то вона й називається полiлiнiйною.

12 Показовою в цьому сенсi є iсторiя з поняттям неперервної функцiї. Довго пiд непе-
рервними розумiли функцiї, графiки яких можна намалювати, не вiдриваючи олiвця вiд
паперу. Потiм виникла потреба дати строге математичне означення такої функцiї. На
початку XIX ст. потрiбне означення з’явилося i все було чудово: усi функцiї, якi до того
вважалися неперервними, це означення задовольняли. Однак за кiлька десяткiв рокiв
з’явилися приклади функцiй, якi це означення задовольняли, але не були неперервними iз
традицiйного погляду. Зокрема, вони не були гладкими у жоднiй своїй точцi. У палкiй дис-
кусiї, що розгорiлася, перемогли прихильники формального пiдходу: неперервними стали
вважати тi i тiльки тi функцiї, що мають властивостi, якi вимагаються у формальному
означеннi.
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Твердження 38. Якщо серед аргументiв є нульовий вектор, то значення
полiлiнiйної функцiї на такому наборi дорiвнює 0.

Доведення. Це випливає з рiвностей

5 (v1, . . . , 0, . . . , v9) = 5 (v1, . . . , 0 · 0, . . . , v9) = 0 · 5 (v1, . . . , 0, . . . , v9) = 0.
�

Як видно iз наведених вище властивостей орiєнтованої площi па-
ралелограма та орiєнтованого об’єму паралелепiпеда, вони будуть по-
лiлiнiйними функцiями (вiдповiдно з R

2 × R
2 в R та з R

3 × R
3 × R

3 в
R). Ще одним добре вiдомим прикладом полiлiнiйної функцiї вiд двох
агрументiв є скалярний добуток векторiв (як на площинi R2, так i в
просторi R3).

Орiєнтована площа й орiєнтований об’єм мають ще кiлька властиво-
стей, якi бажано зберегти в загальному випадку:

– кiлькiсть аргументiв збiгається з розмiрнiстю простору;
– знакозмiннiсть (цю властивiсть ще називають кососиметричнi-

стю)13: якщо серед аргументiв є два однаковi, то значення функцiї
дорiвнює 0;

– нормованiсть: площа квадрата, породженого одиничними векто-
рами i та j, та об’єм куба, породженого одиничними векторами i, j та k,
дорiвнюють 1.

Твердження 39 (властивостi знакозмiнних полiлiнiйних функцiй).
а) Якщо серед аргументiв знакозмiнної полiлiнiйної функцiї 5 є про-

порцiйнi, то вона дорiвнює 0.
б) Значення знакозмiнної полiлiнiйної функцiї 5 не змiнюється, якщо

до одного з аргументiв додати довiльне кратне iншого.
в) Значення знакозмiнної полiлiнiйної функцiї 5 не змiнюється, якщо

до одного з аргументiв додати довiльну лiнiйну комбiнацiю iнших.
г) Значення знакозмiнної полiлiнiйної функцiї 5 змiнюється на проти-

лежне, якщо переставити мiсцями два аргументи.

Доведення. а) Використовуючи знакозмiннiсть, маємо

5 (. . . , a, . . . , αa, . . .) = α 5 (. . . , a, . . . , a, . . .) = 0.

б) Застосовуючи попередню властивiсть, маємо

5 (. . . , a + αb, . . . , b, . . .) = 5 (. . . , a, . . . , b, . . .) + 5 (. . . , αb, . . . , b, . . .) =
= 5 (. . . , a, . . . , b, . . .) + 0 = 5 (. . . , a, . . . , b, . . .).

13 Походження цих термiнiв стане зрозумiлим трохи пiзнiше.

119



в) Це випливає з попереднього пункту, бо додавання до вектора a
лiнiйної комбiнацiї β1b1 + · · · + β;b; можна замiнити послiдовним дода-
ванням до a векторiв β1b1, . . . , β;b;.

г) Одержуємо зi знакозмiнностi i рiвностей

0 = 5 (. . . , a + b, . . . , a + b, . . .) = 5 (. . . , a, . . . , a, . . .)+
+ 5 (. . . , a, . . . , b, . . .) + 5 (. . . , b, . . . , a, . . .) + 5 (. . . , b, . . . , b, . . .) =

= 5 (. . . , a, . . . , b, . . .) + 5 (. . . , b, . . . , a, . . .). �

Зауважимо, що саме iз властивiстю г) останнього твердження, яка
випливає зi знакозмiнностi функцiї 5 , i пов’язане походження термiна
“знакозмiнна функцiя”.

Наслiдок 19. Якщо аргументи v1, v2, . . . , v9 знакозмiнної полiлiнiйної
функцiї 5 лiнiйно залежнi, то 5 (v1, v2, . . . , v9) = 0.

Доведення. Якщо вектори v1, v2, . . . , v9 – лiнiйно залежнi, то один iз
них є лiнiйною комбiнацiєю iнших. Без обмеження загальностi можемо
вважати, що v1 = α2v2 + · · · + α9v9. Тодi iз тверджень 39.в i 38 випливає,
що

5 (v1, v2, . . . , v9) = 5 (v1 − α2v2 − · · · − α9v9, v2, . . . , v9) =
= 5 (0, v2, . . . , v9) = 0. �

Якщо впорядкованiй <-цi векторiв iз простору %< поставити у вiдпо-
вiднiсть матрицю, стовпцями якої є цi вектори, то одержимо квадратну
матрицю порядку < iз коефiцiєнтами з поля %. Зрозумiло, що ця вiдповiд-
нiсть мiж упорядкованими <-ками векторiв i квадратними матрицями
порядку < є взаємно однозначною. Враховуючи це зауваження, приходи-
мо до наступного узагальнення орiєнтованих площi й об’єму.

Означення 18. Визначником порядку < над полем % називається фун-
кцiя det, яка визначена на множинi "<(%) усiх квадратних матриць
порядку < iз коефiцiєнтами з поля %, набуває значень у полi % i задоволь-
няє такi умови:

(1) функцiя det є полiлiнiйною функцiєю вiд набору векторiв-стовпцiв
матрицi;

(2) функцiя det є знакозмiнною, тобто значення det дорiвнює 0, якщо
серед стовпцiв матрицi є два однаковi;

(3) функцiя det є нормованою, тобто значення det вiд одиничної ма-
трицi � дорiвнює 1.
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Визначник14 квадратної матрицi � позначають det � або |�|. Якщо
матриця задана явно: (

011 . . . 01<
. . . . . . . .

0<1 . . . 0<<

)
,

то її визначник позначають�����
011 . . . 01<
. . . . . . . .

0<1 . . . 0<<

����� .
Наголосимо, що визначник матрицi є вже не матрицею, а елементом
поля %, тобто числом.

Одразу постає кiлька питань:
– чи завжди, тобто для довiльних натурального числа < i поля %,

функцiя det iснує?
– якщо така функцiя iснує, то наскiльки однозначно вона визначена?
– якщо функцiя det iснує i визначена однозначно, то як її можна

обчислити?
Швидко ми одержимо повну вiдповiдь на всi цi питання.

Теорема 30 (явна формула для визначника). Визначник квадратної
матрицi (07 8) порядку < повинен обчислюватися за формулою

det(07 8) =
∑

(
1 2 ... <
71 72 ... 7<

) sign
(
1 2 ... <
71 72 ... 7<

)
· 07110722 · · · 07<< , (6.8)

де сума береться по всiх пiдстановках
(
1 2 ... <
71 72 ... 7<

)
iз (<.

Доведення. Позначимо стовпцi матрицi (07 8) через a1, a2, . . . , a<. Тодi
матрицю (07 8) можна записати у виглядi впорядкованого набору векторiв
(a1, a2, . . . , a<). Розглянемо також одиничнi вектори-стовпцi

e1 = (1, 0, . . . , 0)⊤, e2 = (0, 1, 0, . . . , 0)⊤, . . . , e< = (0, . . . , 0, 1)⊤.

Розклавши перший стовпець матрицi (07 8) у суму

a1 = 011e1 + 021e2 + · · · + 0<1e<
14 Визначник ще називають детермiнантом. Це той же визначник, тiльки латинською.

Звiдси i позначення det � для визначника матрицi �.
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i використовуючи лiнiйнiсть функцiї det за першим аргументом, можна
розкласти det(07 8) у суму < визначникiв:

det(a1, a2, . . . , a<) =
= 011det(e1, a2, . . . , a<) + 021det(e2, a2, . . . , a<) + · · · + 0<1det(e<, a2, . . . , a<).

Розклавши далi другий стовпець матрицi (07 8) у суму

a2 = 012e1 + 022e2 + · · · + 0<2e<
i використовуючи лiнiйнiсть функцiї det за другим аргументом, можна
кожен iз цих < визначникiв у свою чергу розкласти в суму < визначникiв.
У результатi отримаємо вже <2 доданкiв. I так далi. Зрештою одержимо
розклад

det(07 8) =
∑

det(0711e71 , 0722e72 , . . . , 07<<e7<) =

=

∑
07110722 · · · 07<< det(e71 , e72 , . . . , e7<) (6.9)

визначника det(07 8) у суму << доданкiв. Якщо серед iндексiв 71, 72, . . . , 7<
є однаковi, то за твердженням 39.a матимемо det(e71 , e72 , . . . , e7<) = 0.
Тому треба розглянути тi i тiльки тi доданки у правiй частинi суми (6.9),
для яких усi iндекси 71, 72, . . . , 7< є попарно рiзними, тобто утворюють
перестановку чисел 1, 2, . . . , <.

Розглянемо пiдстановку π =
(
1 2 ... <
71 72 ... 7<

)
та її розклад π = α1α2 · · · α9 в

добуток транспозицiй. Тодi signπ = (−1)9. Кожнiй транспозицiї α = (7 8)
поставимо у вiдповiднiсть перестановку векторiв e7 i e8 у довiльному
впорядкованому наборi векторiв e1, . . . , e<. Iз рiвностi π = α1α2 · · · α9ε
випливає, що, коли ми почнемо з набору (e1, e2, . . . , e<) i послiдовно
виконаємо перестановки векторiв, якi вiдповiдають транспозицiям α9,
. . . , α2, α1, то отримаємо набiр e71 , e72 , . . . , e7< .

Оскiльки набору (e1, e2, . . . , e<) вiдповiдає одинична матриця � з ви-
значником 1, а при кожнiй перестановцi двох векторiв визначник змiнює
знак на протилежний, то

det(e71 , e72 , . . . , e7<) = (−1)9 = sign
(
1 2 ... <
71 72 ... 7<

)
.

Звiдси та з рiвностi (6.9) випливає твердження теореми. �

Таким чином, якщо функцiя det iснує, то вона повинна обчислювати-
ся за формулою (6.8). Однак тепер уже неважко довести, що функцiя,
яка задається правою частиною рiвностi (6.8), справдi задовольняє всi
вимоги з означення визначника.
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Твердження 40. Функцiя

5
(
(07 8)

)
=

∑
(
1 2 ... <
71 72 ... 7<

)
∈(<

sign
(
1 2 ... <
71 72 ... 7<

)
· 07110722 · · · 07<< (6.10)

задовольняє всi вимоги з означення визначника квадратної матрицi (07 8)
порядку <.

Доведення. 1) Якщо елементи 9-го стовпця a9 = (019, 029, . . . , 0<9)⊤ ма-
трицi (07 8) помножити на скаляр α, то матимемо∑

(
1 ... 9 ... <
71 ... 79 ... 7<

)
∈(<

sign
(
1 ... 9 ... <
71 ... 79 ... 7<

)
· 0711 · · · α0799 · · · 07<< =

= α ·
∑

(
1 ... 9 ... <
71 ... 79 ... 7<

)
∈(<

sign
(
1 ... 9 ... <
71 ... 79 ... 7<

)
· 0711 · · · 0799 · · · 07<<.

Отже,
5 (a1, . . . , αa9, . . . , a<) = α 5 (a1, . . . , a9, . . . , a<).

2) Якщо 9-й стовпець розпадається в суму двох: a9 = a′
9
+ a′′

9
,

079 = 0
′
79
+ 0′′

79
(7 = 1, . . . , <), то маємо∑

(
1 ... 9 ... <
71 ... 79 ... 7<

)
∈(<

sign
(
1 ... 9 ... <
71 ... 79 ... 7<

)
· 0711 · · · (0′79 + 0

′′
79) · · · 07<< =

=

∑
(
1 ... 9 ... <
71 ... 79 ... 7<

)
∈(<

sign
(
1 ... 9 ... <
71 ... 79 ... 7<

)
· 0711 · · · 0′79 · · · 07<< +

+

∑
(
1 ... 9 ... <
71 ... 79 ... 7<

)
∈(<

sign
(
1 ... 9 ... <
71 ... 79 ... 7<

)
· 0711 · · · 0′′79 · · · 07<< .

Отже,

5 (a1, . . . , a′9 + a′′9 , . . . , a<) = 5 (a1, . . . , a′9, . . . , a<) + 5 (a1, . . . , a
′′
9 , . . . , a<).

3) Якщо переставити 9-й i ;-й стовпцi матрицi (07 8), то в кожному
доданку

sign
(
1 ... 9 ... ; · · · <
71 ... 79 ... 7; ... 7<

)
· 0711 · · · 0799 · · · 07;; · · · 07<<
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суми (6.10) треба буде переставити мiсцями множники 0799 i 07;; (вiд
чого доданок не змiниться), а в пiдстановцi

(
1 ... 9 ... ; ... <
71 ... 79 ... 7; ... 7<

)
переставити

в нижньому рядку 79 та 7; (тобто виконати транспозицiю, вiд чого знак
пiдстановки змiниться на протилежний). Таким чином, кожен доданок
суми (6.10) змiнить знак на протилежний, а тому i вся сума змiнить
знак на протилежний.

4) Нарештi, якщо матриця (07 8) збiгається з одиничною матрицею �,
то 07 8 = 0, якщо 7 , 8, i 099 = 1 для всiх 9. Тому сума (6.10) мiститиме
лише один ненульовий доданок

sign
(
1 ... 9 ... <
1 ... 9 ... <

)
· 1 · 1 · · · 1 = 1.

Тому 5 (�) = 1.

Таким чином, функцiя 5
(
(07 8)

)
є полiлiнiйною, знакозмiнною i нормо-

ваною. Отже, усi вимоги з означення визначника виконано. �

Iз теореми 30 i твердження 40 випливає, що функцiя det iснує i
визначена однозначно. До того ж iз її полiлiнiйностi i знакозмiнностi
випливає, що вона має всi властивостi, перерахованi у твердженнi 39.

6.2. Обчислення визначникiв

Теорема 30 дає правила обчислення визначникiв другого i третього
порядкiв: ����011 012

021 022

���� = 011022 − 012021, (6.11)

�����
011 012 013
021 022 023
031 032 033

����� = (6.12)

= 011022033 + 012023031 + 013021032 − 011023032 − 012021033 − 013022031.

Але вже для < = 4 формула (6.8) стає громiздкою, бо мiстить 24 до-
данки. Для ще бiльших < кiлькiсть доданкiв стрiмко зростає i формула
(6.8) стає непридатною для реальних обчислень. Так уже для < = 10

ця формула мiстить 10! = 3628800 доданкiв, кожен з яких є добутком
10 множникiв.

Сказане зовсiм не означає, що формула (6.8) не є корисною. Нав-
паки, у багатьох теоретичних мiркуваннях вона навiть дуже потрiбна.
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Ми вже пересвiдчилися в цьому при доведеннi твердження 40 про коре-
ктнiсть означення визначника. Доведення двох наступних тверджень
лише пiдтверджують цю тезу.

Теорема 31. det �⊤ = det �.

Доведення. Нехай � = (07 8) i �⊤ = (17 8) = (087). Тодi

det �⊤ =
∑
π∈(<

sign π·1π(1)11π(2)2 · · · 1π(<)< =
∑
π∈(<

sign π·01π(1)02π(2) · · · 0<π(<) .

Розглянемо пiдстановку

τ =

(
71 72 . . . 7<
1 2 . . . <

)
=

(
1 2 . . . <

81 82 . . . 8<

)
,

яка є оберненою до

π =

(
1 2 . . . <

71 72 . . . 7<

)
.

Якщо пiдстановка π пробiгає всю множину (<, то й обернена до неї пiд-
становка τ також пробiгає всю множину (<. Крiм того, пряма й обернена
пiдстановки мають однакову парнiсть. Тому

det �⊤ =
∑
π∈(<

sign π · 0τ(1)10τ(2)2 · · · 0τ(<)< =

=

∑
τ∈(<

sign τ · 0τ(1)10τ(2)2 · · · 0τ(<)< = det � .
�

Наслiдок 20. При обчисленнi визначника квадратної матрицi її ряд-
ки i стовпцi рiвноправнi. Зокрема, визначник матрицi є полiлiнiйною
знакозмiнною нормованою функцiєю вiд її рядкiв.

Як наслiдок iз цього наслiдку маємо, що твердження 39 i наслiдок
19 будуть правильними i для рядкiв визначника.

Твердження 41. Визначник трикутної матрицi дорiвнює добутковi її
дiагональних елементiв.

Доведення. Iз попередньої теореми випливає, що досить обмежитися
випадком верхньої трикутної матрицi. Нехай

� =

©«

011 012 013 . . . 01<
0 022 023 . . . 02<
0 0 033 . . . 03<
. . . . . . . . . . . . .

0 0 0 . . . 0<<

ª®®®®¬
.
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З’ясуємо, який вигляд мають у цьому випадку ненульовi доданки суми
(6.8). Зауважимо, що кожен доданок

sign
(
1 2 ... <
71 72 ... 7<

)
· 07110722 · · · 07<< (6.13)

мiстить рiвно по одному множнику з кожного стовпця i з кожного рядка
матрицi. Ненульовим множником iз першого стовпця може бути ли-
ше 011. Оскiльки цей елемент належить першому рядку, то з першого
рядка бiльше множникiв вибирати не можна. Тому ненульовим множни-
ком iз другого стовпця може бути лише 022. У третьому стовпцi вже не
можна брати елементи нi з першого рядка, нi з другого. Тому у третьому
стовпцi можна взяти лише 033. Мiркуючи аналогiчно далi, бачимо, що
для того, щоб доданок (6.13) був ненульовим, iз кожного стовпця треба
брати лише дiагональний елемент.

Таким чином, у випадку трикутної матрицi сума (6.8) мiстить лише
один ненульовий доданок, в якому фiгурує добуток 011022 · · · 0<< дiаго-
нальних елементiв. Цьому добутковi вiдповiдає пiдстановка

(
1 2 ... <
1 2 ... <

)
,

яка є парною. Тому цей добуток треба брати зi знаком “+”. Отже,

det � = 011022 · · · 0<<. �

Твердження 42. Якщо матриця � = (07 8) має вигляд

� =

(
� �

0 �

)
,

де � i � — квадратнi матрицi, то det � = det � · det�.

Доведення. Нехай матриця � має порядок 9, а � – порядок ;. Тодi � має
порядок < = 9 + ;. Добуток

07110722 · · · 0799079+19+1 · · · 07<< (6.14)

буде ненульовим лише у випадку, коли множники 0711, 0722, . . . , 0799 iз
перших 9 стовпцiв матрицi � належать матрицi �, тобто, коли

{71, 72, . . . , 79} = {1, 2, . . . , 9}.

Але тодi
{79+1, 79+2, . . . , 7<} = {9 + 1, 9 + 2, . . . , <}

i множники 079+19+1, . . . , 07<< належать матрицi �. Крiм того, пов’язана з
добутком (6.14) пiдстановка π =

(
1 2 ... <
71 72 ... 7<

)
розпадається в об’єднання
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двох пiдстановок – пiдстановки π1 =
(
1 2 ... 9
71 72 ... 79

)
на множинi {1, 2, . . . , 9}

i пiдстановки π2 =
(
9+1 9+2 ... <
79+1 79+2 ... 7<

)
на множинi {9 + 1, 9 + 2, . . . , <}.

Оскiльки всi елементи множини {1, 2, . . . , 9} меншi за всi елементи
множини {9 + 1, 9 + 2, . . . , <}, то кожна iнверсiя пiдстановки π буде або
iнверсiєю пiдстановки π1, або iнверсiєю пiдстановки π2. Тому кiлькiсть
iнверсiй # пiдстановки π дорiвнює # = #1+#2, де #7 —кiлькiсть iнверсiй
пiдстановки π7. Але тодi sign π = sign π1 · sign π2.

Таким чином, враховуючи лише ненульовi доданки iз розкладу ви-
значника det �, отримуємо

det � =
∑

(
1 2 ...<
71 72 ...7<

)sign
(
1 2 ...<
71 72 ...7<

)
· 07110722 · · · 07<< =

=

∑
(
1 ... 9
71 ...79

)
,

(
9+1...<
79+1 ...7<

)sign
(
1 ... 9
71 ...79

)
sign

(
9+1...<
79+1 ...7<

)
· 0711 · · · 0799079+19+1 · · · 07<< =

=

∑
(
1 ... 9
71 ...79

)
,

sign
(
1 ... 9
71 ...79

)
· 0711 · · · 0799 ·

∑
(
9+1...<
79+1 ...7<

)sign
(
9+1...<
79+1 ...7<

)
· 079+19+1 · · · 07<< =

= det � · det�. �

Тепер у нас є достатньо засобiв, щоб запропонувати значно ефектив-
нiший метод обчислення визначникiв, нiж використання явної формули
(6.8). За аналогiєю з вiдповiдним методом розв’язування систем лiнiйних
рiвнянь його також можна назвати методом Гаусса:

1) Елементарними перетвореннями рядкiв i стовпцiв зводимо матри-
цю визначника до трикутного вигляду (кiлька останнiх рядкiв при цьому
можуть виявитися нульовими). При таких перетвореннях визначник
може змiнюватися, однак, як випливає з полiлiнiйностi i знакозмiнностi
визначника та твердження 39.б, зi змiни легко контролюються. Справдi,
при множеннi/дiленнi якогось рядка або стовпця на число α визначник
множиться/дiлиться на це число; при перестановцi двох рядкiв (або
стовпцiв) визначник змiнює знак на протилежний; при додаваннi до
одного рядка (або стовпця) кратного iншого рядка (вiдповiдно стовпця)
визначник не змiнюється.

2) Визначник отриманої трикутної матрицi легко обчислюється: за
твердженням 41 вiн дорiвнює добутковi дiагональних елементiв.
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Приклад 12. �������
2 3 3 3

3 2 3 3

3 3 2 3

3 3 3 2

������� =
�������
11 11 11 11

3 2 3 3

3 3 2 3

3 3 3 2

������� =
(до першого рядка додали всi iншi, визначник при цьому не змiнився)

= 11 ·

�������
1 1 1 1

3 2 3 3

3 3 2 3

3 3 3 2

������� =
(iз першого рядка винесли множник 11)

= 11 ·

�������
1 1 1 1

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

������� =
(вiд кожного рядка, починаючи iз другого, вiдняли потроєний перший
рядок; визначник при цьому не змiнився)

= 11 · 1 · (−1) · (−1) · (−1) = −11.
(Визначник трикутної матрицi дорiвнює добутковi дiагональних елемен-
тiв.)

Теорема 32. Для квадратної матрицi � такi умови рiвносильнi:
а) рядки матрицi � лiнiйно незалежнi;
б) стовпцi матрицi � лiнiйно незалежнi;
в) матриця � – невироджена;
г) det � , 0;
д) iснує обернена матриця �−1.

Доведення. Рiвносильнiсть умов а), б) i в) випливає з означення ран-
гу матрицi i теореми 15 про рiвнiсть рядкового i стовпцевого рангiв.
Рiвносильнiсть умов в) i д) – iз критерiю iснування оберненої матрицi
(теорема 26). Тому досить довести рiвносильнiсть умов в) i г).

в) ⇒ г). Якщо ранг матрицi � дорiвнює її порядку, то елементарними
перетвореннями рядкiв i стовпцiв її можна звести до дiагонального ви-
гляду з ненульовими елементами на дiагоналi. Визначник такої матрицi
дорiвнює добутковi дiагональних елементiв i є ненульовим. Оскiльки при
елементарних перетвореннях рядкiв i стовпцiв властивiсть визначника
бути нульовим (вiдповiдно ненульовим) не змiнюється, то det � , 0.

г) ⇒ в. Випливає з наслiдку 19. �
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6.3. Мiнори

Нехай � – довiльна матриця (не обов’язково квадратна). Мiнором
порядку 9 матрицi � називається визначник квадратної матрицi порядку
9, що складається з елементiв, якi стоять на перетинi певних 9 рядкiв i
9 стовпцiв матрицi � (зi збереженням вiдносного порядку цих рядкiв i
стовпцiв). Якщо потрiбно явно вказати номери вибраних рядкiв i стов-

пцiв, то мiнор порядку 9 позначають " { 81,...,89 }
{71,...,79 } (знизу – номери вибраних

рядкiв, угорi – стовпцiв).
Якщо матриця � має розмiри ; × <, то � має рiвно

(;
9

) (<
9

)
мiнорiв

порядку 9 (9 рядкiв можна вибрати
(;
9

)
способами, а 9 стовпцiв —

(<
9

)
способами). Мiнорами порядку 1 матрицi � є її елементи.

Найбiльший iз порядкiв ненульових мiнорiв матрицi � називається
мiнорним рангом матрицi � i позначається @min(�). Отже, @min(�) = @,
якщо серед мiнорiв @–го порядку матрицi � є хоча б один ненульовий, а
всi мiнори бiльших порядкiв дорiвнюють 0.

Теорема 33 (про мiнорний ранг матрицi). @min(�) = rank(�).

Доведення. Нехай rank(�) = @. Тодi для довiльного 9 > @ будь-якi 9 ряд-
кiв матрицi � будуть лiнiйно залежними. Для довiльного мiнора порядку
9 його рядки будуть частинами рядкiв матрицi �, а тому й поготiв бу-
дуть лiнiйно залежними. Але визначник iз лiнiйно залежними рядками
дорiвнює 0. Тому кожен мiнор порядку 9 > @ дорiвнює 0 i @min(�) ≤ @.

Розглянемо тепер пiдматрицю �′, утворену @ лiнiйно незалежними
рядками матрицi �. Її рядковий ранг дорiвнює @, а тому i стовпцевий
ранг має дорiвнювати @. За теоремою 32 мiнор, утворений @ лiнiйно неза-
лежними стовпцями пiдматрицi �′, буде ненульовим, а тому @min(�) ≥ @.
Разом iз попередньою нерiвнiстю це дає @min(�) = @. �

Наслiдок 21. При елементарних перетвореннях рядкiв i/або стовпцiв
матрицi її мiнорний ранг не змiнюється.

Для квадратної матрицi � порядку < особливу роль вiдiграють мiнори
(<−1)–го порядку. Такий мiнор одержується викреслюванням iз матрицi
одного рядка й одного стовпця. Якщо викреслюються 7–й рядок та 8–й
стовпець, то вiдповiдний мiнор будемо називати доповняльним мiнором

елемента 07 8 матрицi � i позначати "
8

7 .
Зауваження. Аналогiчно можна визначити доповняльний мiнор

"
{ 81,...,89 }
{71,...,79 } для довiльного мiнора "

{ 81,...,89 }
{71,...,79 } квадратної матрицi.
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6.4. Алгебричнi доповнення

Розглянемо суму тих доданкiв iз (6.8), в яких одним iз множникiв є
елемент 07 8, i винесемо спiльний множник за дужки:∑

(
1 ... 8 ... <
71 ... 7 ... 7<

) sign
(
1 ... 8 ... <
71 ... 7 ... 7<

)
· 0711 · · · 07 8 · · · 07<< =

= 07 8 ·
( ∑
(
1 ... 8 ... <
71 ... 7 ... 7<

)sign
( 1 ... 8 ... <
71 ... 7 ... 7<

)
0711 · · · 07 8−1,8−1 ·07 8+1,8+1 · · · 07<<

)
. (6.15)

Вираз у дужках у правiй частинi рiвностi (6.15) називається алгебричним
доповненням елемента 07 8 i позначається �7 8.

Для даного 7 в кожному доданку суми (6.8) зустрiчається один i тiльки
один множник iз 7–го рядка матрицi � = (07 8). Це ж саме можна сказати i
про елементи 8–го стовпця. Тому з означення алгебричного доповнення
елемента матрицi одразу випливає така теорема.

Теорема 34 (про розклад визначника за своїм рядком або стовпцем).

det � =

<∑
9=1

079�79 =

<∑
9=1

098�98 . (6.16)

Розклади (6.16) називають також розкладами Лапласа. Щоб цi роз-
клади можна було використовувати для обчислення визначникiв, треба
вмiти обчислювати алгебричнi доповнення елементiв.

Теорема 35. �7 8 = (−1)7+8" 8

7 , де "
8

7 — доповняльний мiнор елемента 07 8.

Доведення. Спочатку за пiдстановкою

π =

(
1 . . . 8 . . . <

71 . . . 7 . . . 7<

)
,

iз (<, яка визначає знак доданка 0711 · · · 07 8 · · · 07<< в розкладi (6.8) визна-
чника матрицi � = (07 8), побудуємо пiдстановку

τ =

(
1 2 . . . < − 1

:1 :2 . . . :<−1

)
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iз (<−1 за таким правилом: викреслюємо в пiдстановцi π стовпець

(
8

7

)
, а

потiм зменшуємо на 1 всi тi елементи верхнього рядка, якi бiльшi за 8, i
всi тi елементи нижнього рядка, якi бiльшi за 7. Парнiсть побудованої
таким чином пiдстановки τ визначає знак доданка

0711 · · · 07 8−1 8−107 8+1 8+1 · · · 07<<

в аналогiчному розкладi мiнора "
8

7 .
З’ясуємо, як пов’язанi знаки пiдстановок π i τ. Нехай кiлькiсть тих

чисел, якi бiльшi 7 та стоять у нижньому рядку пiдстановки π злiва
вiд 7, дорiвнює B. Тодi злiва вiд 7 стоїть (8 − 1) − B чисел, менших 7, а
решта (7 − 1) − (8 − 1 − B) = 7 − 8 + B чисел, менших 7, стоїть справа вiд 7.
Тому кiлькiсть iнверсiй, якi утворює число 7 в пiдстановцi π, дорiвнює
B + (7 − 8 + B). Цi й лише цi iнверсiї зникають при переходi вiд π до
пiдстановки τ. Отже,

sign π = (−1)7−8+2Bsign τ = (−1)(7+8)+2(B−8)sign τ = (−1)(7+8)sign τ .

Таким чином, кожен доданок з алгебричного доповнення

�7 8 =
∑

(
1 ... 8 ... <
71 ... 7 ... 7<

)sign
( 1 ... 8 ... <
71 ... 7 ... 7<

)
0711 · · · 07 8−1,8−1 ·07 8+1,8+1 · · · 07<<

одержується множенням на (−1)7+8 вiдповiдного доданка з розкладу

мiнора "
8

7 . Тому �7 8 = (−1)7+8" 8

7 . �

Iз теорем 34 i 35 одразу випливає наслiдок.

Наслiдок 22. Для довiльних 7-го рядка та 8-го стовпця виконується
рiвнiсть

det � =

<∑
7=1

(−1)7+807 8"
8

7 =

<∑
8=1

(−1)7+807 8"
8

7 . (6.17)

Зауваження. 1. Рiвнiсть (6.17) iнколи беруть за основу рекурентного
означення визначника: визначник матрицi порядку 1 визначають пра-
вилом det(0) := 0, а для < > 1 визначник матрицi � = (07 8) порядку <
визначають через його розклад за першим рядком:

det � :=

<∑
9=1

(−1)1+9019"
9

1 .
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2. Для практичного обчислення визначникiв рiвнiсть (6.17) (чи рiв-
носильна їй рiвнiсть (6.16)) у загальному випадку є малопридатною: її
послiдовне застосування до визначника порядку < спочатку дасть < ви-
значникiв порядку <− 1, потiм <(<− 1) визначникiв порядку <− 2, потiм
<(< − 1)(< − 2) визначникiв порядку < − 3 i т. д. Зрештою, ми одержимо
– iз вiдповiдними множниками – <(< − 1)(< − 2) · · · 3 · 2 визначникiв
порядку 1, тобто тi ж самi <! доданкiв, що i в явнiй формулi (6.8) для
обчислення визначника. Однак рiвнiсть (6.17) стає корисною, якщо
майже всi коефiцiєнти якогось рядка або стовпця є нульовими – тодi її
використання не призводить до стрiмкого зростання кiлькостi доданкiв.

Як приклад використання розкладу (6.17) обчислимо так званий
визначник Вандермонда

+< =

���������

1 1 1 . . . 1

F1 F2 F3 . . . F<
F2
1

F2
2

F2
3

. . . F2<
. . . . . . . . . . . . . . . .

F<−1
1

F<−1
2

F<−1
3

. . . F<−1<

���������
,

який знадобиться нам пiзнiше. Спочатку вiд кожного рядка, починаючи
з останнього i завершуючи другим, вiднiмемо попереднiй рядок, помно-
жений на F1. При такому перетвореннi визначник не змiнюється. Тодi
9-й рядок отриманого визначника матиме вигляд

(F9−11 − F9−21 · F1, F9−12 − F9−22 · F1, . . . , F9−1< − F9−2< · F1) =
= (0, F9−22 (F2 − F1), . . . , F9−2< (F< − F1)).

Тому

+< =

���������

1 1 1 . . . 1

0 F2 − F1 F3 − F1 . . . F< − F1
0 F2(F2 − F1) F3(F3 − F1) . . . F<(F< − F1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 F<−2
2

(F2 − F1) F<−2
3

(F3 − F1) . . . F<−2< (F< − F1)

���������
.

Розкриємо цей визначник за першим стовпцем, а потiм iз кожного стовп-
ця винесемо спiльний лiнiйний множник:
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+< = (−1)1+1 · 1 ·

�������
F2 − F1 F3 − F1 . . . F< − F1

F2(F2 − F1) F3(F3 − F1) . . . F<(F< − F1)
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

F<−2
2

(F2 − F1) F<−2
3

(F3 − F1) . . . F<−2< (F< − F1)

������� =

= (F2 − F1)(F3 − F1) · · · (F< − F1)

���������

1 1 . . . 1

F2 F3 . . . F<
F2
2

F2
3

. . . F2<
. . . . . . . . . . . .

F<−2
2

F<−2
3

. . . F<−2<

���������
.

Останнiм множником ми отримали знову визначник Вандермонда, тiль-
ки його порядок на одиницю менший. Застосовуючи до нього аналогiчнi
мiркування, одержимо���������

1 1 . . . 1

F2 F3 . . . F<
F2
2

F2
3

. . . F2<
. . . . . . . . . . .

F<−2
2

F<−2
3

. . . F<−2<

���������
= (F3 − F2)(F4 − F2) · · · (F< − F2)

���������

1 1 . . . 1

F3 F4 . . . F<
F2
3

F24 . . . F2<
. . . . . . . . . . .

F<−3
3

F<−34 . . . F<−3<

���������
.

Ми знову отримали визначник Вандермонда, тiльки його порядок уже
менший на 2. Мiркуючи подiбним чином далi, ми зрештою одержимо

+< = (F2 − F1)(F3 − F1) · · · (F< − F1) · (F3 − F2)(F4 − F2) · · · (F< − F2) · · ·
· · · (F<−1 − F<−2)(F< − F<−2) · (F< − F<−1) =

∏
<≥ 8>7≥1

(F 8 − F7).

Зауважимо, що визначник Вандермонда дорiвнює 0 тодi й лише тодi,
коли серед чисел F1, F2, · · · , F< є однаковi.
Теорема 36 (про розклад визначника за чужим рядком або стовпцем).
Якщо 7 , 8, то

<∑
9=1

089�79 =

<∑
9=1

098�97 = 0 . (6.18)

Доведення. Iз теореми 35 випливає, що коли елемент 098 матрицi � = (098)
замiнити якимось iншим елементом 0′

98
, то його алгебричне доповнення

�98 не змiниться – при обчисленнi �98 9-й рядок та 8-й стовпець викре-
слюються. Розглянемо тепер матрицю �′, яка одержується з � замiною
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її 7-го рядка 8-м (тобто 0′
79
= 089). Тодi алгебричнi доповнення елемен-

тiв 7-го рядка матрицi �′ збiгаються з алгебричними доповненнями
вiдповiдних елементiв 7-го рядка матрицi �.

Оскiльки 7 , 8, то матриця �′ має два однакових рядки. Тому її
визначник дорiвнює 0. Разом iз рiвнiстю (6.16) це дає

0 = det �′ =
<∑
9=1

0′79�79 =
<∑
9=1

089�79.

Друга з рiвностей (6.18) доводиться аналогiчно. �

Замiнимо кожен елемент 07 8 квадратної матрицi � = (07 8) його алге-
бричним доповненням �7 8. Транспонована до утвореної матрицi матриця
�∗ = (�7 8) називається приєднаною до матрицi �.

Теорема 37 (про явний вигляд оберненої матрицi). Якщо визначник
матрицi � = (07 8) не дорiвнює 0, то обернена до � матриця iснує i має
вигляд

�−1 =
1

det �
· (�∗)⊤ = 1

det �
· (�87) . (6.19)

Доведення. Добуток 7-го рядка матрицi � на 8-й стовпець матрицi (�∗)⊤
– це добуток 7-го рядка матрицi � на її 8-й рядок, тобто сума

071�81 + 072�82 + · · · + 07<�8<.

Якщо 7 = 8, то ця сума дорiвнює det � (теорема 34 про розклад визна-
чника за своїм рядком). У противному разi ця сума дорiвнює 0 (теорема
36 про розклад визначника за чужим рядком). Тому

� · (�∗)⊤ =
©«
det � 0 . . . 0

0 det � . . . 0

. . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . det �

ª®®¬
= det � · � , (6.20)

де � — одинична матриця. �

Зрозумiло, що коли коефiцiєнтами матрицi � є цiлi числа, то такими
будуть i коефiцiєнти матрицi �∗. Тому з теореми 6.19 одразу випливає
такий наслiдок.

Наслiдок 23. Якщо визначник матрицi � iз цiлими коефiцiєнтами до-
рiвнює ±1, то обернена матриця �−1 також має цiлi коефiцiєнти.
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Для теоретичних мiркувань iнколи зручно мати формули, якi б не
вимагали зведення системи лiнiйних рiвнянь до трапецiєподiбного ви-
гляду, а виражали її розв’язок безпосередньо через коефiцiєнти системи.
Для визначених квадратних систем такi формули справдi iснують, хоча
й малопридатнi для практичного використання.

Теорема 38 (Крамер). Квадратна система лiнiйних рiвнянь �x = b буде
визначеною тодi й лише тодi, коли її основна матриця � є невиродженою.
Якщо матриця � — невироджена, то єдиний розв’язок (F1, F2, . . . , F<)
системи �x = b знаходимо за формулами

F9 =
Δ9

Δ
, 9 = 1, 2, . . . , <, (6.21)

де Δ— визначник матрицi �, а Δ9 — визначник матрицi, яку одержуємо
з � замiною 9-го стовпця стовпцем b вiльних членiв.

Доведення. Перша частина теореми випливає iз другої теореми Кронеке-
ра – Капеллi: квадратна система �x = b буде визначеною тодi й лише
тодi, коли ранг матрицi � дорiвнює її порядку, тобто, коли матриця � –
невироджена.

Нехай тепер матриця � є невиродженою i (F1, . . . , F<) – розв’язок
системи �x = b. Тодi

F1a1 + · · · + F<a< = b ,

де a1, . . . , a< — стовпцi матрицi �. Враховуючи, що при додаваннi до
одного зi стовпцiв матрицi лiнiйної комбiнацiї iнших стовпцiв її визна-
чник не змiнюється, отримуємо

F9Δ = F9 det(a1, . . . , a9, . . . , a<) = det(a1, . . . , F9a9, . . . , a<) =
= det(a1, . . . , b − F1a1 − · · · − F9−1a9−1 − F9+1a9+1 − · · · − F<a<, . . . , a<) =

= det(a1, . . . , b, . . . , a<) = Δ9 .

Позаяк Δ , 0, то F9 =
Δ9

Δ
. �

Формули (6.21) називаються формулами Крамера або правилом Кра-
мера.

За правилом Крамера для знаходження розв’язку квадратної системи
порядку < потрiбно обчислити < + 1 визначникiв порядку <. Це вимагає
набагато бiльших обчислень, нiж метод Гаусса. Iншим суттєвим недолi-
ком формул Крамера є “чутливiсть” визначникiв до змiни їх коефiцiєнтiв:
незначна змiна останнiх, наприклад, у межах похибки вимiрювання,
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може приводити до змiни визначника в багато разiв (детальнiше обґрун-
тування цього твердження вимагає знайомства з теорiєю наближених
обчислень). У той же час для бiльшостi СЛР , що виникають на практицi,
коефiцiєнти вiдомi лише наближено.

Теорема 39 (Кошi). Для довiльних квадратних матриць � i � однакового
порядку виконується рiвнiсть

det(��) = det � · det � . (6.22)

Доведення. Нехай � i � — матрицi порядку <. Якщо det � = 0, то
rank � < <. Але тодi, за наслiдком 17, rank �� ≤ rank � < < i det(��) = 0.
Тому в цьому разi det(��) = 0 = det � · det �.

Аналогiчно розбирається випадок det � = 0. Тому далi можна вважа-
ти, що det � , 0 i det � , 0.

Оскiльки в цьому випадку матриця � є невиродженою, то елемен-
тарними перетвореннями рядкiв (причому, не використовуючи мно-
ження рядка на число) її можна звести до дiагонального вигляду. Але
елементарному перетворенню рядкiв вiдповiдає множення злiва на вiд-
повiдну елементарну матрицю. Отже, iснують такi елементарнi матрицi
�1, . . . , �;, що

�; · · · �1� =
©«
01 0 . . . 0

0 02 . . . 0

. . . . . . . . .

0 0 . . . 0<

ª®®¬
. (6.23)

Якщо при зведеннi � до дiагонального вигляду перестановка рядкiв
виконувалася > разiв, то iз цiєї рiвностi випливає, що

(−1)> det � = det(�; · · · �1�) = 0102 · · · 0<.

Аналогiчно, зводячи невироджену матрицю � до дiагонального ви-
гляду елементарними перетвореннями стовпцiв, одержуємо рiвностi

��1 · · · �9 =
©«
11 0 . . . 0

0 12 . . . 0

. . . . . . . . .

0 0 . . . 1<

ª®®¬
(6.24)

i
(−1)? det � = det(��1 · · · �9) = 1112 · · · 1<,
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де ? – кiлькiсть перестановок стовпцiв при зведеннi � до дiагонального
вигляду. Iз рiвностей (6.23) i (6.24) випливає, що

�; · · · �1���1 · · · �9 =

=

©«
01 0 . . . 0

0 02 . . . 0

. . . . . . . . .

0 0 . . . 0<

ª®®¬
©«
11 0 . . . 0

0 12 . . . 0

. . . . . . . . .

0 0 . . . 1<

ª®®¬
=

©«
0111 0 . . . 0

0 0212 . . . 0

. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0<1<

ª®®¬
.

З iншого боку, добуток �; · · · �1���1 · · · �9 можна розглядати як застосу-
вання до матрицi елементарних перетворень рядкiв (яким вiдповiдають
елементарнi матрицi �1, . . . , �;), а потiм елементарних перетворень
стовпцiв (яким вiдповiдають елементарнi матрицi �1, . . . , �9). Оскiльки
при цьому виконується > перестановок рядкiв i ? перестановок стов-
пцiв, то

(−1)>+? det(��) = det(�; · · · �1���1 · · · �9) = 0111 · 0212 · · · 0<1<.

Але

0111 · 0212 · · · 0<1< = 0102 · · · 0< · 1112 · · · 1< = (−1)> det � · det(−1)?�.

Отже, i в цьому випадку det(��) = det � · det �. �

Наслiдок 24. Якщо матриця � є невиродженою, то

det �−1 =
1

det �
.

Наслiдок 25. Нехай � є квадратною матрицею iз цiлими коефiцiєнтами.
Обернена матриця �−1 буде мати цiлi коефiцiєнти тодi й лише тодi,
коли det � = ±1.
Доведення. Достатнiсть умови вже доведено – це наслiдок 23. Необхi-
днiсть випливає з рiвностей

1 = det � = det(� · �−1) = det � · det �−1.

Справдi, якщо det � , ±1, то det �−1 не є цiлим числом, а тому матриця
�−1 не може мати цiлi коефiцiєнти. �

Вправа 17. Наведiть контрприклад до рiвностi

det(� + �) = det � + det �.
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6.5. Задачi

6.1. Нехай � — квадратна матриця порядку 3. Знайдiть найбiльше
значення, якого може набувати det �, якщо

а) усi коефiцiєнти матрицi � дорiвнюють ±1;
б) усi коефiцiєнти матрицi � дорiвнюють 0 або 115.

6.2. Нехай усi функцiї 57 8 — диференцiйовнi. Доведiть, що

а)

�������
511 512 . . . 51<
521 522 . . . 52<
. . . . . . . . .

5<1 5<2 . . . 5<<

�������
′

=

=

<∑
7=1

���������

511 512 · · · 51<
. . . . . . . . . .

5 ′
71

5 ′
72

· · · 5 ′
7<

. . . . . . . . . .

5<1 5<2 · · · 5<<

���������
=

<∑
8=1

��������
511 · · · 5 ′

18
· · · 51<

521 · · · 5 ′
28

· · · 52<

. . . . . . . . . . . . .

5<1 · · · 5 ′
<8

· · · 5<<

��������
.

б)

�������
511 512 . . . 51<
521 522 . . . 52<
. . . . . . . . .

5<1 5<2 . . . 5<<

�������
′

=

<∑
7,8=1

357 8

3F
�7 8.

6.3. Вронскiаном набору 51(F), 52(F), . . . , 5<(F) диференцiйовних функцiй
називається визначник����������

51 52 · · · 5<
5 ′
1

5 ′
2

· · · 5 ′<
. . . . . . . . . . . . . .

5
(<−2)
1

5
(<−2)
2

· · · 5
(<−2)
<

5
(<−1)
1

5
(<−1)
2

· · · 5
(<−1)
<

����������
.

Знайдiть його похiдну.

6.4. Доведiть, що завжди iснує матриця � =

(
011 012 013
021 022 023

)
iз задани-

ми значеннямимiнорiв

����011 012
021 022

���� = %,
����011 013
021 023

���� = &,
����012 013
022 023

���� = '.

15 Ця задача є частковим випадком проблем Адамара (у загальному випадку досi не-
розв’язаних): якого найбiльшого значення може набувати визначник <–го порядку, якщо
всi його елементи належать множинi {−1, 1} або множинi {0, 1} ?
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6.5. Нехай rank � = @, 9 < @ i " { 81,...,89 }
{71,...,79 } — ненульовий мiнор порядку 9.

Доведiть, що iснують такi iндекси 7 та 8, що мiнор" { 8,81,...,89 }
{7,71,...,79 } порядку

9 + 1 також буде ненульовим.

6.6. Нехай у матрицi � є ненульовий мiнор " порядку 9, а всi мiнори
порядку 9 + 1, якi мiстять мiнор ", дорiвнюють 0. Доведiть, що
rank � = 9.

6.7.∗ (Формула Бiне – Кошi) Доведiть, що мiнор 9-го порядку матрицi
�� виражається через мiнори матриць � i � таким чином:

"
{ 81,...,89 }
{71,...,79 } (��) =

∑
{:1,...,:9 }

"
{:1,...,:9 }
{71,...,79 } (�) · "

{ 81,...,89 }
{:1,...,:9 } (�) .

6.8. Квадратна матриця � називається цiлком невiд’ємною (вiдповiдно
цiлком додатною), якщо всi мiнори всiх можливих порядкiв цiєї
матрицi є невiд’ємними (вiдповiдно додатними). Доведiть, що до-
буток двох цiлком невiд’ємних (цiлком додатних) матриць також
буде цiлком невiд’ємною (цiлком додатною) матрицею.

6.9. Нехай �—матриця порядку < i @(�) < <. Доведiть, що для довiльно-
го 7 набiр (�71, �72, . . . , �7<) алгебричних доповнень буде розв’язком
однорiдної системи лiнiйних рiвнянь �x = 0.

6.10.∗ Нехай � = (07 8) — невироджена квадратна матриця порядку <, "
— мiнор матрицi �−1, " ′ — алгебричне доповнення вiдповiдного
мiнора матрицi �⊤. Доведiть, що " · |�| = " ′.

6.11.∗ Нехай �— матриця порядку < i # = {1, 2, . . . , <}. Алгебричним до-

повненняммiнора" { 81,...,89 }
{71,...,79 } порядку 9 називається мiнор"

#r{ 81,...,89 }
#r{71,...,79 }

порядку < − 9, узятий зi знаком (−1)71+· · ·+79+81+· · ·+89 . Доведiть тео-
рему Лапласа: якщо у квадратнiй матрицi � порядку < довiльним
чином вибрано 9 рядкiв (або 9 стовпцiв), 1 ≤ 9 < <, то сума до-
буткiв усiх мiнорiв порядку 9, що мiстяться у вибраних рядках
(стовпцях), на їх алгебричнi доповнення дорiвнює det �.

6.12.∗ Нехай � – дiйсна (;×<)-матриця i; ≥ <. Доведiть, що det(�⊤ · �) =
=

∑
" "2, де сума береться по всiх

(;
<

)
мiнорах " порядку < матри-

цi �.

139



6.13. Кутовим мiнором порядку 9 квадратної матрицi називається мi-

нор "
{1,2,...,9}
{1,2,...,9} . Нехай усi кутовi мiнори матрицi � не дорiвнюють 0.

Доведiть, що � можна розкласти в добуток � = *� нижньої три-
кутної матрицi * з одиницями на дiагоналi i верхньої трикутної
матрицi �, причому такий розклад єдиний.

6.14. Доведiть такi властивостi приєднаної матрицi:

а) (�⊤)∗ = (�∗)⊤; б) (�−1)∗ = (�∗)−1; в)∗ (��)∗ = �∗�∗.
6.15. Нехай � – квадратна матриця порядку <. Доведiть, що |�∗ | =

= |�|<−1.
6.16. Доведiть, що коли матриця �

а) симетрична або кососиметрична непарного порядку, то приєд-
нана матриця �∗ – симетрична;

б) кососиметрична парного порядку, то приєднана матриця �∗ –
кососиметрична.

6.17.∗ Доведiть, що

а) кожна невироджена матриця є асоцiйованою з деякою матри-
цею;

б) кожна квадратна матриця рангу 1 є асоцiйованою з деякою
матрицею.

6.18.∗ Доведiть, що кожну матрицю � другого порядку, в якої сума дi-
агональних елементiв дорiвнює 0, можна подати у виглядi � =

= -. − .- .
6.19.∗ Доведiть, що��������

(9
@

) ( 9
@+1

)
. . .

( 9
@+<−1

)(9+1
@

) (9+1
@+1

)
. . .

( 9+1
@+<−1

)
. . . . . . . . . . . . . . . . .(9+<−1

@

) (9+<−1
@+2

)
. . .

(9+<−1
@+<−1

)

��������
=

(<+9−1
<

) (<+9−2
<

)
· · ·

(<+9−@
<

)
(<+@−1

<

) (<+@−2
<

)
· · ·

(<
<

) .

6.20.∗∗ Нехай ε— первiсний корiнь степеня < з 1. Доведiть, що���������

00 01 02 . . . 0<−1
0<−1 00 01 . . . 0<−2
0<−2 0<−1 00 . . . 0<−3
. . . . . . . . . . . . . .

01 02 03 . . . 00

���������
=

<−1∏
9=0

(00+ε901+ε2902+· · ·+ε(<−1)90<−1) .
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6.21.∗ Нехай �, �, � i � — комплекснi матрицi однакового порядку, при-
чому матрицi � i � — невиродженi й комутують. Доведiть, що

det

(
� �

� �

)
= 0 тодi й лише тодi, коли det(�� − ��) = 0.

6.22.∗∗ Доведiть, що довiльний набiр 01, 02, . . . , 0< взаємно простих цiлих
чисел можна взяти за елементи першого рядка деякої цiлочислової
матрицi з визначником 1.
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7. Кiльця класiв лишкiв

7.1. Бiнарнi вiдношення

У попереднiх роздiлах ми вже зустрiчалися з поняттям вiдношення
еквiвалентностi (див. пiдроздiл 1.2) i рiзними прикладами таких вiдно-
шень. Зупинимось трохи докладнiше на властивостях вiдношень узагалi
i вiдношень еквiвалентностi зокрема.

Нагадаємо, що вiдношенням (або бiнарним вiдношенням) на непоро-
жнiй множинi " називається довiльна пiдмножина R ⊆ " × " декарто-
вого квадрата множини ". Той факт, що елементи F i G є у вiдношеннi
R (тобто що впорядкована (F, G) належить вiдношенню R) зазвичай
позначають FRG.

У математицi i поза нею є багато прикладiв рiзних природних бiнар-
них вiдношень. Ось лише деякi:

1. Вiдношення рiвностi “=”, строгого порядку “<” або нестрогого
порядку “≤” на рiзних числових множинах.

2. Вiдношення подiльностi “0 | 1” (0 дiлить 1) на множинi цiлих або
натуральних чисел.

3. Вiдношення паралельностi “‖” або перпендикулярностi “⊥” на
множинi всiх прямих площини.

4. Вiдношення подiбностi на множинi всiх фiгур площини.
5. Вiдношення “бути родичем” або “бути пiдлеглим” на множинi

людей.

Дуже часто розглядають лише такi бiнарнi вiдношення R, якi задо-
вольняють певнi додатковi умови. Серед таких додаткових умов найваж-
ливiшими є такi:

а) рефлексивнiсть: якщо 0R0 для всiх 0 ∈ ";
б) антирефлексивнiсть: якщо (0, 0) < R для всiх 0 ∈ ";
в) симетричнiсть: якщо для всiх 0, 1 ∈ " iз 0R1 випливає 1R0;
г) антисиметричнiсть: якщо для всiх 0, 1 ∈ " iз 0R1 i 1R0 випливає

0 = 1;
д) транзитивнiсть: якщо для всiх 0, 1, 2 ∈ " iз 0R1 i 1R2 випливає

0R2.

Бiнарне вiдношення, яке є рефлексивним, транзитивним та антиси-
метричним, називається вiдношенням часткового порядку (або просто
вiдношенням порядку, або частковим порядком). Для позначення час-
ткового порядку зазвичай використовують символ ≤ . Сама ж множина
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iз заданим на нiй частковим порядком називається частково впорядко-
ваною.

Приклади частково впорядкованих множин:
1. Множина натуральних N, цiлих Z, рацiональних Q або дiйсних R

чисел зi звичайним вiдношенням порядку.
2. Множина B(") усiх пiдмножин деякої множини " вiдносно тео-

ретико-множинного включення ⊆.
3. Вiдношення подiльностi “0 | 1” (0 дiлить 1) на множинi N нату-

ральних чисел також є вiдношенням часткового порядку.

Кажуть, що два елементи 0 та 1 частково впорядкованої множини" є
порiвнянними, якщо 0 ≤ 1 або 1 ≤ 0. Як видно iз двох останнiх прикладiв,
у частково впорядкованiй множинi можуть бути непорiвняннi елементи
(наприклад, двi пiдмножини однакової скiнченної потужностi в B(")
або два простi числа в N). Саме тому порядок називається частковим.
Якщо ж будь-якi два елементи є порiвнянними, то порядок називається
лiнiйним, а частково впорядкована множина – лiнiйно впорядкованою
(або ланцюгом). Лiнiйним є звичайний порядок ≤ на множинах N, Z, Q
або R.

Поруч iз вiдношенням часткового порядку ≤ часто розглядають вiд-
ношення строгого часткового порядку <. Воно так само є транзитивним
та антисиметричним, але замiсть рефлексивностi вимагають антиреф-
лексивнiсть. Строгим частковим порядком буде звичайне вiдношення <
на множинах N, Z, Q, R та вiдношення строгого включення ⊂ на B(").

Вiдношення, яке є лише рефлексивним i транзитивним, називають
квазiпорядком. Таким, зокрема, є вiдношення подiльностi на множинi Z.

Другим важливим класом бiнарних вiдношень, поруч iз частковими
порядками, є вiдношення еквiвалентностi. Нагадаємо, що вiдношенням
еквiвалентностi на множинi " називається таке бiнарне вiдношення
на ", яке є рефлексивним, симетричним та транзитивним. Найчастiше
вiдношення еквiвалентностi позначається символом ∼. Якщо 0 ∼ 1, то
кажуть, що елемент 0 еквiвалентний елементу 1.

Зi згаданих ранiше прикладiв вiдношеннями еквiвалентностi будуть
вiдношення рiвностi (на довiльнiй множинi), вiдношення паралельностi
на множинi прямих площини, вiдношення подiбностi на множинi фiгур
площини та вiдношення “бути родичем” на множинi людей.

Множина 0 = {1 ∈ " | 0 ∼ 1} всiх елементiв, еквiвалентних елемен-
ту 0, називається класом еквiвалентностi елемента 0.
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Iз рефлексивностi вiдношення еквiвалентностi випливає, що 0 ∈ 0.
Крiм того, як показано у твердженнi 1, два класи еквiвалентностi 0 i 1
або не перетинаються, або збiгаються. Тому, якщо 1 ∈ 0, то 1 = 0. Це
означає, що довiльний елемент класу еквiвалентностi можна вибирати
представником цього класу.

Оскiльки кожен елемент 0 ∈ " належить класу 0, то об’єднання всiх
класiв еквiвалентностi збiгається з ". Таким чином, множина класiв
еквiвалентностi вiдношення ∼ утворює розбиття множини ", тобто "
розпадається в об’єднання множин, що не перетинаються.

Справедливе i зворотне твердження:

Твердження 43. Довiльне розбиття " =
⋃
7∈�
"7 множини " визначає на

" вiдношення еквiвалентностi, класи еквiвалентностi якого збiгаються
iз блоками "7, 7 ∈ �, цього розбиття.

Доведення. Справдi, покладемо F ∼ G тодi й лише тодi, коли F та G

належать одному блоковi "7 даного розбиття. Очевидно, що ∼ є вiд-
ношенням еквiвалентностi, класи еквiвалентностi якого збiгаються iз
блоками "7. �

Приклад 13. Нехай " – множина студентiв механiко-математичного
факультету. Множина " розбивається на академiчнi групи. Вiдповiдне
вiдношення еквiвалентностi виглядає так: F ∼ G тодi й лише тодi, коли
студенти F та G вчаться в однiй академiчнiй групi.

Сукупнiсть {0 | 0 ∈ "} класiв еквiвалентностi називається фактор-
множиною множини " за вiдношенням еквiвалентностi ∼ i позначається
"/∼. Наголошуємо, що елементами фактор-множини "/∼ є саме класи
еквiвалентностi, а не елементи множини ". Так, у прикладi зi студен-
тами мехмату " елементами фактор-множини будуть не студенти, а
академiчнi групи.

Для кожної фактор-множини "/∼ визначається сюр’єктивне вiдобра-
ження π : " → "/∼, π(F) := F, яке називається канонiчною проекцiєю "

на фактор-множину "/∼ або вiдображенням факторизацiї.

Нехай тепер на множинi " задана деяка бiнарна дiя (або операцiя)
∗ : " × " → ", тобто правило, яке кожнiй упорядкованiй парi (0, 1)
елементiв множини " ставить у вiдповiднiсть єдиним чином визначений
елемент 0 ∗ 1 цiєї множини. Прикладами є звичнi нам дiї додавання i
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множення цiлих (рацiональних, дiйсних, комплексних) чисел, додава-
ння векторiв, множення пiдстановок, додавання i множення матриць,
знаходження найбiльшого спiльного дiльника та найменшого спiльно-
го кратного двох натуральних чисел, операцiї об’єднання, перетину та
симетричної рiзницi пiдмножин деякої множини тощо.

Кажуть, що вiдношення еквiвалентностi ∼ на множинi " узгоджене
з дiєю ∗, якщо з того, що 0 ∼ 0′ та 1 ∼ 1′, випливає, що 0 ∗ 1 ∼ 0′ ∗ 1′.

Якщо вiдношення еквiвалентностi ∼ узгоджене з дiєю ∗, то на фактор-
множинi "/∼ можна визначити iндуковану дiю за правилом:

0 ∗ 1 := 0 ∗ 1. (7.1)

Таке визначення дiї на "/∼ є коректним, бо не залежить вiд вибору пред-
ставникiв класiв 0 i 1. Справдi, у разi вибору iнших представникiв 0′ ∈ 0

i 1′ ∈ 1 маємо: 0 ∼ 0 i 1 ∼ 1. Але тодi з узгодженостi дiї з вiдношенням
еквiвалентностi випливає, що 0′ ∗ 1′ ∼ 0 ∗ 1. Тому 0′ ∗ 1′ = 0 ∗ 1.

Зазвичай тi операцiї на множинах, що виникають у математицi, ма-
ють певнi властивостi, список яких регулярно повторюється. Найважли-
вiшими iз цих властивостей є:

(1) асоцiативнiсть: для довiльних елементiв F, G та H виконується
рiвнiсть (F ∗ G) ∗ H = F ∗ (G ∗ H);

(2) комутативнiсть: для довiльних елементiв F та G справедлива
рiвнiсть F ∗ G = G ∗ F;

(3) iснування нейтрального елемента: iснує такий елемент 4, що для
кожного F справджується рiвнiсть 4 ∗ F = F ∗ 4 = F;

(4) iснування оберненого елемента: для кожного елемента F iснує та-
кий елемент F ′, що F ∗ F ′ = F ′ ∗ F = 4.

Твердження 44. Нехай вiдношення еквiвалентностi ∼ на множинi "
i дiя ∗ — узгодженi. Якщо дiя ∗ має якусь властивiсть iз списку (1)–(4),
то визначена правилом (7.1) iндукована дiя на фактор-множинi "/∼
також має цю властивiсть.

Доведення. Нехай дiя ∗ на множинi " є асоцiативною. Тодi

(F ∗ G) ∗ H = F ∗ G ∗ H = (F ∗ G) ∗ H = F ∗ (G ∗ H) = F ∗ G ∗ H = F ∗ (G ∗ H).
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Отже, iндукована дiя на фактор-множинi "/∼ також є асоцiативною.
Збереження комутативностi перевiряється аналогiчно.
Iз рiвностi

F ∗ 4 = F ∗ 4 = F
випливає, що коли 4 є нейтральним елементом для множини ", то клас
4 є нейтральним елементом для фактор-множини "/∼.

Нарештi, якщо F ∗ F ′ = F ′ ∗ F = 4, то

F ∗ F ′ = F ∗ F ′ = 4 = F ′ ∗ F = F ′ ∗ F.

Отже, клас F ′ є оберненим до класу F. �

7.2. Кiльця i поля

Нагадаємо (див. пiдроздiл 1.2), що кiльцем називається непорожня
множина  , в якiй визначено додавання i множення елементiв, причому
цi операцiї задовольняють такi умови:

а) вiдносно додавання множина  утворює комутативну групу;

б) множення є асоцiативним, тобто для довiльних елементiв F, G та H
виконується рiвнiсть (F · G) · H = F · (G · H);

в) дiї додавання та множення поєднанi дистрибутивними законами,
тобто для довiльних елементiв F, G та H маємо

(F + G) · H = F · H + G · H, F · (G + H) = F · G + F · H.
Кiльце  називається комутативним, якщо множення є комутатив-

ним (тобто F · G = G · F для довiльних F, G ∈  ). Якщо для множення
є нейтральний елемент (який для кiлець традицiйно називається оди-
ницею i позначається символом 1), то кiльце називається кiльцем з
одиницею.

Приклад 14. 1. Множина Z цiлих чисел зi звичними додаванням та
множенням утворює комутативне кiльце з одиницею.

2. Множина 2Z парних цiлих чисел зi звичними додаванням та мно-
женням утворює комутативне кiльце, але без одиницi.

3. Множина дiйсних квадратних матриць "<(R) порядку < вiдносно
додавання та множення матриць утворює кiльце з одиницею (нею буде
одинична матриця). Якщо < > 1, то це кiльце буде некомутативним.

4. Множина Map(R) усiх дiйсних функцiй зs звичайними додаванням
та множенням функцiй утворює комутативне кiльце з одиницею. Тут ней-
тральним елементом (нулем) для додавання буде функцiя, яка тотожно
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дорiвнює нулю, а нейтральним елементом (одиницею) для множення —
функцiя, яка тотожно дорiвнює одиницi.

Вправа 18. Перевiрте, що множина Z[7] = {0 + 17 | 0, 1 ∈ Z} цiлих
гауссових чисел вiдносно додавання та множення комплексних чисел
утворює комутативне кiльце з одиницею.

Комутативне кiльце з одиницею, в якому для кожного ненульового
елемента iснує обернений, називається полем. У нас уже були приклади
числових полiв – множини рацiональних Q, дiйсних R та комплексних C
чисел. У наступному пiдроздiлi ми познайомимося з важливими прикла-
дами нечислових полiв.

7.3. Кiльця класiв лишкiв

Зафiксуємо натуральне число <. Будемо говорити, що цiлi числа
0 i 1 порiвняннi (або конгруентнi) за модулем числа < (i записува-
ти 0 ≡ 1 (mod <)), якщо рiзниця 0 − 1 дiлиться на <. Вираз вигляду
0 ≡ 1 (mod <) називатимемо конгруенцiєю за модулем <.

Твердження 45. 0 ≡ 1 (mod <) тодi й лише тодi, коли 0 i 1 мають
однаковi остачi вiд дiлення на <.

Доведення. Подiлимо 0 i 1 на < з остачею: 0 = <?1 + @1 i 1 = <?2 + @2, де
@1, @2 ∈ {0, 1, . . . , < − 1}. За означенням 0 ≡ 1 (mod <)) тодi й лише тодi,
коли 0 − 1 дiлиться на <. Оскiльки

0 − 1 = <(?1 − ?2) + (@1 − @2),

то 0− 1 дiлиться на < тодi й лише тодi, коли на < дiлиться рiзниця @1 − @2.
Але 0 ≤ |@1 − @2 | < <. Тому @1 − @2 дiлиться на < тодi й лише тодi, коли
@1 − @2 = 0, тобто, коли @1 = @2. �

Iз цього твердження одразу випливає, що вiдношення конгруентностi
за модулем числа < є вiдношенням еквiвалентностi. Класи еквiвалентно-
стi цього вiдношення називаються класами лишкiв за модулем числа <.
Клас лишкiв, що мiстить число 0, позначають 0. Зрозумiло, що

0 = {. . . ,−2< + 0,−< + 0, 0, < + 0, 2< + 0, 3< + 0, . . .} .

Наслiдок 26. Є рiвно < рiзних класiв лишкiв за модулем числа <. Iснує
природна взаємно однозначна вiдповiдность мiж класами лишкiв за
модулем числа < та остачами вiд дiлення на <.
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Множину класiв лишкiв за модулем числа < (тобто фактор-множину
множини Z за вiдношенням конгруентностi за модулем <) познача-
ють Z<.

Зауваження. Вiдношення 0 ≡ 1 (mod <) можна визначати для довiль-
ного цiлого числа <. Але для < = 0 всi класи еквiвалентностi виходять
одноелементними (тобто вiдношення 0 ≡ 1 (mod 0) збiгається з вiдно-
шенням рiвностi), для < = 1 отримуємо лише один клас еквiвалентностi,
а вiдношення 0 ≡ 1 (mod <) i 0 ≡ 1 (mod (−<)) очевидним чином збiга-
ються. Тому далi ми вважатимемо, що < > 1.

Систему з < чисел, узятих по одному з кожного класу лишкiв за мо-
дулем <, називають повною системою лишкiв. При < = 5 повними систе-
мами лишкiв є, наприклад, такi системи: {0, 1, 2, 3, 4}, {−2,−1, 0, 1, 2},
{21, 5,−3, 14,−7} i т. д. Перша система складається з найменших не-
вiд’ємних лишкiв iз кожного класу, друга – iз найменших за абсолютним
значенням лишкiв iз кожного класу, третя – з випадкових 5 чисел, узятих
по одному з кожного класу.

Теорема 40. Якщо 01 ≡ 11 (mod <) i 02 ≡ 12 (mod <), то
a) 01 + 02 ≡ 11 + 12 (mod <);
б) 01 · 02 ≡ 11 · 12 (mod <).
Доведення. Якщо 01 ≡ 11 (mod <) i 02 ≡ 12 (mod <), то кожне з чисел
01 − 11 i 02 − 12 дiлиться на <. Але тодi число

(01 + 02) − (11 + 12) = (01 − 11) + (02 − 12)

також дiлиться на <. Тому 01 + 02 ≡ 11 + 12 (mod <). На < дiлиться i
число

01 ·02−11 ·12 = 01 ·02−01 ·12+01 ·12−11 ·12 = 01 · (02−12)+ (01−11) ·12.

Тому 01 · 02 ≡ 11 · 12 (mod <). �

Таким чином, вiдношення конгруентностi за модулем числа < узго-
джене з додаванням та множенням цiлих чисел. Це дозволяє нам визна-
чити додавання i множення класiв лишкiв:

0 + 1 := 0 + 1 ; 0 · 1 := 01 . (7.2)

Наприклад, за модулем 5 маємо 2+4 = 6, 3·4 = 12. Але за модулем 5
6 = 1 = 11 = −4 = . . . , 12 = 2 = 7 = 17 = . . . . Тому за модулем 5
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будуть правильними i рiвностi 2 + 4 = 1, 2 + 4 = −4, 3 · 4 = 7 тощо.
Щоб уникнути вказаної неоднозначностi, традицiйно представниками
рiзних класiв лишкiв за модулем < вибирають повну систему лишкiв
{0, 1, . . . , < − 1}. Тодi Z< = {0, 1, . . . , < − 1}.
Приклад 15. Таблицi додавання та множення для Z5 = {0, 1, 2, 3, 4}
мають вигляд

+ 0 1 2 3 4

0 0 1 2 3 4

1 1 2 3 4 0

2 2 3 4 0 1

3 3 4 0 1 2

4 4 0 1 2 3

· 0 1 2 3 4

0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4

2 0 2 4 1 3

3 0 3 1 4 2

4 0 4 3 2 1

Приклад 16. Таблицi додавання та множення для Z6 = {0, 1, 2, 3, 4, 5}
мають вигляд:

+ 0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5

1 1 2 3 4 5 0

2 2 3 4 5 0 1

3 3 4 5 0 1 2

4 4 5 0 1 2 3

5 5 0 1 2 3 4

· 0 1 2 3 4 5

0 0 0 0 0 0 0

1 0 1 2 3 4 5

2 0 2 4 0 2 4

3 0 3 0 3 0 3

4 0 4 2 0 4 2

5 0 5 4 3 2 1

Теорема 41. Вiдносно додавання i множення множина Z< утворює ко-
мутативне кiльце з одиницею.

Доведення. У кiльцi Z цiлих чисел додавання є асоцiативним, комутатив-
ним, для додавання є нейтральний елемент 0, i для кожного числа iснує
протилежне. Так само множення є асоцiативним, комутативним i для
множення є нейтральний елемент 1. Оскiльки вiдношення конгруентно-
стi за модулем < узгоджене з додаванням та множенням цiлих чисел, то
iз твердження 44 випливає, що всi цi властивостi мають i додавання та
множення в Z<. Лишається тiльки перевiрити, що додавання i множення
в Z< пов’язанi дистрибутивними законами. Це справдi так (множення
комутативне, тому досить перевiрити лише один iз цих законiв):

F · (G + H) = F · G + H = F · (G + H) = F · G + F · H =
= F · G + F · H = F · G + F · H. �
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Кiльце Z< називається кiльцем класiв лишкiв за модулем числа <.

Порiвнюючи таблицi множення для Z5 i Z6, легко помiтити принци-
пову вiдмiннiсть мiж ними: у Z5 кожен ненульовий клас є оборотним (i
тому Z5 є навiть полем, а не просто комутативним кiльцем з одиницею),
а в Z6 ненульовi класи 2, 3 i 4 обернених не мають. Тому з’ясуємо, коли
для елемента 9 кiльця Z< iснує обернений. Нам знадобиться така лема.

Лема 10. Найбiльший спiльний дiльник цiлих чисел 0 i 1 збiгається з
найменшим додатним числом iз множини � = {F0 + G1 | F, G ∈ /}.

Доведення. Нехай 3 = F00+G01—найменше додатне число з �. Очевидно,
що кожен спiльний дiльник чисел 0 та 1 буде i дiльником усiх чисел
вигляду F0 + G1, а тому буде й дiльником числа 3. Тому 0 i 1 не мають
спiльних дiльникiв, бiльших за 3. Покажемо тепер, що 3 є спiльним
дiльником 0 i 1. Для цього подiлимо 0 на 3 з остачею: 0 = ?3 + @. Тодi

@ = 0 − ?3 = 0 − ?(F00 + G01) = (1 − ?F0)0 − ?G01.

Отже, @ ∈ �. Але 0 ≤ @ < 3, а 3 є найменшим додатним числом з �. Тому
@ = 0 i 0 дiлиться на 3. Аналогiчно доводиться, що 1 дiлиться на 3. �

Наслiдок 27. Цiлi числа 0 i 1 будуть взаємно простими тодi й лише
тодi, коли iснують такi цiлi числа F i G, що F0 + G1 = 1.

Теорема 42. Для елемента 9 ∈ Z< обернений iснує тодi й лише тодi,
коли 9 та < взаємно простi.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай клас 9 iз Z< є оборотним, а клас 9′ є
оберненим до 9. Тодi 9 · 9′ = 1, тобто 99′ ≡ 1 (mod <). Це означає, що
99′ − 1 дiлиться на <, тобто iснує таке цiле число ;, що 99′ − 1 = ;<.
Але тодi кожен спiльний дiльник чисел 9 та < буде i дiльником числа
1 = 99′ − ;<. Отже, 9 та <— взаємно простi.

Достатнiсть. Нехай 9 та <— взаємно простi. Тодi за наслiдком 27
знайдуться такi цiлi числа ; та :, що 1 = 9 · ; + < · :. Переходячи до
класiв лишкiв за модулем числа <, отримуємо

1 = 9 · ; + < · : = 9 · ; + < · :.

Але < = 0. Тому 1 = 9 · ; i клас ; є оберненим до класу 9. �

Наслiдок 28. У кiльцi Z< є рiвно φ(<) оборотних елементiв.
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Доведення. Це випливає з того, що повна система лишкiв {0, 1, . . . , <−1}
за модулем числа < мiстить рiвно φ(<) елементiв, взаємно простих iз
числом <. �

Наслiдок 29. Кiльце Z< буде полем тодi й лише тодi, коли <— просте
число.

Доведення. Необхiднiсть. Нехай <— складене число. Тодi < розкладає-
ться в добуток < = 9 ·;, де 1 < 9 < <. Числа 9 i < не є взаємно простими,
бо мають спiльний дiльник 9 > 1. Але тодi з теореми 42 випливає, що
для ненульового елемента 9 кiльця Z< не iснує оберненого. Отже, Z< не
є полем.

Достатнiсть. Нехай тепер < — просте число. Тодi всi ненульовi
елементи повної системи лишкiв {0, 1, . . . , < − 1} за модулем < будуть
взаємно простими з <. Отже, за теоремою 42, усi ненульовi елементи
кiльця Z< мають оберненi. Тому Z< є полем. �

Кажуть, що в комутативному кiльцi  можна скорочувати на елемент
0, якщо для довiльних F, G ∈  iз рiвностi 0F = 0G випливає рiвнiсть
F = G.

Твердження 46. У кiльцi Z< можна скорочувати на елемент 0 тодi й
лише тодi, коли 0 є оборотним.

Доведення. Нехай 0 є оборотним елементом, 1 є елементом, оберненим
до 0, i 0 · F = 0 · G. Маємо такий ланцюжок iмплiкацiй:

0 · F = 0 · G =⇒ 1 · (0 · F) = 1 · (0 · G) =⇒
=⇒ (1 · 0) · F = (1 · 0) · G =⇒ 1 · F = 1 · G =⇒ F = G.

Отже, на 0 можна скорочувати.
Нехай тепер елемент 0 не є оборотним. Можна вважати, що 0 < 0 < <.

Iз теореми 42 випливає, що числа 0 i <— не взаємно простi, а тому вони
мають спiльний дiльник 9, де 1 < 9 < <. Нехай 0 = 009, < = <09. Тодi
1 < <0 < 2<0 ≤ <. Зокрема, <0 , 2<0. Але

0 · <0 = (00 · 9) · <0 = 00 · (9 · <0) = 00 · < = 00 · 0 = 0,

0 · 2<0 = 0 · (2 · <0) = 2 · (0 · <0) = 0.

Отже, 0 ·<0 = 0 ·2<0, але <0 , 2<0. Тому на 0 скорочувати не можна. �
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Теорема 43 (Ойлер). Якщо 0 – оборотний елемент кiльця Z<, то

0 φ(<) = 1.

Доведення. Нехай
11, 12, . . . , 1φ(<) (7.3)

– усi оборотнi елементи кiльця Z<. Iз теореми 42 випливає, що добуток
оборотних елементiв знову є оборотним. Тому всi елементи

011, 012, . . . , 01φ(<) (7.4)

також є оборотними. Елементи (7.4) попарно рiзнi, оскiльки з рiвностi
01B = 01A i твердження 46 випливає, що 1B = 1A, звiдки B = A. Тому
елементи (7.4) це тi ж самi елементи (7.3), тiльки, можливо, в iншому
порядку. Але тодi

11 · 12 · · · 1φ(<) = 011 · 012 · · · 01φ(<) = 0 φ(<) · 11 · 12 · · · 1φ(<) .

Скорочуючи лiву i праву частини цiєї рiвностi на оборотнi елементи 11,
12, . . . , 1φ(<) одержуємо 1 = 0 φ(<). �

Теорему 43 можна переформулювати в термiнах конгруенцiй.

Теорема 43′. Нехай < — фiксоване натуральне число, 0— довiльне цiле
число, взаємно просте з <. Тодi 0φ(<) ≡ 1 (mod <).

Оскiльки для простого числа > φ(>) = > − 1, то з теореми Ойлера
одразу випливають наслiдки.

Наслiдок 30 (мала теорема Ферма). Якщо >— просте число i 0— не-

нульовий елемент поля Z>, то 0 >−1
= 1.

Малу теорему Ферма також можна переформулювати в термiнах
конгруенцiй.

Наслiдок 30′. Якщо натуральне число 0 не дiлиться на просте число >,
то 0>−1 ≡ 1 (mod >).

Або у трохи iншому виглядi запишемо малу теорему Ферма так.

Наслiдок 30′′. Для довiльних простого числа > i цiлого невiд’много числа
0 виконується конгруенцiя 0> ≡ 0 (mod >).

152



Вправа 19. Доведiть рiвносильнiсть наслiдкiв 30, 30′ i 30′′.

Уперше мала теорема Ферма згадується в одному з листiв Ферма
1640 року, однак без доведення. Перше вiдоме доведення належить
Ляйбнiцу, але вiн його не опублiкував. Перше опублiковане доведення
належить Ойлеру (у 1736 роцi). Ми наведемо ще два елементарнi дове-
дення малої теореми Ферма, якi не використовують теореми Ойлера.

Доведення малої теореми Ферма за допомогою iндукцiї. Будемо доводи-
ти її у формi наслiдку 30′′, тобто покажемо, що для довiльного цiлого
невiд’много числа 0 число 0> − 0 дiлиться на >.

База iндукцiї очевидна: якщо 0 = 0, то число 0>−0 = 0 дiлиться на >.
Припустимо тепер, що твердження правильне для всiх 0 ≤ 9, i до-

ведемо його для 0 = 9 + 1. Використовуючи бiном Ньютона, можемо
записати

(9+ 1)> − (9+ 1) = 9> + 1+
>−1∑
:=1

(
>

:

)
9: − 9− 1 = (9> − 9)+

>−1∑
:=1

(
>

:

)
9:. (7.5)

Доданок 9> − 9 дiлиться на > за припущенням iндукцiї. Iншi ж доданки
мiстять множник – бiномiальний коефiцiєнт(

>

:

)
=

>!

:!(> − :)! ,

чисельник >! якого дiлиться на >, а знаменник :!(>− :)! при 1 ≤ : ≤ >− 1

є взаємно простим iз >. Тому цей бiномiальний коефiцiєнт дiлиться на >.
Отже, усi доданки у правiй частинi рiвностi (7.5) дiляться на >, а

тому рiзниця (9 + 1)> − (9 + 1) дiлиться на >. �

Узагальненням бiному Ньютона є так звана полiномiальна теорема:

(F1 + F2 + · · · + F9)< =
∑

α+β+· · ·+γ=<
α,β,...,γ≥0

(
<

α, β, . . . , γ

)
Fα1F

β

2
· · · Fγ

9
, (7.6)

де полiномiальний коефiцiєнт

(
<

α, β, . . . , γ

)
має вигляд

(
<

α, β, . . . , γ

)
=

<!

α!β! · · · γ! .
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Вправа 20. Доведiть полiномiальну теорему.

Доведення малої теореми Ферма за допомогою полiномiальної теореми.
Якщо в полiномiальнiй теоремi покласти < = > i F1 = F2 = · · · = F9 = 1,
то отримаємо

9> = (1 + 1 + · · · + 1)> = >!

>!0! · · · 0! +
>!

0!>! · · · 0! + · · · +
>!

0!0! · · · >!+

+

∑
α+β+· · ·+γ=>
>>α,β,...,γ≥0

>!

α!β! · · · γ! = 9 +
∑

α+β+· · ·+γ=>
>>α,β,...,γ≥0

>!

α!β! · · · γ! .

У правiй частинi цiєї рiвностi кожен дрiб

>!

α!β! · · · γ!

дiлиться на >, бо чисельник >! дiлиться на >, а знаменник α!β! · · · γ! при
> > α, β, . . . , γ ≥ 0 на > не дiлиться. Тому рiзниця 9>−9 дiлиться на >. �

Iз теореми Ойлера випливає ще один важливий наслiдок.

Наслiдок 31. Нехай 0 – оборотний елемент кiльця Z<. Тодi елемент
0 φ(<)−1 буде оберненим до 0.

Доведення. Справдi, iз теореми Ойлера випливає, що

0 · 0 φ(<)−1 = 0 φ(<) = 1. �

Знаходження оберненого елемента за допомогою теореми Ойлера
вимагає громiздких обчислень. Тому розглянемо ще один метод обчи-
слення оберненого елемента (а заодно познайомимося з деякими поня-
ттями, значення яких виходить далеко за межi задачi про обчислення
оберненого елемента).

Лема 11. Нехай 0 = 1? + @. Тодi множина спiльних дiльникiв чисел 0 i 1
збiгається iз множиною спiльних дiльникiв чисел 1 i @.

Доведення. Очевидно, що, коли число 3 дiлить 1 i @, то воно дiлить i
число 0 = 1? + @. Тому спiльний дiльник 1 i @ буде спiльним дiльником
0 i 1. Аналогiчно, коли число 3 дiлить 0 i 1, то воно дiлить i число
@ = 0 − 1?. �
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Нехай тепер 0 i 1— натуральнi числа. Подiлимо 0 на 1 з остачею:

0 = ?11 + @1. (7.7)

Подiлимо з остачею 1 на @1:

1 = ?2@1 + @2. (7.8)

Далi подiлимо з остачею @1 на @2:

@1 = ?3@2 + @3. (7.9)

I так далi. За теоремою про дiлення з остачею

1 > @1 > @2 > @3 > · · · . (7.10)

Тому рано чи пiзно ланцюжок має обiрватися, тобто має вiдбутися дiле-
ння нацiло:

@9−3 = ?9−1@9−2 + @9−1, (7.11)

@9−2 = ?9@9−1 + @9, (7.12)

@9−1 = ?9+1@9. (7.13)

Теорема 44. Остання ненульова остача @9 у побудованому вище лан-
цюжку остач

0, 1, @1, . . . , @9−3, @9−2, @9−1, @9 (7.14)

є найбiльшим спiльним дiльником чисел 0 i 1.

Доведення. Iз леми 11 випливає, що в кожної з пар чисел:

0 i 1, 1 i @1, @1 i @2, . . . , @9−2 i @9−1, @9−1 i @9 (7.15)

множина спiльних дiльникiв одна й та сама. Але @9−1 дiлиться на @9, тому
множина спiльних дiльникiв @9−1 i @9 збiгається iз множиною дiльникiв
числа @9. Найбiльшим серед цих дiльникiв є саме число @9. Тому @9 є
найбiльшим спiльним дiльником кожної з пар чисел (7.15), зокрема,
пари 0 i 1. �

Описаний процес знаходження найбiльшого спiльного дiльника двох
натуральних чисел називається алгоритмом Евклiда.

Цей алгоритм (точнiше, рiвностi (7.7)–(7.12), якi з’являються в про-
цесi його роботи) можна використати i для знаходження оберненого
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елемента в кiльцi Z<. Справдi, нехай 0 i < — взаємно простi. Тодi най-
бiльший спiльний дiльник 0 i < дорiвнює 1. Iз доведення теореми 42
випливає, що для знаходження елемента, оберненого до 0, досить зна-
йти зображення 1 = 0 · ; + < · : (тодi оберненим до 0 буде клас ;).
Алгоритм Евклiда дозволяє знайти таке зображення.

Справдi, нехай у процесi застосування алгоритму Евклiда ми отрима-
ли рiвностi

< = ?10 + @1,

0 = ?2@1 + @2,

@1 = ?3@2 + @3,

. . . ,

@9−3 = ?9−1@9−2 + @9−1,

@9−2 = ?9@9−1 + 1.

Позначимо для зручностi @0 = 0, @−1 = <. Щоб знайти зображення
1 = 0 · ; + < · :, будемо рухатися цими рiвностями справа налiво. Пере-
пишемо останню рiвнiсть у виглядi

1 = C9−2@9−2 + D9−1@9−1,

де C9−2 = 1, D9−1 = −?9. Пiдставляючи сюди значення @9−1 iз попередньої
рiвностi, отримуємо

1 = C9−2@9−2 + D9−1(@9−3 − ?9−1@9−2) = C9−3@9−3 + D9−2@9−2,
де C9−3 = D9−1, D9−2 = C9−2 − ?9−1D9−1. I так далi. Якщо ми вже знайшли
зображення 1 = C;@; + D;+1@;+1 через остачi @; i @;+1, то, використову-
ючи рiвнiсть @;−1 = ?;+1@; + @;+1, знаходимо зображення числа 1 через
остачi @;−1 i @;:

1 = C;@; + D;+1(@;−1 − ?;+1@;) = C;−1@;−1 + D;@;,
де C;−1 = D;+1, D; = C; − ?;+1D;+1. На останньому кроцi отримуємо
потрiбне зображення числа 1:

1 = C−1@−1 + D0@0 = C−1< + D00.

Приклад 17. У кiльцi Z25 знайдемо елемент, обернений до класу 11.

Спочатку зауважимо, що числа 11 та 25 – взаємно простi. Тому для
класу 11 у кiльцi Z25 обернений iснує. Алгоритм Евклiда дає такий лан-
цюжок рiвностей:

25 = 2 · 11 + 3, 11 = 3 · 3 + 2, 3 = 1 · 2 + 1.
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Звiдси отримуємо (жирним шрифтом видiлено числа, якi належать лан-
цюжку остач (7.14)):

1 = 3 − 1 · 2 = 3 − 1 · (11 − 3 · 3) = −1 · 11 + 4 · 3 =
= −1 · 11 + 4 · (25 − 2 · 11) = 4 · 25 − 9 · 11.

Тому оберненим до класу 11 буде клас −9 = −9 + 25 = 16.

7.4. Задачi

7.1. Доведiть, що, коли цiле число 1 дiлиться на найбiльший спiльний
дiльник 3 чисел 0 i <, то конгруенцiя 0F ≡ 1 (mod <)має за модулем
< рiвно 3 рiзних розв’язкiв.

7.2. Доведiть, що, коли конгруенцiя F2 ≡ 0 (mod 65) є сумiсною, то
конгруенцiя F2 ≡ −0 (mod 65) також є сумiсною.

7.3. Доведiть, що, коли для деякого простого числа > система цiлочи-
слових векторiв лiнiйно незалежна над полем Z>, то вона лiнiйно
незалежна i над полем Q рацiональних чисел.

7.4. Нехай система цiлочислових векторiв лiнiйно незалежна над полем
Q рацiональних чисел. Доведiть, що ця система може бути лiнiйно
залежною над полем Z> лише для скiнченної кiлькостi простих
чисел >.

7.5. а)∗∗ Доведiть, що СЛР

011F1 + · · · + 01<F< = 11 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

0;1F1 + · · · + 0;<F< = 1;

iз цiлими коефiцiєнтами має цiлочисловий розв’язок тодi й лише
тодi, коли для довiльного 9 має розв’язок система

011F1 + · · · + 01<F< ≡ 11 (mod 9) ,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0;1F1 + · · · + 0;<F< ≡ 1; (mod 9) .

б) Чи можна в попередньому твердженнi замiсть довiльних цiлих 9
обмежитися лише простими 9?
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7.6. Визначник

����0 1

2 3

���� з елементами з кiльця Z< дорiвнює 0. Чи зо-

бов’язанi його рядки бути пропорцiйними?

7.7.∗ Нехай визначник квадратної матрицi � iз цiлими коефiцiєнтами є
взаємно простим iз натуральним числом ;. Доведiть, що в кiльцi
Z; система лiнiйних рiвнянь �x = b буде визначеною для кожного
стовпця b вiльних членiв.

7.8. а) Пiдрахуйте кiлькiсть тих пiдмножин двовимiрного векторного
простору над полем Z2, якi є його системами твiрних.

б) Аналогiчна задача для тривимiрного простору.

7.9.∗ Доведiть, що не iснує поля з 6 елементiв.
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8. Многочлени вiд однiєї змiнної

У математичному аналiзi многочленами називаються функцiї вигляду

5 (F) = 00 + 01F + 02F2 + · · · + 0<F<, (8.1)

коефiцiєнти 00, 01, 02, . . . , 0< яких є довiльними дiйсними числами.
Неважко переконатися (ми це зробимо в пiдроздiлi 8.5), що два дiйснi
многочлени 5 (F) = 00 + 01F + · · · + 0<F< i 6(F) = 10 + 11F + · · · + 1<F<,
збiгаються як функцiї (тобто 5 (F) = 6(F) для всiх F ∈ R) тодi й лише тодi,
коли мають однаковi коефiцiєнти (тобто 00 = 10, 01 = 11, . . . , 0< = 1<).

Зрозумiло, що можна не обмежуватися лише дiйсними многочлена-
ми, а розглядати вирази вигляду (8.1) iз коефiцiєнтами 00, 01, 02, . . . , 0<
iз довiльного поля %. Однак тодi трактування многочленiв як функцiй
призводить до певної проблеми. Наприклад, многочлени F i F> з коефi-
цiєнтами з поля Z> природно вважати рiзними (крiм усього, у них рiзнi
степенi). Однак iз теореми Ферма випливає, що вони визначають одну
й ту ж функцiю Z> → Z>. Бiльше того, для довiльної множини коефiцi-
єнтiв  множина многочленiв  [F] iз коефiцiєнтами з  є нескiнченною
(нескiнченною є вже множина їх степенiв), однак у випадку скiнчен-
ної множини  маємо лише скiнченну кiлькiсть | | | | рiзних функцiй
 →  .

Тому в алгебрi зручнiше дотримуватися трохи iншого пiдходу i фак-
тично ототожнювати многочлен (8.1) iз послiдовнiстю 00, 01, 02, . . . , 0<
його коефiцiєнтiв.

8.1. Арифметика кiльця  [F]
Нехай  — довiльне комутативне кiльце з одиницею, F — новий

символ, який будемо називати невiдомою або змiнною. Многочленами
(полiномами) вiд змiнної F iз коефiцiєнтами з кiльця  називаються
формальнi суми вигляду

5 (F) = 00 + 01F + 02F2 + · · · + 0<F< , (8.2)

де 00, 01, . . . , 0< ∈  . Елементи 00, 01, . . . , 0< називаються коефiцiєнта-
ми многочлена (8.2). Многочлен називається нульовим, якщо всi його
коефiцiєнти дорiвнюють 0. Кожному ненульовому многочлену 5 (F) при-
писується невiд’ємне цiле число – максимальний iндекс ненульового
коефiцiєнта – яке називається степенем многочлена 5 (F) i позначається
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45 5 (F). Степiнь нульового многочлена невизначений, однак iнколи зру-
чно вважати, що вiн дорiвнює −∞. Коефiцiєнт 00 називається вiльним
членом многочлена 5 (F), коефiцiєнт 045 5 (F) – старшим коефiцiєнтом.

Вираз вигляду 0F9 називається одночленом. На многочлен (8.2) мо-
жна дивитися як на суму одночленiв. Якщо степiнь многочлена (8.2)
дорiвнює <, то одночлен 0<F

< називається старшим членом многочле-
на 5 (F).

Многочлени

5 (F) = 00 + 01F + 02F2 + · · · + 0<F< i 6(F) = 10 + 11F + 12F2 + · · · + 1;F;

вважаються рiвними тодi й лише тодi, коли 45 5 (F) = 456(F) i 00 = 10,
01 = 11, . . . , 045 5 (F) = 1456(F). Iз цього означення випливає, що до кожно-
го многочлена можна приєднувати (або, навпаки, опускати) довiльну
кiлькiсть одночленiв вигляду 0 · F9. Зокрема, 1 + F = 1 + F + 0 · F2 =
= 1 + F + 0 · F2 + 0 · F3 i т. д.

Множину всiх многочленiв iз коефiцiєнтами з кiльця  познача-
ють  [F]. Многочлени вигляду 00 (тобто нульового степеня або ну-
льовий) часто називають константами або скалярами. Якщо такий
многочлен ототожнити з елементом 00 ∈  , то отримуємо занурення
 ֒→  [F].

Над многочленами можна визначити кiлька природних дiй:

додавання многочленiв: дописавши, у разi потреби, члени з нульови-

ми коефiцiєнтами, можемо вважати, що 5 (F) =
<∑
7=0

07F
7, 6(F) =

<∑
7=0

17F
7,

тодi

5 (F) + 6(F) :=
<∑
7=0

(07 + 17)F 7 ; (8.3)

множення многочлена на елемент 0 ∈  :

0 ·
<∑
7=0

07F
7 :=

<∑
7=0

(007)F 7 ; (8.4)

множення многочленiв: якщо 5 (F) =
<∑
7=0

07F
7, 6(F) =

;∑
8=0

18F
8, то

5 (F) · 6(F) :=
<+;∑
9=0

( ∑
7+8=9

0718

)
F9 . (8.5)
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Оскiльки вiльний член суми (добутку) двох многочленiв є сумою (до-
бутком) вiльних членiв доданкiв (множникiв), то занурення  ֒→  [F]
узгоджене з дiями в  i  [F].

Твердження 47.
а) deg ( 5 + 6) ≤ max(deg 5, deg 6);
б) deg ( 5 · 6) ≤ deg 5 + deg 6.

Доведення. Нехай 45 5 (F) = <, 456(F) = ; i < ≥ ;. Тодi iз правила (8.3)
випливає, що 45( 5 + 6) ≤ <, а з правила (8.5) – що 45( 5 · 6) ≤ ; + <. �

Зауваження. 1. Нерiвностi у твердженнi 47 можуть бути строгими.
Справдi, над довiльним кiльцем  маємо

45(F2 + F) = 45(−F2 + 1)) = 2,

але
45

(
(F2 + F) + (−F2 + 1)

)
= 45(F + 1)) = 1.

Над кiльцем Z4 маємо

45(2F2 + 1) = 2, але 45(2F2 + 1)2 = 451 = 0.

2. Однак, якщо в кiльцi  добуток ненульових елементiв не дорiвнює
нулю (так буде, наприклад, коли  є кiльцем Z або полем), то iз правила
(8.5) випливає, що 45( 5 · 6) = 45 5 + 456. Зокрема, у цьому випадку
добуток ненульових многочленiв знову буде ненульовим многочленом.

Твердження 48. Вiдносно дiй додавання i множення множина много-
членiв  [F] утворює комутативне кiльце з одиницею.

Доведення. Бiльшiсть законiв (I), (II), (III), (IV), (IV ′) i (V), якi повинно
задовольняти комутативне кiльце з одиницею (див. пiдроздiл 1.2), зокре-
ма, властивостi додавання i комутативнiсть множення, для множини
 [F] є очевидними. Неочевидними є тiльки асоцiативнiсть множення i
дистрибутивний закон. Асоцiативнiсть множення перевiримо зараз, а
перевiрку дистрибутивного закону полишаємо читачевi.

Нехай 5 (F) =
<∑
7=0

07F
7, 6(F) =

;∑
8=0

18F
8, ℎ(F) =

:∑
9=0

29F
9. Тодi

5 (F)6(F) · ℎ(F) =
<+;∑
>=0

( ∑
7+8=>

0718F
>
)
·

:∑
9=0

29F
9
=
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=

<+;+:∑
?=0

( ∑
>+9=?

( ∑
7+8=>

0718

)
29

)
F? =

<+;+:∑
?=0

( ∑
7+8+9=?

071829

)
F? =

=

<+;+:∑
?=0

( ∑
7+B=?

(
07

∑
8+9=B

1829

))
F? =

<∑
7=0

07F
7 ·

;+:∑
B=0

( ∑
8+9=B

1829F
B
)
=

= 5 (F) · 6(F)ℎ(F) . �

Далi нас буде цiкавити головним чином випадок, коли кiльце кое-
фiцiєнтiв  є полем (i щоб пiдкреслити це, замiсть  будемо писати %).
Причин кiлька: цей випадок i найпростiший, i найважливiший. До того
ж є велика аналогiя мiж властивостями кiлець Z i %[F]. Причина цiєї
аналогiї стане зрозумiлiшою пiзнiше, а зараз ми аналогiю будемо лише
фiксувати.

Твердження 49. У кiльцi %[F] многочленiв iз коефiцiєнтами з поля %

можна скорочувати.

Доведення. Нехай 5 (F) , 0 i 5 (F)61(F) = 5 (F)62(F). Тодi 5 (F)(61(F) −
− 62(F)) = 0. Оскiльки в кiльцi %[F] добуток ненульових многочленiв є
ненульовим, то 61(F) − 62(F) = 0. Отже, 61(F) = 62(F). �

Теорема 45 (про дiлення з остачею). Для довiльних многочленiв 5 (F) i
6(F) , 0 iз %[F] iснують такi многочлени ?(F) i @(F), що

5 (F) = ?(F)6(F) + @(F) i @(F) = 0 або deg @(F) < deg 6(F).

Многочлени ?(F) i @(F) визначенi однозначно.
Доведення. Iснування. Нехай 5 (F) = 00 + 01F + · · · + 0<F<, 6(F) = 10 +

+11F+· · ·+1;F; i 1; , 0. Iснування ?(F) i @(F) будемо доводити iндукцiєю
за степенем многочлена 5 (F).

Якщо < < ;, то можна взяти ?(F) = 0, @ = 5 (F).
Якщо < ≥ ;, то многочлен

51(F) = 5 (F) − 0<

1;
F<−;6(F) =

(
0<−1 −

0<

1;
1;−1

)
F<−1 + · · ·

має степiнь менший, нiж 5 (F), а тому за припущенням iндукцiї iснують
такi многочлени ?1(F) i @1(F), що 51(F) = ?1(F)6(F) + @1(F) i @1(F) = 0 або
45@1(F) < 456(F). Але тодi

5 (F) = 0<

1;
F<−;6(F) + 51(F) =

0<

1;
F<−;6(F) + ?1(F)6(F) + @1(F) =
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=

( 0<
1;

F<−; + ?1(F)
)
6(F) + @1(F)

i многочлени ?(F) = 0<
1;
F<−; + ?1(F), @(F) = @1(F) задовольняють умову

теореми.
Однозначнiсть. Нехай

5 (F) = ?(F)6(F) + @(F) = ?1(F)6(F) + @1(F),

причому многочлени @(F) i @1(F) задовольняють умову теореми. Тодi

(?(F) − ?1(F))6(F) = @1(F) − @(F) . (8.6)

Нагадаємо, що для многочленiв iз коефiцiєнтами з поля степiнь добутку
дорiвнює сумi степенiв множникiв. Якщо ?(F) , ?1(F), то ?(F) − ?1(F) , 0,
i в рiвностi (8.6) степiнь многочлена злiва ≥ 456(F), у той час як степiнь
многочлена справа строго менший 456(F). Оскiльки це неможливо, то
?(F) = ?1(F). Але тодi @1(F) − @(F) = 0 i @1(F) = @(F). �

Многочлени ?(F) i @(F) iз теореми 45 називаються вiдповiдно часткою
й остачею вiд дiлення многочлена 5 (F) на многочлен 6(F). Доведення
теореми є конструктивним i дає метод обчислення частки й остачi (на-
справдi це вiдомий ще зi школи метод дiлення “рiжком”).

Зауваження. Для многочленiв iз коефiцiєнтами з кiльця теорема 45
перестає бути правильною: многочленiв ?(F) i @(F) може взагалi не
iснувати. Наприклад, у випадку кiльця Z многочлен F2 не дiлиться з
остачею на 2F + 1. А в разi їх iснування може бути багато рiзних пар
(?(F), @(F)). Наприклад, над кiльцем Z4

2F + 1 = 1 · (2F + 1) + 0 = 3 · (2F + 1) + 2.

Зазвичай дiлення одного многочлена на iнший виконують за допомо-
гою вiдомого ще зi школи алгоритму дiлення “рiжком” (фактично цей
алгоритм використовується i в доведеннi теореми 45). Однак дiлення
на двочлен F − 2 (а ми пiзнiше пересвiдчимось, що цей випадок є дуже
важливим) можна органiзувати лiпшим чином. У цьому випадку остача
вiд дiлення має бути многочленом степеня < 1, тобто елементом поля %.
Нехай

0<F
<
+0<−1F

<−1
+ · · ·+01F+00 = (F−2)(1<−1F<−1+ · · ·+11F+10)+@. (8.7)
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Прирiвняємо коефiцiєнти при вiдповiдних степенях F у лiвiй i правiй
частинах рiвностi (8.7):

F< : 0< = 1<−1,
F<−1 : 0<−1 = 1<−2 − 21<−1,
F<−2 : 0<−2 = 1<−3 − 21<−2,
. . . . . . . . . . . . . . . . . .

F1 : 01 = 10 − 211,

F0 : 00 = @ − 210.

Iз цих рiвностей одержуємо простi рекурентнi формули для знахо-
дження коефiцiєнтiв частки 1<−1F<−1 + · · · + 11F + 10 й остачi @:

1<−1 = 0<,

1<−2 = 0<−1 + 21<−1,
1<−3 = 0<−2 + 21<−2,
. . . . . . . . . . . .

10 = 01 + 211,

@ = 00 + 210.

(8.8)

Початковi данi й результати обчислень зручно записувати у виглядi
таблицi, яка називається схемою Горнера:

0< 0<−1 0<−2 . . . 01 00
2 1<−1 1<−2 1<−3 . . . 10 @

. (8.9)

Iз рiвностей 8.8 випливає, що перший елемент 1<−1 другого рядка просто
зноситься з першого рядка, а кожен наступний елемент другого рядка
обчислюється як сума числа, що стоїть над ним, i помноженого на 2
числа злiва вiд нього.

Приклад 18. Подiлимо з остачею 2F5 + 3F4 − F2 − 9F + 7 на F + 2.
За схемою Горнера маємо

2 3 0 −1 −9 7

−2 2 −1 2 −5 1 5
.

Отже,

2F5 + 3F4 − F2 − 9F + 7 = (F + 2)(2F4 − F3 + 2F2 − 5F + 1) + 5.

Говорять, що многочлен 5 (F) дiлиться на многочлен 6(F) або що 6(F)
дiлить 5 (F) (i коротко позначають як 6(F) | 5 (F)), якщо iснує такий мно-
гочлен ℎ(F), що 5 (F) = 6(F)ℎ(F). Якщо 6(F) | 5 (F)), то 6(F) називається
дiльником 5 (F), а 5 (F) – кратним 6(F).
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Твердження 50 (найпростiшi властивостi подiльностi многочленiв).
а) Вiдношення подiльностi є рефлексивним i транзитивним.
б) Якщо кожен iз многочленiв 51(F), . . . , 59(F) дiлиться на 6(F), то

для довiльних многочленiв ℎ1(F), . . . , ℎ9(F) сума ℎ1 51(F) + · · · + ℎ9 59(F)
також дiлиться на 6(F).

Доведення. а) рефлексивнiсть випливає з рiвностi 5 (F) = 1 · 5 (F). Нехай
тепер 6(F) | 5 (F) i ℎ(F) | 6(F). Тодi iснують такi многочлени C(F) i D(F),
що 5 (F) = 6(F)C(F) i 6(F) = ℎ(F)D(F). Але тодi 5 (F) = ℎ(F) · D(F)C(F). Отже,
ℎ(F) | 5 (F), що доводить транзитивнiсть вiдношення подiльностi

б) Нехай 51(F) = 6(F)C1(F), . . . , 59(F) = 6(F)C9(F). Тодi

ℎ1 51(F) + · · · + ℎ9 59(F) = ℎ16(F)C1(F) + · · · + ℎ96(F)C9(F) =
= 6(F)

(
ℎ1C1(F) + · · · + ℎ9C9(F).

)
Отже, сума ℎ1 51(F) + · · · + ℎ9 59(F) дiлиться на 6(F). �

Многочлени 5 (F) i 6(F) називають асоцiйованими (i записують 5 (F) ∼
∼ 6(F)), якщо 6(F) | 5 (F) i 5 (F) | 6(F). Легко бачити, що вiдношення асоцi-
йованостi є вiдношенням еквiвалентностi, причому нульовий многочлен
утворює окремий клас еквiвалентностi.

Твердження 51. У кiльцi %[F] ненульовi многочлени 5 (F) i 6(F) будуть
асоцiйованими тодi й лише тодi, коли вони розрiзняються скалярними
множниками.

Доведення. Нехай 6(F) | 5 (F) i 5 (F) | 6(F). Тодi iснують такi многочле-
ни C(F) i D(F), що 5 (F) = 6(F)C(F) i 6(F) = 5 (F)D(F). Звiдси випливає,
що 5 (F) = 5 (F)D(F)C(F). Позаяк степiнь добутку дорiвнює сумi степенiв
множникiв, то 45C(F) = 45D(F) = 0. Але тодi C(F) i D(F) є скалярами.

Навпаки, нехай 5 (F) = 06(F), де 0 ∈ %. Зрозумiло, що 0 , 0. У полi для
кожного ненульового елемента є обернений, тому 6(F) = 0−1 5 (F). Отже,
якщо 5 (F) i 6(F) розрiзняються скалярним множником, то 6(F) | 5 (F) i
5 (F) | 6(F). �

Наслiдок 32. Якщо многочлен 5 (F) дiлиться на 6(F), то
а) кожен многочлен, асоцiйований з 5 (F), дiлиться на 6(F);
б) 5 (F) дiлиться на кожен многочлен, асоцiйований з 6(F).

Зауваження. Аналогiчно вводиться поняття асоцiйованих чисел у
кiльцi Z: 0 i 1 – асоцiйованi, якщо 0 | 1 i 1 | 0. Легко зрозумiти, що
асоцiйованi числа вiдрiзняються щонайбiльше знаком.
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Многочлен 5 (F) = 00+01F+ · · ·+0<F< степеня < називається нормова-
ним, якщо 0< = 1. Легко бачити, що в кожному класi асоцiйованих
многочленiв є рiвно один нормований. Оскiльки з наслiдку 32 випливає,
що асоцiйованiсть на подiльнiсть не впливає, то в багатьох питаннях
подiльностi можна обмежитися лише нормованими многочленами.

Дiльник 6(F) многочлена 5 (F) називається нетривiальним, якщо 6(F)
не є асоцiйованим нi з многочленом 5 (F), нi з одиницею (тобто, якщо в
розкладi 5 (F) = 6(F)ℎ(F) обидва множники мають додатнi степенi).

Многочлен 5 (F) ненульового степеня називається незвiдним, якщо
вiн не має нетривiальних дiльникiв. У противному разi 5 (F) називається
звiдним. Цi поняття є аналогами простих i складених чисел у кiльцi Z.

Якщо поле % мiститься в полi %1, то многочлен 5 (F) iз %[F] можна роз-
глядати i як многочлен iз %1[F]. При переходi до бiльшого поля незвiдний
многочлен може стати звiдним. Тому часто говорять про незвiднiсть
многочлена 5 (F) над даним полем %. Наприклад, многочлен F2 − 2 є
незвiдним над Q, але вiн буде звiдним над R: F2 − 2 = (F +

√
2)(F −

√
2).

Многочлен F2 + 1 є незвiдним над Q i R, але буде звiдним над C:
F2 + 1 = (F + 7)(F − 7).

Кожне цiле число розкладається в добуток простих. Аналогiчне твер-
дження виконується i для многочленiв:

Твердження 52. Кожен ненульовий многочлен iз коефiцiєнтами з поля
% розкладається в кiльцi %[F] у добуток незвiдних многочленiв.

Доведення. Зауважимо: зручно вважати, що добуток нульової кiлькостi
множникiв дорiвнює 1. Тому з точнiстю до асоцiйованостi кожен мно-
гочлен нульового степеня розкладається в добуток нульової кiлькостi
незвiдних многочленiв.

Нехай тепер 5 (F) – многочлен степеня < > 0. Якщо вiн – незвiдний,
то його розклад у добуток незвiдних мiстить один множник. Якщо ж
5 (F) звiдний, то його можна розкласти в добуток 5 (F) = 6(F)ℎ(F) много-
членiв менших степенiв. Якщо обидва множники 6(F) i ℎ(F) — незвiднi,
то процес розкладу 5 (F) у добуток незвiдних завершено. У противно-
му разi тi iз множникiв, якi є звiдними, розкладаємо далi. I так далi.
Оскiльки при множеннi степенi множникiв додаються, то розклад 5 (F) у
добуток многочленiв ненульового степеня не може мiстити бiльше нiж
< множникiв. Тому не пiзнiше нiж на <-му кроцi ми одержимо розклад
5 (F) = >1(F) · · · >9(F) многочлена 5 (F) у добуток незвiдних многочленiв
>1(F), . . . , >9(F). �
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Многочлен 3(F) називається найбiльшим спiльним дiльником (ско-
рочено: НСД) многочленiв 5 (F) i 6(F), якщо вiн задовольняє такi двi
умови:

1) 3(F) є спiльним дiльником многочленiв 5 (F) i 6(F), тобто 3(F) | 5 (F)
i 3(F) | 6(F);

2) 3(F) дiлиться на кожен спiльний дiльник многочленiв 5 (F) i 6(F),
тобто iз 2(F) | 5 (F) i 2(F) | 6(F) випливає, що 2(F) | 3(F).

Найбiльший спiльний дiльник многочленiв 5 (F) i 6(F) позначається
НСД ( 5 (F), 6(F)) або просто ( 5 (F), 6(F)). З умови 2) випливає, що коли
НСД ( 5 (F), 6(F)) iснує, то з точнiстю до асоцiйованостi вiн єдиний. Справ-
дi, якщо 31(F) i 32(F) – два такi дiльники, то вони повиннi дiлитися один
на одного.

Теорема 46. Якщо % — поле, то в кiльцi %[F] для довiльних многочленiв
5 (F) i 6(F) iснує НСД ( 5 (F), 6(F)).

Доведення. Очевидно, що, коли один iз многочленiв 5 (F) i 6(F) є нульо-
вим, то НСД( 5 (F), 6(F)) збiгається iз другим iз цих многочленiв. Тому далi
вважаємо, що кожен iз многочленiв 5 (F) i 6(F) є ненульовим. Вiзьмемо
у множинi

� = {C(F) 5 (F) + D(F)6(F) | C(F), D(F) ∈ %[F]}

ненульовий многочлен 3(F) = C1(F) 5 (F) + D1(F)6(F) найменшого можли-
вого степеня i покажемо, що 3(F) є найбiльшим спiльним дiльником
5 (F) i 6(F).

Для перевiрки першої умови з означення НСД роздiлимо 5 (F) на 3(F)
з остачею: 5 (F) = ?(F)3(F) + @(F). Тодi

@(F) = 5 (F) − ?(F)3(F) = 5 (F) − ?(F)
(
C1(F) 5 (F) + D1(F)6(F)

)
=

=

(
1 − ?(F)C1(F)

)
5 (F) −

(
?(F)D1(F)

)
6(F).

Отже, @(F) ∈ �. Якби @(F) був ненульовим, то вiн би мав менший степiнь,
нiж 3(F). Але це суперечить вибору многочлена 3(F). Тому @(F) = 0 i 5 (F)
дiлиться на 3(F). Аналогiчно доводиться, що 6(F) дiлиться на 3(F).

Виконання другої умови з означенняНСД є очевидним: якщо 2(F) | 5 (F)
i 2(F) | 6(F), то iз твердження 50 випливає, що 2(F) | 3(F). �

Iз доведення теореми 46 випливає важливий наслiдок.
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Наслiдок 33. Для довiльних многочленiв 5 (F) i 6(F) iснують такi много-
члени C(F) i D(F), що

НСД ( 5 (F), 6(F)) = C(F) 5 (F) + D(F)6(F).

Зображення НСД ( 5 (F), 6(F)) = C(F) 5 (F) + D(F)6(F) визначене неодно-
значно, але завжди можна зробити так, щоб степенi C(F) i D(F) були
меншими за степенi 6(F) i 5 (F) вiдповiдно. Справдi, роздiлимо C(F) на
6(F) з остачею C(F) = ?(F)6(F) + @(F). Тодi

НСД ( 5 (F), 6(F)) = @(F) 5 (F) +
(
D(F) + 5 (F)?(F)

)
6(F) ,

оскiльки тепер степiнь кожного iз многочленiв НСД ( 5 (F), 6(F)) i @(F) 5 (F)
менший нiж 45 5 (F) + 456(F), то й степiнь множника D(F) + 5 (F)?(F)
менший нiж 45 5 (F).

Недолiком доведення теореми 46 є те, що воно є чистим доведенням
iснування i не дає способу знаходження НСД ( 5 (F), 6(F)). Ефективний
спосiб знаходження НСД ( 5 (F), 6(F)) базується на наступнiй лемi.

Лема 12. Якщо 5 (F) = ?(F)6(F) + @(F), то

НСД ( 5 (F), 6(F)) = НСД (6(F), @(F)).

Доведення. Досить показати, що пари ( 5 (F), 6(F)) i (6(F), @(F)) мають ту
саму множину спiльних дiльникiв. Але це просто:

якщо 3(F) дiлить кожен iз многочленiв 5 (F) i 6(F), то за тверджен-
ням 50 3(F) дiлить i многочлен @(F) = 5 (F) − ?(F)6(F);

якщо ж 3(F) дiлить кожен iз многочленiв 6(F) i @(F), то за твер-
дженням 50 3(F) дiлить i многочлен 5 (F) = ?(F)6(F) + @(F). �

Як уже зазначалося в доведеннi теореми 46, якщо один iз многочленiв
5 (F) i 6(F) є нульовим, то НСД ( 5 (F), 6(F)) збiгається iз другим iз цих
многочленiв. Тому далi вважаємо, що кожен iз многочленiв 5 (F) i 6(F) є
ненульовим, причому 45 5 (F) ≥ 456(F). Подiлимо 5 (F) на 6(F) з остачею:

5 (F) = ?1(F)6(F) + @1(F). (8.10)

Далi подiлимо з остачею 6(F) на @1(F):

6(F) = ?2(F)@1(F) + @2(F). (8.11)

Потiм подiлимо з остачею @1(F) на @2(F):

@1(F) = ?3(F)@2(F) + @3(F). (8.12)
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I так далi. За теоремою про дiлення з остачею степенi остач спадатимуть:

45 5 (F) ≥ 456(F) > 45@1(F) > 45@2(F) > 45@3(F) > . . . (8.13)

Проте степенi многочленiв є невiд’ємними цiлими числами. Тому рано
чи пiзно ланцюжок має обiрватися, тобто має вiдбутися дiлення нацiло:

@9−3(F) = ?9−1(F)@9−2(F) + @9−1(F), (8.14)

@9−2(F) = ?9(F)@9−1(F) + @9(F), (8.15)

@9−1(F) = ?9+1(F)@9(F). (8.16)

Теорема 47. Остання ненульова остача @9(F) у побудованому вище лан-
цюжку остач

5 (F), 6(F), @1(F), . . . , @9−3(F), @9−2(F), @9−1(F), @9(F) (8.17)

є найбiльшим спiльним дiльником многочленiв 5 (F) i 6(F).

Доведення. Оскiльки @9−1(F) дiлиться на @9(F), то

НСД (@9−1(F), @9(F)) = @9(F).

Далi з рiвностей (8.15), . . . , (8.12), (8.11), (8.10) i леми 12 випливає

@9(F) = НСД (@9−1(F), @9(F)) = НСД (@9−2(F), @9−1(F)) = · · ·
· · · = НСД (@1(F), @2(F)) = НСД (6(F), @1(F)) = НСД ( 5 (F), 6(F)). �

Описаний вище процес знаходження найбiльшого спiльного дiльни-
ка двох многочленiв називається алгоритмом Евклiда. Як бачимо, вiн
дослiвно повторює алгоритм Евклiда вiдшукання найбiльшого спiльного
дiльника двох цiлих чисел16.

Алгоритм Евклiда (точнiше, рiвностi (8.10)–(8.15), якi з’являються у
процесi роботи цього алгоритму) можна використати i для знаходження
зображення найбiльшого спiльного дiльника у виглядi

НСД ( 5 (F), 6(F)) = C(F) 5 (F) + D(F)6(F). (8.18)

16 Алгоритм Евклiда є найвiдомiшим з алгоритмiв, що використовуються в сучаснiй
математицi. Його дослiдженню, модифiкацiям i застосуванням присвячена величезна
кiлькiсть лiтератури. Названий так тому, що вперше описаний у знаменитих “Початках”
(або “Елементах”) Евклiда. Там вiн фiгурує навiть двiчi: спочатку в чисто геометричнiй
формi для знаходження найбiльшої спiльної мiри двох вiдрiзкiв, а потiм для знаходження
найбiльшого спiльного дiльника двох натуральних чисел.
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Позначимо для зручностi @0(F) = 6(F), @−1(F) = 5 (F). Щоб знайти зобра-
ження (8.18), будемо рухатися по рiвностям (8.10)–(8.15) знизу вгору.
Iз рiвностi (8.15) маємо

НСД ( 5 (F), 6(F)) = @9(F) = @9−2(F) − ?9(F)@9−1(F) =
= C9−2(F)@9−2(F) + D9−1(F)@9−1(F),

де C9−2(F) = 1, D9−1(F) = −?9(F). Пiдставляючи сюди значення @9−1(F) iз
рiвностi (8.14), отримуємо

НСД ( 5 (F), 6(F)) = C9−2(F)@9−2(F) + D9−1(F)
(
@9−3(F) − ?9−1(F)@9−2(F)

)
=

= C9−3(F)@9−3(F) + D9−2(F)@9−2(F),

де C9−3(F) = D9−1(F), D9−2(F) = C9−2(F) − ?9−1(F)D9−1(F). I так далi. Якщо
ми вже знайшли зображення НСД

НСД ( 5 (F), 6(F)) = C;(F)@;(F) + D;+1(F)@;+1(F)

через остачi @;(F) i @;+1(F), то, використовуючи рiвнiсть

@;−1(F) = ?;+1(F)@;(F) + @;+1(F),

знаходимо зображення НСД через остачi @;−1(F) i @;(F):

НСД( 5 (F), 6(F)) = C;(F)@;(F) + D;+1(F)
(
@;−1(F) − ?;+1(F)@;(F)

)
=

= C;−1(F)@;−1(F) + D;(F)@;(F),

де C;−1(F) = D;+1(F), D;(F) = C;(F) − ?;+1(F)D;+1(F).
На останньому кроцi, використовуючи рiвнiсть (8.10), одержимо

потрiбне зображення:

НСД( 5 (F), 6(F)) = C−1(F)@−1(F) + D0(F)@0(F) = C−1(F) 5 (F) + D0(F)6(F).

Приклад 19. Знайдемо найбiльший спiльний дiльник многочленiв
5 (F) = F6−5F4−2F3−F2−4F +26 i 6(F) = F5−F4−5F3 + 7F2−14F + 18

та його зображення у виглядi (8.18).
Застосовуючи алгоритм Евклiда, дiстаємо ланцюжок рiвностей:

5 (F) = (F + 1)6(F) + (F4 − 4F3 + 6F2 − 8F + 8) = (F + 1)6(F) + @1(F);
6(F) = (F + 3)@1(F) + (F3 − 3F2 + 2F − 6) = (F + 3)@1(F) + @2(F);

@1(F) = (F − 1)@2(F) + (F2 + 2) = (F − 1)@2(F) + @3(F);
@2(F) = (F − 3)@3(F).
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Таким чином,

НСД ( 5 (F), 6(F)) = @3(F) = F2 + 2.

Знайдемо тепер зображення НСД у виглядi (8.18). Для цього “роз-
кручуємо” отриманi рiвностi знизу вгору:

F2 + 2 = @1(F) − (F − 1)@2(F) = @1(F) − (F − 1)
(
6(F) − (F + 3)@1(F)

)
=

= −(F − 1)(6(F) + (F2 + 2F − 2)@1(F) =
= −(F − 1)(6(F) + (F2 + 2F − 2)

(
5 (F) − (F + 1)6(F)

)
=

= (F2 + 2F − 2) 5 (F) + (−F3 − 3F2 − F + 3)6(F).

Многочлени 5 (F) i 6(F) називаються взаємно простими, якщо 1 є
їхнiм найбiльшим спiльним дiльником.

Твердження 53 (критерiй взаємної простоти многочленiв). Многочлени
5 (F) i 6(F) будуть взаємно простими тодi й лише тодi, коли iснують
такi многочлени C(F) i D(F), що C(F) 5 (F) + D(F)6(F) = 1.

Доведення. Якщо 5 (F) i 6(F) взаємно простi, то їх найбiльшим спiльним
дiльником є 1. За наслiдком 33 тодi iснують такi многочлени C(F) i D(F),
що C(F) 5 (F) + D(F)6(F) = 1.

Навпаки, нехай C(F) 5 (F)+D(F)6(F) = 1. Тодi за твердженням 50 кожен
спiльний дiльник 3(F) многочленiв 5 (F) i 6(F) буде також i дiльником
суми C(F) 5 (F) + D(F)6(F) = 1. Отже, найбiльший спiльний дiльник мно-
гочленiв 5 (F) i 6(F) дорiвнює 1, а тому вони взаємно простi. �

Теорема 48 (властивостi взаємно простих многочленiв).
а) (лема Евклiда) Якщо ( 5 (F), 6(F)) = 1 i 5 (F)|6(F)ℎ(F), то

5 (F)|ℎ(F).
б) Якщо ( 5 (F), 6(F)) = 1 i 5 (F)|ℎ(F), 6(F)|ℎ(F), то 5 (F)6(F)|ℎ(F).
в) Якщо ( 5 (F), ℎ(F)) = 1 i (6(F), ℎ(F)) = 1, то ( 5 (F)6(F), ℎ(F)) = 1.

Доведення. а) Нехай ( 5 (F), 6(F)) = 1. Тодi за твердженням 53 iснують
такi многочлени C(F) i D(F), що C(F) 5 (F) + D(F)6(F) = 1. Помножимо
обидвi частини останньої рiвностi на ℎ(F):

C(F) 5 (F)ℎ(F) + D(F)6(F)ℎ(F) = ℎ(F). (8.19)

Обидва доданки лiвої частини дiляться на 5 (F). Тому й ℎ(F) дiлиться
на 5 (F).
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б) Знову можемо виписати рiвнiсть (8.19). Крiм того, з умов 5 (F)|ℎ(F)
та 6(F)|ℎ(F) випливає iснування таких многочленiв >(F) та ?(F), що
ℎ(F) = 5 (F)>(F) i ℎ(F) = 6(F)?(F). Тому рiвнiсть (8.19) можна перепи-
сати у виглядi

C(F) 5 (F)6(F)?(F) + D(F)6(F) 5 (F)>(F) = ℎ(F).

Обидва доданки лiвої частини дiляться на 5 (F)6(F). Тому й ℎ(F) дiлиться
на 5 (F)6(F).

в) Нехай ( 5 (F), ℎ(F)) = 1 i (6(F), ℎ(F)) = 1. Тодi iснують такi много-
члени C1(F), D1(F) та C2(F), D2(F), що

C1(F) 5 (F) + D1(F)ℎ(F) = 1,

C2(F)6(F) + D2(F)ℎ(F) = 1.

Перемножимо цi рiвностi. Одержимо(
C1(F)C2(F)

)
·
(
5 (F)6(F)

)
+

+

(
C1(F)D2(F) 5 (F) + D1(F)C2(F)6(F) + D1(F)D2(F)ℎ(F)

)
· ℎ(F) = 1.

За твердженням 53 звiдси випливає, що многочлени 5 (F)6(F) та ℎ(F) —
взаємно простi. �

Лема 13. Якщо многочлени 5 (F) i 6(F) — незвiднi, то вони або взаємно
простi, або асоцiйованi.

Доведення. Припустимо, що многочлени 5 (F) i 6(F) не є взаємно про-
стими. Iз точнiстю до асоцiйованостi многочлен 5 (F) має лише два дiль-
ники — 5 (F) i 1. Тому в цьому випадку НСД ( 5 (F), 6(F)) = 5 (F). Але тодi
5 (F) | 6(F). Аналогiчно доводиться, що 6(F) | 5 (F). Отже, 5 (F) i 6(F) —
асоцiйованi. �

Теорема 49 (основна теорема арифметики кiльця многочленiв). Кожен
ненульовий многочлен iз коефiцiєнтами з поля % розкладається в кiльцi
%[F] у добуток незвiдних многочленiв. Цей розклад є однозначним iз
точнiстю до порядку множникiв та їх асоцiйованостi.

Доведення. Без обмеження загальностi можна вважати всi многочлени
нормованими. Iснування розкладу доведено вже ранiше (твердження
52). Зауважимо, що кiлькiсть множникiв у розкладi не може переви-
щувати степеня многочлена. Тому завжди можна вибрати розклад iз
найбiльшою кiлькiстю множникiв.
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Однозначнiсть розкладу в добуток незвiдних будемо доводити iн-
дукцiєю за кiлькiстю множникiв у розкладi з найбiльшою кiлькiстю
множникiв. Для многочленiв нульового степеня та незвiдних однозна-
чнiсть розкладу очевидна: у першому випадку маємо нуль множникiв, у
другому – один множник, сам многочлен.

Припустимо тепер, що для многочленiв, найдовший розклад яких
мiстить менше нiж < множникiв, однозначнiсть розкладу в добуток
незвiдних уже доведено. Розглянемо многочлен 5 (F), найдовший розклад
якого в добуток незвiдних мiстить < множникiв:

5 (F) = >1(F)>2(F) · · · ><(F). (8.20)

Нехай
5 (F) = ?1(F)?2(F) · · · ?;(F) (; ≤ <) (8.21)

— ще один розклад 5 (F) у добуток незвiдних многочленiв. Многочлен
?;(F) є незвiдним i дiлить 5 (F). Тому вiн дiлить добуток >1(F)>2(F) · · · ><(F).
Позаяк усi множники >7(F) також є незвiдними, то з леми 13 випливає,
що ?;(F) або збiгається з одним iз цих множникiв, або взаємно простий iз
кожним iз них. Але в другому випадку з леми Евклiда (теорема 48.a) ви-
пливає, що ?;(F) взаємно простий iз добутком >1(F)>2(F) · · · ><(F). Отри-
мана суперечнiсть доводить, що ?;(F) збiгається з одним iз множникiв
>7(F). Без обмеження загальностi можна вважати, що ?;(F) = ><(F).

Отже, маємо рiвнiсть

>1(F)>2(F) · · · ><−1(F)><(F) = ?1(F)?2(F) · · · ?;−1(F)?;(F).

Враховуючи те, що кiльцi %[F] можна скорочувати, звiдси випливає
рiвнiсть

>1(F)>2(F) · · · ><−1(F) = ?1(F)?2(F) · · · ?;−1(F).
Одержали два розклади многочлена 6(F) = >1(F)>2(F) · · · ><−1(F).Оскiль-
ки для многочлена 6(F) розклад 6(F) = >1(F)>2(F) · · · ><−1(F) є найдов-
шим (у противному разi розклад 8.20 не був би найдовшим для 5 (F)) i
мiстить менше нiж < множникiв, то за припущенням iндукцiї розклад
6(F) у добуток незвiдних є однозначним. Тому; − 1 = < − 1 i, з точнiстю
до порядку множникiв у розкладi 8.21,

?1(F) = >1(F), ?2(F) = >2(F), . . . , ?<−1(F) = ><−1(F).

Отже, розклади 8.20 i 8.21 збiгаються, а тому розклад многочлена в
добуток незвiдних є однозначним. �
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Зауваження. 1. На многочлени з коефiцiєнтами з довiльних комута-
тивних кiлець теорема 49, узагалi кажучи, не узагальнюється. Напри-
клад, для многочлена F3 iз Z8[F] маємо кiлька рiзних розкладiв:

F3 = F(F − 4)2 = (F − 2)(F2 + 2F + 4) = (F + 2)(F2 − 2F + 4) .

Теорема 49 не узагальнюється i на пiдкiльця кiльця %[F]. Наприклад,
множина всiх многочленiв вигляду 00 + 02F

2
+ . . . (тобто з нульовим лi-

нiйним членом) iз R[F] утворює пiдкiльце кiльця R[F]. У цьому пiдкiльцi
многочлени F2 i F3 є нерозкладними, що дає два рiзнi розклади для F6:
F2 · F2 · F2 i F3 · F3.

2. Теорема 49 є повним аналогом основної теореми арифметики17:
У кiльцi Z кожне ненульове число розкладається в добуток простих

чисел. Цей розклад є однозначним iз точнiстю до порядку множникiв та
їх асоцiйованостi.

Доведення основної теореми арифметики повнiстю повторює доведе-
ння теореми 49.

Розклад многочлена 5 (F) у добуток незвiдних многочленiв, записаний
у виглядi

5 (F) = >91
1
(F)>92

2
(F) · · · >9;; (F), (8.22)

де >1(F), >2(F), . . . , >;(F)— попарно неасоцiйованi незвiднi многочлени,
називається канонiчним розкладом многочлена 5 (F).

Вправа 21. Доведiть, що є рiвно ><+1 многочленiв степеня ≤ < iз коефi-
цiєнтами з поля Z>.

Теорема 50 (Евклiд). Для довiльного поля % в кiльцi %[F] є нескiнченно
багато попарно неасоцiйованих незвiдних многочленiв.

Теорема є очевидною, якщо поле % — нескiнченне: усi лiнiйнi мно-
гочлени вигляду F + 0 є незвiдними i попарно неасоцiйованими. Однак

17 Основна теорема арифметики має досить цiкаву iсторiю. У явному виглядi “Початки”
Евклiда її не мiстять (можливо, тому, що для її доведення потрiбен у тiй чи iншiй формi
принцип математичної iндукцiї). Однак деякi твердження з VII книги “Початкiв” фактично
їй еквiвалентнi. До кiнця ХVIII ст. вона в явному виглядi так нiде i не формулюється. Її
немає навiть у “Вступi до теорiї чисел” Лежандра (1798) — найбiльш повному на той
час викладi теорiї чисел. Перше точне формулювання, разом iз доведенням, дав лише в
1801 роцi Гаусс (у своїх знаменитих “Арифметичних дослiдженнях”).

Можливо, саме через вiдсутнiсть цiєї теореми в Евклiда вона досi в шкiльних пiдручниках
подається як очевидний факт, без доведення. В одному з пiдручникiв вона навiть оголошена
“законом мислення” (що, звичайно, є дурницею).
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теорема зовсiм не очевидна, якщо поле % є скiнченним. Наступне доведе-
ння нескiнченностi множини незвiдних многочленiв вiд потужностi поля
% не залежить i фактично повторює доведення Евклiда нескiнченностi
множини простих чисел.

Доведення теореми 50. Припустимо, що незвiдних многочленiв скiн-
ченна кiлькiсть. Нехай

>1(F), >2(F), . . . , >;(F) (8.23)

– їх повний список. Розглянемо многочлен

5 (F) = >1(F)>2(F) · · · >;(F) + 1.

Тут 5 (F) не дiлиться на жоден iз многочленiв >1(F), >2(F), . . . , >;(F), бо
при дiленнi на кожен iз них дає в остачi 1. Але за теоремою 49 5 (F)
повинен дiлитися на якийсь незвiдний многочлен >(F). Отже, >(F) не зу-
стрiчається в списку (8.23). Таким чином, припущення про скiнченнiсть
списку незвiдних многочленiв приводить до суперечностi. �

Наслiдок 34. Над полем Z> iснують незвiднi многочлени як завгодно
великого степеня.

Доведення. Над полем Z> iснує лише скiнченна кiлькiсть многочленiв
степеня ≤ <. Тому степенi незвiдних многочленiв не обмеженi згори
жодним числом <. �

Зауваження. Насправдi над полем Z> є незвiднi многочлени всiх до-
датних степенiв. Але доведення цього є досить складним.

Двоїстим до поняття найбiльшого спiльного дiльника є поняття най-
меншого спiльного кратного. А саме, многочлен ;(F) називається най-
меншим спiльним кратним (скорочено: НСК) многочленiв 5 (F) i 6(F),
якщо вiн задовольняє такi двi умови:

1) ;(F) є спiльним кратним многочленiв 5 (F) i 6(F), тобто 5 (F) | ;(F)
i 6(F) | ;(F);

2) ;(F) дiлить кожне спiльне кратне многочленiв 5 (F) i 6(F), тобто з
5 (F) | 2(F) i 6(F) | 2(F) випливає, що ;(F) | 2(F).

Найменше спiльне кратне многочленiв 5 (F) i 6(F) позначається
НСК ( 5 (F), 6(F)) або [ 5 (F), 6(F)]. З умови 2) випливає, що коли
НСК ( 5 (F), 6(F)) iснує, то з точнiстю до асоцiйованостi воно єдине. Справ-
дi, якщо ;1(F) i ;2(F) – два такi кратнi, то вони повиннi дiлитися одне
на одне.
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Твердження 54.

НСК ( 5 (F), 6(F)) = 5 (F)6(F)
НСД ( 5 (F), 6(F)) . (8.24)

Доведення. Нехай НСК ( 5 (F), 6(F)) = 3(F). Тодi iснують такi многочлени
50(F) i )60(F), що 5 (F) = 3(F) 50(F), 6(F) = 3(F)60(F). Розглянемо много-
член

;(F) = 5 (F)6(F)
НСД ( 5 (F), 6(F)) = 3(F) 50(F)60(F).

Очевидно, що 5 (F)|;(F) i 6(F)|;(F). Нехай тепер 5 (F)|"(F) i 6(F)|"(F).
Тодi iснують такi многочлени 51(F) i 61(F), що"(F) = 5 (F) 51(F) = 6(F)61(F).
Оскiльки 3(F) можна подати у виглядi 3(F) = C(F) 5 (F) + D(F)6(F), то

"(F)
;(F) =

"(F)3(F)
;(F)3(F) =

"(F)3(F)
5 (F)6(F) =

"(F)
(
C(F) 5 (F) + D(F)6(F)

)
5 (F)6(F) =

=

"(F)C(F) 5 (F)
5 (F)6(F) +

"(F)D(F)6(F)
5 (F)6(F) = C(F)"(F)

6(F) + D(F)
"(F)
5 (F) =

= C(F)6(F)61(F)
6(F) + D(F) 5 (F) 51(F)

5 (F) = C(F)61(F) + D(F) 51(F) .

Отже, "(F) = ;(F)
(
C(F)61(F) + D(F) 51(F)

)
i ;(F)|"(F). �

НСД ( 5 (F), 6(F)) i НСК( 5 (F), 6(F)) особливо легко обчислюються, якщо
вiдомi канонiчнi розклади

5 (F) = >91
1
(F)>92

2
(F) · · · >9;; (F), 6(F) = >@1

1
(F)>@2

2
(F) · · · >@;; (F)

многочленiв 5 (F) i 6(F) (дозволивши нульовi показники степенiв, ми
можемо вважати, що в розкладах обох многочленiв зустрiчаються тi
самi незвiднi многочлени). Справдi, з означень НСД i НСК та теореми 49
одразу випливає, що

НСД ( 5 (F), 6(F)) = >min(91,@1)
1

(F)>min(92,@2)
2

(F) · · · >min(9;,@;)
; (F),

НСК ( 5 (F), 6(F)) = >max(91,@1)
1

(F)>max(92,@2)
2

(F) · · · >max(9;,@;)
; (F).
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8.2. Коренi многочленiв

Нехай 5 (F) = 00 + 01F + 02F
2
+ · · · + 0<F< — довiльний многочлен

iз коефiцiєнтами з кiльця  . Якщо  1 — довiльне поле або кiльце, яке
мiстить  , то для довiльного елемента 2 ∈  1 можна обчислити суму
00 + 012 + 022

2
+ · · · + 0<2<. Значення цiєї суми позначається 5 (2) i на-

зивається значенням многочлена 5 (F) у точцi 2. Зокрема, iз кожним
многочленом 5 ∈  [F] природно асоцiюється функцiя 5 :  →  .

Вправа 22. Нехай  ⊆  1. Перевiрте, що для довiльних многочленiв
5, 6 ∈  [F] та елементiв 0 ∈  , 1 ∈  1 виконуються рiвностi

( 5 + 6)(1) = 5 (1) + 6(1), (05 )(1) = 05 (1), ( 5 6)(1) = 5 (1)6(1).

Далi в цьому пiдроздiлi, за винятком явно вказаних прикладiв, розгля-
даються лише многочлени, коефiцiєнти яких належать деякому полю %.

Теорема 51 (Безу). Нехай 5 (F) ∈ %[F] i 2 ∈ %. Значення 5 (2) многочлена
5 (F) в точцi 2 дорiвнює остачi вiд дiлення 5 (F) на двочлен F − 2.

Доведення. Пiдставляючи F = 2 у рiвнiсть 5 (F) = (F − 2)6(F) + @, отриму-
ємо: 5 (2) = @. �

Елемент 2 називається коренем многочлена 5 (F), якщо 5 (2) = 0. Iз
теореми Безу одразу випливає наслiдок.

Наслiдок 35. Елемент 2 буде коренем многочлена 5 (F) тодi й лише тодi,
коли 5 (F) дiлиться на F − 2.

Нехай 2 — корiнь многочлена 5 (F) ∈ %[F]. Найбiльше таке натураль-
не число 9, що 5 (F) дiлиться на (F− 2)9, називається кратнiстю кореня 2.
Коренi кратностi 1 називаються простими, а коренi бiльшої кратно-
стi — кратними. Зокрема, коренi кратностi 2 називають подвiйними,
кратностi 3 — потрiйними i т. д.

Наслiдок iз теореми Безу можна уточнити, якщо врахувати i кратнiсть
коренiв.

Теорема 52. Якщо 01, . . . , 0; — коренi многочлена 5 (F) ∈ %[F] кратно-
стей 91, . . . , 9; вiдповiдно, то 5 (F) має вигляд

5 (F) = (F − 01)91 · · · (F − 0;)9;6(F) ,

причому жоден з елементiв 01, . . . , 0; не є коренем многочлена 6(F).
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Доведення. Якщо 0 , 1, то многочлени (F−0)9 i (F−1); —взаємно простi.
Тому перша частина твердження теореми одразу випливає з теореми
48.б i однозначностi розкладу на незвiднi множники в кiльцi многочленiв.
Якби якесь 07 було коренем многочлена 6(F), то за наслiдком iз теореми
Безу 6(F) дiлився б на F − 07. Але тодi 5 (F) дiлився б на (F − 07)97+1, що
суперечить означенню кратностi кореня. �

Наслiдок 36. Кiлькiсть коренiв многочлена (з урахуванням їх кратнос-
тей) не перевищує степеня многочлена, причому рiвнiсть досягається
тодi й лише тодi, коли многочлен розкладається на лiнiйнi множники.
Зокрема, многочлен степеня < iз коефiцiєнтами з поля % має в цьому полi
не бiльше нiж < рiзних коренiв.

Твердження 55. Якщо степiнь кожного iз многочленiв 5 (F) i 6(F) не
перевищує < i для попарно рiзних елементiв 01, . . . , 0<+1 виконуються
рiвностi 5 (07) = 6(07), то 5 (F) = 6(F).

Доведення. Степiнь многочлена 5 (F) − 6(F) не перевищує <, але вiн має
<+1 рiзних коренiв 01, . . . , 0<+1. За наслiдком 36 це можливе лише тодi,
коли многочлен 5 (F) − 6(F) є нульовим, тобто, коли 5 (F) = 6(F). �

Наслiдок 37. Якщо поле % нескiнченне, то рiзнi многочлени визначають
рiзнi функцiї.

Доведення. Iз твердження 55 випливає, що два рiзнi многочлени 5 (F) i
6(F) степеня ≤ < можуть набувати однакових значень не бiльше нiж в <
точках. �

Твердження 56. Взаємно простi многочлени 5 (F) i 6(F) iз %[F] не мають
спiльних коренiв у жодному розширеннi поля %.

Доведення. Якщо многочлени 5 (F) i 6(F) мають спiльний корiнь 2 в яко-
мусь розширеннi %′ ⊇ %, то F − 2 є їх спiльним дiльником у кiльцi %′[F].
Зокрема, у кiльцi %′[F] НСД ( 5 (F), 6(F)) дiлиться на F − 2. При знахо-
дженнi НСД за допомогою алгоритму Евклiда використовуються лише
арифметичнi дiї, тому при переходi до бiльшого поля НСД ( 5 (F), 6(F)) не
змiнюється. Але за умовою в кiльцi %[F] НСД ( 5 (F), 6(F)) = 1. �

Зауваження. У випадку многочленiв iз коефiцiєнтами з довiльного
кiльця теорема 52 i наслiдок iз неї перестають бути правильними. На-
приклад, многочлени F3 ∈ Z8[F], F2 − 1 ∈ Z8[F] i F2 − 1 ∈ Z15[F] мають
у вiдповiдних кiльцях по 4 коренi.
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Припустимо тепер, що многочлен 5 (F) = 00 + 01F + 02F2 + · · · + 0<F<
розкладається на лiнiйнi множники:

00 + 01F + 02F
2
+ . . . + 0<F

<
= 0<(F − 21)(F − 22) · · · (F − 2<). (8.25)

Тодi 21, 22, . . . , 2< є його коренями, причому кожен iз коренiв зустрiчає-
ться стiльки разiв, скiльки становить його кратнiсть. Якщо множники у
правiй частинi рiвностi 8.25 перемножити, а потiм прирiвняти коефiцi-
єнти при вiдповiдних степенях F в обох частинах рiвностi, то одержимо

F< : 0< = 0< ,

F<−1 : 0<−1 = −0<(21 + 22 + · · · + 2<) ,
F<−2 : 0<−2 = 0<(2122 + 2123 + · · · + 2<−12<),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

F<−9 : 0<−9 = (−1)90< ·
∑

1≤71<72< · · ·<79≤<
271 272 · · · 279 ,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

F0 : 00 = (−1)<0< · 2122 · · · 2< .

Звiдси отримуємо формули

21 + 22 + . . . + 2< = −0<−1
0<

,

2122 + 2123 + . . . + 2<−12< =
0<−2
0<

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .∑
1≤71<72< · · ·<79≤<

271 272 · · · 279 = (−1)9 0<−9
0<

,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

2122 · · · 2< = (−1)< 00
0<

,

(8.26)

якi називається формулами Вiєта. Вони встановлюють зв’язок мiж коре-
нями многочлена та його коефiцiєнтами.

Для дослiдження властивостей кратних коренiв дуже корисним є
поняття похiдної многочлена. Вiдоме з аналiзу означення похiдної спи-
рається на поняття граничного переходу i є непридатним для многочле-
нiв з коефiцiєнтами з довiльного поля (наприклад, для многочленiв з
коефiцiєнтами зi скiнченного поля класiв лишкiв Z>). Тому в алгебрi
користуються таким означенням похiдної многочлена, яке не вимагає
граничного переходу.
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Означення 19. Похiдною многочлена

5 (F) = 0<F< + 0<−1F<−1 + . . . + 02F
2
+ 01F + 00

називається многочлен

5 ′(F) = <0<F<−1 + (< − 1)0<−1F<−2 + . . . + 202F + 01.

Твердження 57 (про властивостi похiдної).
а) ( 5 (F) + 6(F))′ = 5 ′(F) + 6′(F);
б) (2 5 (F))′ = 2 5 ′(F);
в) ( 5 (F)6(F))′ = 5 (F)6′(F) + 5 ′(F)6(F);
г) ( 5 9(F))′ = 95 9−1(F) 5 ′(F).

Доведення. Першi двi властивостi безпосередньо випливають з означен-
ня похiдної.

в) Нехай 5 (F) = ∑<
7=0 07F

7, 6(F) = ∑;
8=0 18F

8. Тодi

( 5 (F)6(F))′ =
( <∑
7=0

;∑
8=0

0718F
7+8

) ′
=

<∑
7=0

;∑
8=0

(7 + 8)0718F 7+8−1 =

=

<∑
7=0

;∑
8=0

70718F
7+8−1

+

<∑
7=0

;∑
8=0

80718F
7+8−1

=

=

( <∑
7=1

707F
7−1

) ( ;∑
8=0

18F
8

)
+

( <∑
7=0

07F
7

) ( ;∑
8=1

818F
8−1

)
=

= 5 (F)6′(F) + 5 ′(F)6(F) .

г) Твердження легко доводиться iндукцiєю за 9. Справдi, для 9 = 1

воно тривiальне, а крок iндукцiї легко обґрунтовується:

( 5 9(F))′ = ( 5 9−1(F) · 5 (F))′ = ( 5 9−1(F))′ · 5 (F) + 5 9−1(F) · 5 ′(F) =
= (9 − 1) 5 9−2(F) 5 ′(F) · 5 (F) + 5 9−1(F) · 5 ′(F) = 95 9−1(F) 5 ′(F). �

Вправа 23. Обчислiть [ 5 (6(F))]′.

Похiднi вищих порядкiв визначаються так само, як i в аналiзi —
рекурентно: 5 (9+1)(F) = ( 5 (9)(F))′.
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Твердження 58. Якщо 5 (F) = 00 + 01F + · · · + 0<F<, то

5 (9)(F) = 09
9!

0!
+ 09+1

(9 + 1)!
1!

F + · · · + 0<
<!

(< − 9)! F
<−9
=

= 9!

(
09

(
9

0

)
+ 09+1

(
9 + 1

1

)
F + · · · + 0<

(
<

< − 9

)
F<−9

)
.

Доведення. Очевидно, що

(F;)(9) = ;(F;−1)(9−1) = ;(; − 1)(F;−2)(9−2) = . . .

. . . = ;(; − 1)(; − 2) . . . (; − 9 + 1)F;−9 =

=

;!

(; − 9)! · F
;−9
= 9!

(
;

; − 9

)
· F;−9.

Далi лишається лише розглянути 5 (F) як суму одночленiв i скористатися
першими двома властивостями iз твердження 57. �

Вправа 24. Доведiть наступну формулу Тейлора (про розклад многочлена
в ряд) : якщо deg 5 (F) = <, то

5 (F) =
<∑
9=0

5 (9)(2)
9!

(F − 2)9.

Твердження 59. а) Якщо 2 — кратний корiнь кратностi 9 ≥ 2 много-
члена 5 (F), то 2 є коренем кратностi щонайменше 9 − 1 його похiдної
5 ′(F).

б) Якщо 2 — простий корiнь многочлена 5 (F), то 5 ′(2) , 0.
Зокрема, корiнь 2 многочлена 5 (F) буде коренем його похiдної 5 ′(F)

тодi й лише тодi, коли вiн є кратним коренем.

Доведення. а) Якщо 2 є коренем кратностi 9, то 5 (F) можна записати у
виглядi 5 (F) = (F − 2)96(F), де 6(2) , 0. Тодi

5 ′(F) = 9(F − 2)9−16(F) + (F − 2)96′(F) = (8.27)

= (F − 2)9−1(96(F) + (F − 2)6′(F)).

Отже, для похiдної 5 ′(F) 2 є коренем кратностi щонайменше 9 − 1.

б) Якщо 2 є простим коренем, то 5 (F) має вигляд 5 (F) = (F − 2)6(F),
де 6(2) , 0. Тому 5 ′(F) = 6(F) + (F − 2)6′(F) i 5 ′(2) = 6(2) , 0. �
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У твердженнi 59.a дається лише нижня межа для кратностi 2 як
кореня похiдної. Чи буде вона точною? У загальному випадку — нi.
Наприклад, для многочлена 5 (F) = (F + 1)2(F3 + F + 1) iз коефiцiєнтами
з поля Z2 маємо

5 ′(F) = 2(F + 1)(F3 + F + 1) + (F + 1)2(3F2 + 1) = (F + 1)4 .

Щоб нижня межа стала точною, треба накласти додаткове обмеження
на поле %. Будемо говорити, що поле % має характеристику 0, якщо для
довiльного додатного 9 виконується нерiвнiсть

1 + 1 + . . . + 1︸            ︷︷            ︸
9 доданкiв

, 0.

Полями нульової характеристики будуть, наприклад, Q, R, C. У той же
час поле класiв лишкiв Z> таким не є.

Твердження 60. Якщо характеристика поля % дорiвнює 0 i 2 — корiнь
кратностi 9 ≥ 2 многочлена 5 (F) ∈ %[F], то 2 є коренем кратностi 9 − 1

його похiдної 5 ′(F).

Доведення. Для доведення досить показати, що 2 не є коренем другого
множника 96(F) + (F − 2)6′(F) iз правої частини рiвностi (8.27). Але зна-
чення цього множника в точцi 2 дорiвнює 96(2). Позаяк характеристика
поля % дорiвнює 0 i 6(2) , 0, то 96(2) , 0. �

Наслiдок 38. Якщо характеристика поля % дорiвнює 0, то кратнiсть
2 як кореня многочлена 5 (F) ∈ %[F] дорiвнює найменшому порядку 9
похiдної, для якої 5 (9)(2) , 0.

Останнiй наслiдок може бути пiдставою “аналiтичного” означення
кратностi кореня як “порядку” нульового значення многочлена в цiй
точцi.

Твердження 61. Якщо характеристика поля % дорiвнює 0 i многочлен
>(F) ∈ %[F] — незвiдний, то >(F) не має кратних коренiв у жодному
розширеннi %1 ⊇ % поля %.

Доведення. Iз точнiстю до асоцiйованостi незвiдний многочлен >(F) має
лише два дiльники: 1 i >(F). Похiдна >′(F) має менший степiнь, нiж >(F),
тому не може дiлитись на >(F). Отже, НСД(>(F), >′(F)) = 1. Якби >(F)
мав кратнi коренi в якомусь розширеннi %1 ⊇ %, то iз твердження 59
випливало б, що в кiльцi %1[F] многочлен >(F) не є взаємно простий
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зi своєю похiдною. Але це суперечить рiвностi НСД (>(F), >′(F)) = 1, бо
перехiд до бiльшого поля не змiнює ланцюжок рiвностей в алгоритмi
Евклiда, а тому не змiнює i НСД многочленiв >(F) i >′(F). �

Твердження 62. Нехай характеристика поля % дорiвнює 0 i 5 (F) ∈ %[F].
Якщо незвiдний многочлен >(F) входить у канонiчний розклад многочлена
5 (F) iз показником 9 > 0, то вiн входить у канонiчний розклад похiдної
5 ′(F) iз показником 9 − 1.

Доведення. Нехай 5 (F) = >9(F)6(F), де многочлен 6(F) не дiлиться на
>(F). Тодi

5 ′(F) = 9>9−1(F)>′(F)6(F) + >9(F)6′(F) = >9−1(F)
(
9>′(F)6(F) + >(F)6′(F)

)
.

Розглянемо другий множник 9>′(F)6(F)+ >(F)6′(F) у правiй частинi. Сте-
пiнь >′(F) менший за степiнь >(F), а 6(F) не дiлиться на >(F). Тому пер-
ший 9>′(F)6(F) доданок на >(F) не дiлиться. Оскiльки другий доданок
>(F)6′(F) на >(F) дiлиться, то вся сума на >(F) не дiлиться. Отже, >(F)
входить у канонiчний розклад похiдної 5 ′(F) iз показником 9 − 1. �

Наслiдок 39. Нехай % — поле характеристики 0 i многочлен 5 (F) ∈ %[F]
має канонiчний розклад 5 (F) = >91

1
(F)>92

2
(F) · · · >9;; (F). Тодi

а) похiдна 5 ′(F) має вигляд

5 ′(F) = >91−1
1

(F)>92−1
2

(F) · · · >9;−1; (F)6(F),

де 6(F) не дiлиться на жоден iз незвiдних многочленiв >1(F), >2(F), . . . ,
>;(F);

б) НСД ( 5 (F), 5 ′(F)) = >91−1
1

(F)>92−1
2

(F) · · · >9;−1; (F);
в) многочлен 5 (F) не має кратних множникiв тодi й лише тодi, коли

вiн взаємно простий зi своєю похiдною;

г) 5 (F)
НСД ( 5 (F), 5 ′(F)) = >1(F)>2(F) · · · >;(F).

Доведення. а) Випливає iз твердження 62 i однозначностi канонiчного
розкладу.

б) Випливає з а).

в) Iз б) випливає, що НСД (>(F), >′(F)) = 1 тодi й лише тодi, коли
91 − 1 = 92 − 1 = . . . = 9; − 1 = 0, тобто, коли 91 = 92 = . . . = 9; = 1.

г) Випливає з б). �
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8.3. Многочлени над R i C

Поле % називається алгебрично замкненим, якщо кожен многочлен
ненульового степеня iз %[F] розкладається над полем % на лiнiйнi мно-
жники.

Твердження 63. Наведенi умови рiвносильнi:
а) Поле % – алгебрично замкнене.
б) Кожен многочлен 5 (F) ∈ %[F] ненульового степеня має в полi %

принаймнi один корiнь.
в) Многочлен 5 (F) ∈ %[F] буде незвiдним тодi й лише тодi, коли вiн

лiнiйний.

Доведення. а) ⇒ б). Нехай 5 (F) = 00 + 01F + . . . + 0<F
< — многочлен не-

нульового степеня. Вiн розкладається на лiнiйнi множники:

5 (F) = 0<(F − 21)(F − 22) · · · (F − 2<).

Тодi 21, . . . , 2< є коренями 5 (F).
б)⇒ в). Лiнiйнi многочлени завжди є незвiдними. Нехай тепер 5 (F) –

многочлен степеня > 1. Вiн має якийсь корiнь 2. За наслiдком iз теореми
Безу 5 (F) дiлиться на F − 2: 5 (F) = (F − 2)6(F). Позаяк обидва множники
ненульового степеня, то 5 (F) – звiдний.

в) ⇒ a). За основною теоремою арифметики кiльця %[F] кожен мно-
гочлен розкладається в добуток незвiдних. За припущенням незвiдними
є лише лiнiйнi многочлени. Тому кожен многочлен ненульового сте-
пеня розкладається на лiнiйнi множники. Отже, поле % – алгебрично
замкнене. �

Вправа 25. Доведiть, що, коли поле % — алгебрично замкнене, то кожен
многочлен 5 (F) ∈ %[F] додатного степеня набуває всiх значень iз поля %.

Теорема 53 (основна теорема алгебри). Кожен многочлен ненульового
степеня з комплексними коефiцiєнтами має в полi комплексних чисел
принаймнi один корiнь.

Гучний титул “основної теореми алгебри” ця теорема одержала у
XVIII ст., коли поле C було найбiльшим iз вiдомих, а основною задачею
алгебри вважалося розв’язування алгебричних рiвнянь. Iз того часу роль
алгебри в математицi дуже змiнилася i задача розв’язування алгебри-
чних рiвнянь вiдiйшла на далеку периферiю. Бiльше того, з нинiшнього
погляду ця теорема є i не зовсiм теоремою алгебри: усi її доведення бiль-
шою чи меншою мiрою використовують поняття неперервностi, тобто
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топологiчну структуру полiв R i C. Деякi iз цих доведень (зокрема, досить
короткi) є зовсiм неалгебричними. А тi доведення, якi можна вважати
“майже” алгебричними, використовують поняття, що виходять за межi
нашого курсу.

Першi точнi формулювання i спроби доведення цiєї теореми нале-
жать Д’Аламберу й Ойлеру. Перше вiдносно строге доведення дав Гаусс
у 1799 роцi. Остаточну форму цьому доведенню, яке спирається ли-
ше на елементарнi факти математичного аналiзу й використовує iдеї
Д’Аламбера, Ойлера, Гаусса, Кошi, надав 1814 року Арган. Саме доведе-
ння Аргана наводиться нинi в багатьох пiдручниках.

Iз причини “неалгебричностi” теореми 53 ми не будемо наводити її
доведення. Це доведення можна знайти в багатьох пiдручниках. Назвемо
лише кiлька: [4, 9, 10, 14, 15, 17]. Зауважимо, що у [15] є навiть два
рiзнi доведення, друге з яких “майже” алгебричне.

Наслiдок 40. а) Кожен многочлен 5 (F) ∈ C[F] ненульового степеня роз-
кладається над полем C на лiнiйнi множники.

б) Кожен многочлен 5 (F) ∈ C[F] степеня < має над полем C, з ураху-
ванням кратностi, рiвно < коренiв.

Твердження 64. а) Многочлен iз дiйсними коефiцiєнтами буде незвi-
дним над полем дiйсних чисел тодi й лише тодi, коли вiн є лiнiйним або
многочленом другого степеня з вiд’ємним дискримiнантом.

б) Кожен многочлен ненульового степеня з дiйсними коефiцiєнтами
розкладається над полем R на множники першого i другого степеня.

в) Кожен многочлен непарного степеня з дiйсними коефiцiєнтами має
принаймнi один дiйсний корiнь.

Доведення. a) Зрозумiло, що лiнiйнi многочлени i тi многочлени другого
степеня з дiйсними коефiцiєнтами, якi мають вiд’ємний дискримiнант
(а тому не мають дiйсних коренiв), є незвiдними. Навпаки, якщо не-
звiдний многочлен 5 (F) iз дiйсними коефiцiєнтами має дiйсний корiнь
2, то вiн дiлиться на F − 2. А тому буде вiдрiзнятися вiд F − 2 лише
числовим множником. Якщо ж дiйсних коренiв нема, то вiн має компле-
ксний корiнь H. За наслiдком 2 спряжене число H також буде коренем
многочлена 5 (F). Але тодi 5 (F) дiлиться на многочлен другого степеня
6(F) = (F − H)(F − H) = F2 − 2Re H · F + |H |2, який має дiйснi коефiцiєнти i
вiд’ємний дискримiнант. Iз незвiдностi 5 (F) випливає, що вiн вiдрiзняє-
ться вiд 6(F) лише числовим множником.

б) Випливає з а).
в) Випливає з б). �
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8.4. Многочлени над Z i Q

Теорема 54. Нехай нескоротний дрiб >/? є коренем многочлена
5 (F) = 00 + 01F + . . . + 0<−1F<−1 + 0<F< iз цiлими коефiцiєнтами. Тодi
? | 0< i для довiльного цiлого числа ; (> − ?;) | 5 (;). Зокрема, > | 00.
Доведення. Оскiльки

5

(
>

?

)
= 00 + 01

>

?
+ . . . + 0<−1

><−1

?<−1
+ 0<

><

?<
= 0, (8.28)

то
00?

<
+ 01>?

<−1
+ · · · + 02><−1? + 0<>< = 0.

У лiвiй частинi всi доданки, крiм останнього, дiляться на ?. Тому й остан-
нiй доданок повинен дiлитися на ?. Оскiльки > i ? взаємно простi, то на
? дiлиться 0<.

Вiднiмемо тепер вiд рiвностi

5 (;) = 00 + 01; + . . . + 0<−1;
<−1
+ 0;F

<

рiвнiсть (8.28). Одержимо:

5 (;) − 0 = 01

(
; − >

?

)
+ . . . + 0<−1

(
;<−1 − ><−1

?<−1

)
+ 0<

(
;< − ><

?<

)
,

звiдки

?< 5 (;) = 01?<−1(?; − >) + . . . + 0<−1?(?<−1;<−1 − ><−1) + 0;(?<;< − ><).

Позаяк для кожного натурального 9 число 09 − 19 дiлиться на 0 − 1,
то всi доданки у правiй частинi дiляться на ?; − >. Тому ?< 5 (;) також
дiлиться на ?; − >. Кожне просте число, яке дiлить ?< i ?; − >, буде
дiлити i числа ? та >. Але ? i > взаємно простi, тому ?< i ?; − > також
взаємно простi. Отже, на ?; − > дiлиться 5 (;).

Зокрема, при ; = 0 одержуємо, що 5 (0) = 00 дiлиться на >. �

Наслiдок 41. а) Цiлi коренi многочлена iз цiлими коефiцiєнтами є дiль-
никами його вiльного члена.

б) Якщо старший коефiцiєнт 0< многочлена 5 (F) ∈ Z[F] дорiвнює 1,
то всi рацiональнi коренi многочлена 5 (F) є цiлими.

в) Для довiльних попарно рiзних простих чисел >1, . . . , >9 число

0 = <

√
>
;1

1
· · · >;9

9
буде рацiональним тодi й лише тодi, коли всi показники

;1, . . . , ;9 дiляться на < (i в цьому випадку число 0 буде цiлим).
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Доведення. а) Якщо записати цiлий корiнь у виглядi >/1, то за теоре-
мою 54 > | 00.

б) У цьому випадку знаменник ? рацiонального кореня >/? повинен
бути дiльником 1. Тому ? = 1.

в) Число 0 = <

√
>
;1

1
· · · >;9

9
є коренем многочлена F< − >

;1

1
· · · >;9

9
iз

цiлими коефiцiєнтами i старшим коефiцiєнтом 1. Нехай число 0 – ра-
цiональне. Тодi за твердженням б) воно повинне бути цiлим числом i,
за твердженням а), дiльником вiльного члена >;1

1
· · · >;9

9
. Звiдси випли-

ває, що число 0 має вигляд 0 = >@1
1
· · · >@9

9
. Оскiльки 0< = >;1

1
· · · >;9

9
, то

;1 = <@1, . . . , ;9 = <@9.
Обернене твердження очевидне. �

З останнього твердження цього наслiдку випливає, зокрема, що
корiнь цiлого степеня iз цiлого числа буде або цiлим числом, або iрра-
цiональним.

Приклад 20. Знайдемо рацiональнi коренi многочлена
5 (F) = 6F5 + 13F4 − 2F3 + 2F2 + 17F − 6.

Нехай нескоротний дрiб >/? є коренем. Тодi за твердженням 54 чи-
сельник > повинен бути дiльником вiльного члена −6, а знаменник ?—
дiльником старшого коефiцiєнта 6. Це дає такi “кандидати в коренi”:

±6
1

,
±3
1

,
±2
1

,
±1
1

,
±3
2

,
±1
2

,
±2
3

,
±1
3

,
±1
6

. (8.29)

5 (1) = 30 i 5 (−1) = 12. Тому за твердженням 54 сума > + ? повинна
бути дiльником числа 12, а рiзниця > − ?— дiльником числа 30. Пiсля
перевiрки цих умов зi списку (8.29) залишається лише 7 “кандидатiв у
коренi”:

±2
1

,
−3
2

,
±1
2

,
−2
3

,
1

3
.

5 (2) = 420. Перевiрка умови (> − 2?) | 420 вiдкидає ще число
−2
3

. Крiм

того, 5 (−2) = 0, отже, число −2 є коренем. Пiсля цього лишається лише
4 “кандидати”:

−3
2

,
−1
2

,
1

2
,

1

3
.

Безпосередня перевiрка показує, що перше й останнє iз цих чисел є
коренями, а друге та третє – нi. Таким чином, многочлен 5 (F) має три
рацiональнi коренi: −2, −3

2
i
1

3
.
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При дослiдженнi звiдностi многочленiв iз цiлими коефiцiєнтами часто
буває корисною наступна конструкцiя. Нехай

5 (F) = 00 + 01F + . . . + 0<−1F
<−1
+ 0<F

<

– многочлен iз цiлими коефiцiєнтами. Редукцiєю 5 (F) за модулем простого
числа > називається многочлен

[ 5 (F)]> = 00 + 01F + . . . + 0<−1F
<−1
+ 0<F

< ∈ Z>[F],

коефiцiєнтами якого є лишки за модулем > вiдповiдних коефiцiєнтiв мно-
гочлена 5 (F). З означень дiй iз многочленами i дiй iз лишками випливає,
що

[ 5 (F) + 6(F)]> = [ 5 (F)]> + [6(F)]>, [ 5 (F)6(F)]> = [ 5 (F)]>[6(F)]>. (8.30)

Iз другої з рiвностей (8.30) випливає, що, коли многочлен 5 (F) є звiдним
над кiльцем Z, то редукований многочлен буде звiдним над полем Z>.
Зворотне твердження, взагалi кажучи, неправильне: многочлен F2+F+2
не має цiлих коренiв, а тому незвiдний надZ, але редукований за модулем
2 многочлен є звiдним:

[F2 + F + 2]2 = F2 + F = F(F + 1).

Очевидно, що, коли многочлен iз цiлими коефiцiєнтами є звiдним
над Z, то вiн буде звiдним i над Q. Зворотна ж iмплiкацiя зовсiм не є
очевидною. Для її доведення нам знадобиться одне допомiжне поняття.

Многочлен iз цiлими коефiцiєнтами називається примiтивним, якщо
його коефiцiєнти в сукупностi взаємно простi.

Лема 14 (Гаусс). Добуток двох примiтивних многочленiв також є при-
мiтивним многочленом.

Доведення. Нехай 6(F) = 00 + 01F + . . . + 0<F
< i ℎ(F) = 10 + 11F + . . . +

+ 1;F
; – такi примiтивнi многочлени, що їх добуток 5 (F) = 6(F)ℎ(F)

не є примiтивним. Нехай 3 > 1 – НСД коефiцiєнтiв многочлена 5 (F)
i > – якийсь iз простих дiльникiв числа 3. Застосовуючи до рiвностi
5 (F) = 6(F)ℎ(F) редукцiю за модулем >, одержимо

0 = [6(F)]>[ℎ(F)]>.

Але iз примiтивностi многочленiв 6(F) i ℎ(F) випливає, що не всi їхнi кое-
фiцiєнти дiляться на >. Тому [6(F)]> , 0, [ℎ(F)]> , 0 i [6(F)]>[ℎ(F)]> , 0.
Отже, припущення про непримiтивнiсть многочлена 5 (F) приводить до
суперечностi. �
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Теорема 55 (Гаусс). Якщо многочлен 5 (F) iз цiлими коефiцiєнтами є
незвiдним над кiльцем Z цiлих чисел, то вiн лишається незвiдним i над
полем Q рацiональних чисел.

Доведення. Досить довести, що, коли многочлен 5 (F) розкладається над
полем Q, то вiн розкладається i над кiльцем Z.

Нехай 5 (F) = 6(F)ℎ(F) — розклад многочлена 5 (F) над полем Q. Зве-
демо коефiцiєнти множникiв 6(F) i ℎ(F) до спiльних знаменникiв ;1 i

;2 вiдповiдно: 5 (F) = 61(F)
;1

· ℎ1(F)
;2

. Многочлени 61(F) i ℎ1(F) мають цiлi

коефiцiєнти, тому в кожному з них ми можемо видiлити найбiльший

спiльний дiльник коефiцiєнтiв: 5 (F) = 3162(F)
;1

· 32ℎ2(F)
;2

, де 62(F) i ℎ2(F)
– примiтивнi многочлени. Останню рiвнiсть перепишемо у виглядi

;1;2 5 (F) = 313262(F)ℎ2(F) . (8.31)

За лемою Гаусса добуток примiтивних многочленiв 62(F) i ℎ2(F) зно-
ву є примiтивним многочленом, тому НСД коефiцiєнтiв многочлена у
правiй частинi рiвностi (8.31) дорiвнює 3132. З iншого боку, усi коефiцi-
єнти многочлена у лiвiй частинi рiвностi (8.31) дiляться на ;1;2. Тому

;1;2 | 3132 i дрiб
3132

;1;2

є цiлим числом. Це дає нам розклад 5 (F) над
кiльцем Z:

5 (F) = 3132

;1;2

62(F) · ℎ2(F) . �

Є проста ознака, яка в багатьох випадках дозволяє з’ясувати, чи буде
многочлен iз цiлими коефiцiєнтами незвiдним над Z.

Теорема 56 (ознака Айзенштайна). Нехай 5 (F) = 00 + 01F + . . . + 0<F
<

– многочлен iз цiлими коефiцiєнтами. Якщо iснує просте число >, яке
задовольняє такi умови:

(1) старший коефiцiєнт 0< не дiлиться на >;
(2) усi iншi коефiцiєнти дiляться >;
(3) вiльний член 00 не дiлиться на >2,

то многочлен 5 (F) є незвiдним над кiльцем Z цiлих чисел.

Доведення. Нехай

5 (F) = (1;F; + . . . + 11F + 10)(29F9 + . . . + 21F + 20),
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де 9,; > 0 i 9 + ; = <. Застосовуючи редукцiю за модулем числа >,
одержимо

[ 5 (F)]> = 0<F< = (1;F; + . . . + 11F + 10)(29F9 + . . . + 21F + 20) .

Оскiльки над полем Z> розклад многочлена на незвiднi множники одно-
значний, то кожен дiльник многочлена 0<F

< має вигляд 0F :. Тому

1;−1 = . . . = 11 = 10 = 0 = 29−1 = . . . = 21 = 20 .

Отже, 10 i 20 дiляться на >. Але тодi коефiцiєнт 00 = 1020 дiлиться на >2,
що суперечить умовi. �

Звертаємо увагу на те, що ознака Айзенштайна дає лише достатнi
умови незвiдностi многочлена 5 (F) ∈ Z[F]. Наприклад, многочлен F2 +
+ F + 3 є незвiдним над кiльцем Z, але не iснує простого числа >, яке б
для цього многочлена задовольняло умови ознаки Айзенштайна.

Приклад 21. 1. Многочлен 2F5 − 3F4 + 6F3 − 9F + 12 буде незвiдним
над Z, бо для цього многочлена число 3 задовольняє умови ознаки
Айзенштайна.

2. Для кожного простого числа > многочлен

5 (F) = F>−1 + F>−2 + · · · + F + 1 (8.32)

буде незвiдним над Z.
В останньому випадку безпосередньо застосувати ознаку Айзенштай-

на не вдається. Але є один прийом, який дозволяє значно розширити
межi застосування цiєї ознаки. Ґрунтується вiн на простому зауваженнi:
для довiльної лiнiйної замiни F = 0G+ 1, 0, 1 ∈ Z, 0 , 0, многочлени 5 (F)
i 6(G) = 5 (0G + 1) або обидва звiднi, або обидва незвiднi. Справдi, якщо
5 (F) = C1(F)C2(F), то 6(G) = C1(0G+1)C2(0G+1), а якщо 6(G) = D1(G)D2(G),
то 5 (F) = D1( 1F F −

1
0
)D2( 1F F −

1
0
).

У нашому випадку перепишемо многочлен 5 (F) так: 5 (F) = F> − 1

F − 1
.

Тодi легко помiтити, що замiною F = G + 1 вiн зводиться до многочлена

G>−1 +

(
>

1

)
G>−2 + . . . +

(
>

> − 2

)
G +

(
>

> − 1

)
,

який задовольняє умови ознаки Айзенштайна для числа >.
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8.5. Iнтерполяцiя

Нехай F0, F1, . . . , F< — попарно рiзнi елементи поля %. Часто, осо-
бливо в застосуваннях, виникає задача вiдшукання такого многочлена
5 (F) ∈ %[F], який у точках F0, F1, . . . , F< набуває вiдповiдно наперед зада-
них значень 10, 11, . . . , 1<. Ця задача називається задачею iнтерполяцiї,
а сам многочлен – 5 (F) iнтерполяцiйним многочленом. Одразу виникає
кiлька питань:
1) чи завжди iнтерполяцiйний многочлен iснує?
2) якщо такi многочлени iснують, то скiльки їх?
3) як шукати iнтерполяцiйний многочлен?

Теорема 57. Для довiльних попарно рiзних точок F0, F1, . . . , F< i довiль-
них значень 10, 11, . . . , 1< iснує єдиний iнтерполяцiйний многочлен 5 (F)
степеня ≤ <.

Доведення. Запишемо шуканий многочлен iз невизначеними коефiцi-
єнтами: 5 (F) = 00 + 01F + . . . + 0<F

< (увага: коефiцiєнти 00, 01, . . . , 0< є
невiдомими!). Тодi мають виконуватися рiвностi:

00 + 01F0 + . . . + 0<F
<
0
= 10,

00 + 01F1 + . . . + 0<F
<
1
= 11,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

00 + 01F< + . . . + 0<F
<
< = 1<..

(8.33)

Ця СЛР є квадратною, а її визначник

Δ =

���������

1 F0 F2
0

. . . F<
0

1 F1 F2
1

. . . F<
1

1 F2 F2
2

. . . F<
2

. . . . . . . . . . .

1 F< F2< . . . F<<

���������
є визначником Вандермонда. Оскiльки точки F0, F1, F2, . . . , F< є попарно
рiзними, то Δ , 0. Iз теореми Крамера тепер випливає, що система
(8.33) має єдиний розв’язок. �

Зауваження. 1. Якщо не накладати обмеження на степiнь, то iнтер-
поляцiйних многочленiв iснує нескiнченно багато. Справдi, якщо 5 (F)
– iнтерполяцiйний многочлен iз теореми 57, то для довiльного много-
члена 6(F) многочлен 5 (F) + (F − F0)(F − F1) · · · (F − F<)6(F) також буде
iнтерполяцiйним.
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2. Iз теореми 57 випливає досить несподiваний факт: дiйсний чи
комплексний многочлен повнiстю визначається своєю поведiнкою в
будь–якому околi будь–якої точки (позаяк цей окiл мiстить нескiнченно
багато точок). Iншими словами, локальна поведiнка многочлена повнi-
стю визначає його глобальну поведiнку. Пiзнiше у курсi теорiї функцiй
комплексної змiнної ви познайомитеся зi значно ширшим класом фун-
кцiй з аналогiчною властивiстю – так званими аналiтичними функцiями,
якi можна вважати дуже широким узагальненням поняття многочлена.

Вправа 26. Доведiть, що для довiльної точки 0 i довiльних значень 10,
11, 12, . . . , 1< iснує єдиний многочлен 5 (F) степеня ≤ <, який задовольняє
умови 5 (0) = 10, 5 ′(0) = 11, . . . , 5 (<)(0) = 1<.

Шукати iнтерполяцiйний многочлен можна, розв’язуючи систему
(8.33). Однак частiше користуються iншими методами. Основними з
них є такi.

I. Метод Лагранжа (“компонування iз заготовок” або “метод дитя-
чого конструктора”).

У цьому методi ми спочатку робимо “заготовки”, тобто для кожного 9
(0 ≤ 9 ≤ <) будуємо такий многочлен 59(F), який в усiх точках множини
{F0, F1, F2, . . . , F<}, крiм точки F9, набуває значення 0, а в точцi F9 вiн
дорiвнює 1. Очевидно, що першу умову задовольняє кожний многочлен
вигляду

6(F) = 0(F − F0)(F − F1) · · · (F − F9−1)(F − F9+1) · · · (F − F<) .

Знайшовши числовий множник 0 з умови 6(F9) = 1, остаточно одержує-
мо

59(F) =
(F − F0)(F − F1) · · · (F − F9−1)(F − F9+1) · · · (F − F<)

(F9 − F0)(F9 − F1) · · · (F9 − F9−1)(F9 − F9+1) · · · (F9 − F<)
.

Iнтерполяцiйний многочлен тепер будуємо дуже легко:

5 (F) = 10 50(F) + 11 51(F) + 12 52(F) + · · · + 1< 5<(F) . (8.34)

II. Метод Ньютона (метод послiдовного уточнення).
У цьому випадку iнтерполяцiйний многочлен шукаємо у виглядi

5 (F) = 20 + 21(F − F0) + . . . + 29(F − F0)(F − F1) · · · (F − F9−1) + . . .
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. . . + 2<(F − F0)(F − F1) · · · (F − F<−1) .
Суму 69(F) = 20 + 21(F − F0)+ . . .+ 29(F − F0)(F − F1) · · · (F − F9−1) будемо
називати 9-м наближенням многочлена 5 (F). Коефiцiєнти 20, 21, . . . , 2<
вибиратимемо таким чином, щоб наближення 69(F) набувало значень
10, 11, 12, . . . , 19 у точках F0, F1, F2, . . . , F9 вiдповiдно.

Очевидно, що 20 = 10. Наступнi коефiцiєнти знаходимо послiдовно.
Позаяк

69(F) = 69−1(F) + 29(F − F0)(F − F1) · · · (F − F9−1)
i “доважок” 29(F − F0)(F − F1) · · · (F − F9−1) не змiнює значень многочлена
69−1(F) у точках F0, F1, F2, . . . , F9−1, то коефiцiєнт 29 знаходимо з умови

19 = 69(F9) = 69−1(F9) + 29(F9 − F0)(F9 − F1) · · · (F9 − F9−1) .

Отже,

29 =
19 − 69−1(F9)

(F9 − F0)(F9 − F1) · · · (F9 − F9−1)
.

Кожен iз цих методiв має свої переваги i недолiки. Метод Лагранжа
вимагає громiздких обчислень на стадiї “виробництва заготовок”. Однак
цi зусилля виправданi, якщо набiр точок F0, F1, F2, . . . , F< фiксований i
потрiбно будувати багато iнтерполяцiйних многочленiв для рiзних набо-
рiв значень 10, 11, 12, . . . , 1< (наприклад, коли проводиться серiя дослiдiв,
в яких вимiрювання одного параметра виконуються при фiксованих зна-
ченнях F0, F1, F2, . . . , F< iншого; iнша подiбна ситуацiя наведена трохи
нижче в описi алгоритму Кронекера). У методi Ньютона при замiнi одно-
го набору значень 10, 11, 12, . . . , 1< iншим ми повиннi всi обчислення
робити заново.

Протилежна ситуацiя виникає, коли ми хочемо “покращити” наш iн-
терполяцiйний многочлен, розширюючи набiр точок, в яких вiн повинен
набувати заданих значень. Якщо додається нова точка F<+1, в якiй зна-
чення многочлена має дорiвнювати 1<+1, то в методi Ньютона потрiбно
обчислити лише черговий “доважок” 2<+1(F−F0)(F−F1) · · · (F−F<). У той
же час метод Лагранжа вимагає перерахунку всiх “заготовок” заново.

Iнтерполяцiйнi многочлени використовуються в алгоритмi Кроне-
кера розкладу на множники многочленiв iз цiлими коефiцiєнтами. Цей
алгоритм ґрунтується на простому зауваженнi, що для кожного цiлого
числа ; будуть правильними такi iмплiкацiї:

5 (F) = 6(F)ℎ(F) ⇒ 5 (;) = 6(;)ℎ(;) ⇒ 6(;)| 5 (;) .
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Нехай степiнь многочлена 5 (F) дорiвнює 29 або 29 + 1. Якщо мно-
гочлен є звiдним, то вiн має дiльник 6(F), степiнь якого не перевищує
9. Виберемо довiльнi цiлi точки F0, F1, . . . , F9 (наприклад, 0, 1, . . . , 9).
Тодi 6(F0)| 5 (F0), . . . , 6(F9)| 5 (F9). Для побудови дiльника 6(F) послiдовно
перебираємо всi можливi набори 30, 31, . . . , 39, де 30 | 5 (F0), . . . , 39 | 5 (F9).
Таких наборiв скiнченна кiлькiсть. Для кожного набору будуємо iнтерпо-
ляцiйний многочлен 6(F), який у точках F0, F1, . . . , F9 набуває вiдповiдно
значень 30, 31, . . . , 39, i перевiряємо умови:

6(F) ∈ Z[F] i 6(F)| 5 (F) .

Зрозумiло, що або на певному кроцi ми натрапимо на многочлен 6(F),
який задовольняє цi умови (i тодi матимемо цiлочисловий дiльник мно-
гочлена 5 (F)), або 5 (F) є незвiдним над Z.

8.6. Локалiзацiя коренiв

Для практичного знаходження коренiв многочлена 5 (F) бажано зна-
ти хоча б їх кiлькiсть. Крiм того, важливо локалiзувати коренi, тобто
обмежити кожен корiнь певною областю, причому цi областi не повиннi
перетинатися. У задачi локалiзацiї коренiв ми обмежимося лише много-
членами з дiйсними коефiцiєнтами (для многочленiв iз комплексними
коефiцiєнтами ця задача є значно складнiшою).

Якщо для дiйсного многочлена 5 (F) вiдомо, що даний iнтервал (0, 1)
мiстить рiвно один його корiнь 2 i цей корiнь є простим, то iснує багато
рiзних ефективних способiв наближеного обчислення 2. Найпримiтив-
нiший iз них базується на тому, що при переходi через такий корiнь 2
многочлен мiняє знак, а тому на кiнцях iнтервалу 5 (F) набуває значень
рiзних знакiв. Тому можна iнтервал подiлити навпiл i з’ясувати, в яку з
половинок потрапляє корiнь. Потiм знову iнтервал iз коренем подiлити
навпiл i т. д.

Але такий метод не спрацьовує, якщо 2, наприклад, є коренем кра-
тностi 2, бо в цьому випадку 5 (F) при переходi через точку 2 знаку не
змiнює. Тому для локалiзацiї коренiв насамперед треба позбутися кра-
тних коренiв.

Твердження 65. Нехай 5 (F) ∈ R[F]. Тодi многочлен 6(F) = 5 (F)
( 5 (F), 5 ′(F))

взаємно простий зi своєю похiдною i має тi самi дiйснi коренi, що й 5 (F),
причому всi коренi 6(F) є простими.
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Доведення. Нехай многочлен 5 (F) має канонiчний розклад

5 (F) = 0(F − 21)@1 · · · (F − 29)@9 >911 (F) · · · >9;; (F),

де >1(F), . . . , >;(F) — попарно неасоцiйованi квадратнi тричлени з
вiд’ємним дискримiнантом. Тодi 21, . . . , 29 — це всi попарно рiзнi дiйснi
коренi многочлена 5 (F). За наслiдком 39.г

6(F) = 5 (F)
( 5 (F), 5 ′(F)) = (F − 21) · · · (F − 29)>1(F) · · · >;(F).

Отже, многочлен 6(F) має тi самi дiйснi коренi, що й 5 (F), тiльки те-
пер вони стали простими. Крiм того, iз наслiдку 39 випливає, що 6(F)
взаємно простий зi своєю похiдною. �

Наступне твердження дозволяє просто (хоча й доволi грубо) оцiнити
межi, в яких лежать коренi многочлена.

Твердження 66. Якщо многочлен 5 (F) = F<+01F<−1+. . .+0< має корiнь 0,
то

|0| ≤ 1 + max
1≤7≤<

|07 | . (8.35)

Доведення. Нехай � = max
1≤7≤<

|07 |. Припустимо, що 0 > 1 + �. Тодi

5 (0) ≥ 0< − �(0<−1 + . . . + 1) = 0< − �
0< − 1

0 − 1
>

> 0< − �
0< − 1

�
= 0< − (0< − 1) = 1 .

Отже, припущення хибне.
Щоб довести нерiвнiсть (8.35) для вiд’ємних коренiв, треба розгля-

нути 5 (−F). �

Задачу знаходження точної кiлькостi коренiв многочлена 5 (F) на
даному промiжку (0, 1) уперше розв’язав у 1829 роцi Штурм. Для фор-
мулювання його результату нам буде потрiбно кiлька нових понять.

Нехай ( = (21, 22, . . . , 2;) — набiр дiйсних ненульових чисел. Кiль-
кiсть Zm таких iндексiв 7, 1 ≤ 7 < ;, що 2727+1 < 0 (тобто числа 27 i 27+1
мають протилежнi знаки), називається числом змiн знаку в наборi (. Це
поняття переноситься i на довiльнi набори дiйсних чисел: якщо набiр (
мiстить нулi, то пiд числом змiн знаку в ( розумiється число змiн знаку
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в укороченому наборi (′, який одержується iз ( викреслюванням ну-
лiв. Наприклад, число змiн знаку в наборi (3,−1, 0,−2, 1, 3, 0,−1,−2, 3)
дорiвнює 4.

РядомШтурма для многочлена 5 (F) без кратних коренiв називається
набiр многочленiв

50(F) = 5 (F), 51(F), . . . , 59(F) , (8.36)

який задовольняє умови:
(1) многочлен 59(F) не має дiйсних коренiв;
(2) при переходi через корiнь многочлена 5 (F) добуток 5 (F) 51(F) змi-

нює знак iз „−“ на „+“;
(3) якщо 57(0) = 0 для деякого 7, 0 < 7 < 9, то 57−1(0) 57+1(0) < 0.
Причому з умови (3) випливає, що сусiднi многочлени ряду (8.36)

не мають спiльних коренiв.

Для ряду Штурма (8.36) i для кожного дiйсного числа 2 через Zm(2)
позначимо число змiн знаку в наборi ( 50(2), 51(2), . . . , 59(2)). Як випли-
ває з теореми 58, функцiя Zm(F) є своєрiдним “лiчильником коренiв”
многочлена 5 (F).

Теорема 58 (Штурм). Нехай многочлен 5 (F) ∈ R[F] взаємно простий
зi своєю похiдною i для нього iснує ряд Штурма (8.36). Якщо 0 < 1 i
5 (0) , 0 , 5 (1), то число коренiв многочлена 5 (F) на iнтервалi (0, 1)
дорiвнює Zm(0) − Zm(1).

Доведення. Якщо многочлен 6(F) не має на iнтервалi (0, 1) коренiв, то
вiн зберiгає на цьому iнтервалi знак. Отже, функцiя Zm(F) може змiнюва-
тися лише при переходi через корiнь якогось 5;(F). Лишилося з’ясувати,
як змiнюється Zm(F) при переходi через корiнь многочлена 50(F) = 5 (F)
i при переходi через корiнь 57(F), 7 > 0.

а) Нехай 2 – корiнь многочлена 5 (F). Оскiльки 5 (F) i 51(F) не мають
спiльних коренiв, то в деякому околi точки 2 многочлен 51(F) зберiгає
знак. Але при переходi через 2 добуток 5 (F) 51(F) змiнює знак iз „−“ на
„+“. Отже, злiва вiд 2 числа 5 (F) i 51(F) були рiзних знакiв, а справа вiд 2
– одного. Тому в послiдовностi 5 (F), 51(F) число змiн знаку зменшується
на 1.

б) Нехай 2 – корiнь многочлена 57(F), 7 > 0. У деякому околi точки 2
многочлени 57−1(F) i 57+1(F) зберiгають знак. Крiм того, числа 57−1(2) i
57+1(2) мають протилежнi знаки. Тому по обидва боки вiд точки 2 фра-
гмент 57−1(F), 57(F), 57+1(F) послiдовностi ряду Штурма має або знаки
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+, ε,−, або знаки −, ε,+, де ε – знак числа 57(F). В обох випадках цей фра-
гмент мiстить рiвно одну змiну знаку, а число змiн знаку при переходi
через точку 2 не змiнюється.

Таким чином, функцiя Zm(F) змiнюється лише при переходi через
корiнь многочлена 5 (F), причому кожного разу зменшується на 1. �

Насправдi для теореми Штурма, як видно з доведення, виконання
умов (1)–(3) для ряду Штурма досить вимагати лише на промiжку [0, 1].
Якщо цi умови виконуються на всiй числовi осi, то загальна кiлькiсть
дiйсних коренiв многочлена 5 (F) дорiвнює Zm(−∞) − Zm(∞).

Зрозумiло, що теорема Штурма може бути корисною лише в тому
разi, якщо ми навчимося будувати ряд Штурма. Один зi способiв побу-
дови такого ряду виглядає так: покладемо 50(F) = 5 (F), 51(F) = 5 ′(F), а
далi для 7 > 0 члени ряду визначаємо рекурентно:

57−1(F) = ?7(F) 57(F) − 57+1(F). (8.37)

Позаяк 5 (F) i 5 ′(F) взаємно простi, то на якомусь кроцi одержимо
59(F) = 0 , 0.

Перевiримо виконання умов (1)–(3) з означення ряду Штурма.
(1) Виконання цiєї умови є очевидним
(2) Якщо при переходi через корiнь F0 многочлен 5 (F) змiнює знак

iз „+“ на „−“, то 5 ′(F0) < 0; якщо ж вiн змiнює знак iз „−“ на „+“, то
5 ′(F0) > 0. В обох випадках добуток 5 (F) 5 ′(F) змiнює знак iз „−“ на „+“.

(3) Якщо 57(F0) = 0, то iз (8.37) випливає, що 57−1(F0) = − 57+1(F0).
Тому 57−1(F0) 57+1(F0) = − 5 2

7+1
(F0). Якщо 57+1(F0) = 0, то iз правила по-

будови ряду випливає, що 57+2(F0) = 57+3(F0) = · · · = 59(F0) = 0. Але
остання рiвнiсть суперечить тому, що 59(F) = 0 , 0. Отже, 57+1(F0) , 0 i
57−1(F0) 57+1(F0) < 0.

Приклад 22. Розглянемо дiйсний многочлен 5 (F) = F3+ >F+? степеня 3.
Його ряд Штурма має вигляд

50(F) = 5 (F), 51(F) = 5 ′(F) = 3F2 + >,

53(F) = −4>3 − 27?2, 53(F) = −4>3 − 27?2.

Число 53 = −4>3 − 27?2 називається дискримiнантом многочлена 5 (F)
i позначається �( 5 ). Iз побудови ряду Штурма для 5 (F) й алгоритму
Евклiда випливає, що 5 (F) має кратнi коренi тодi й лише тодi, коли
�( 5 ) = 0.
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Нехай тепер �( 5 ) , 0. Тодi 5 (F) має або один дiйсний корiнь, або три.
Розглянемо таблицю знакiв для ряду Штурма:

50 51 52 53
−∞ − + sign > sign �( 5 )
∞ + + − sign > sign �( 5 )

.

Зауважимо, що, коли �( 5 ) > 0, то > < 0. Iз таблицi знакiв тепер легко
бачити, що при �( 5 ) < 0 многочлен 5 (F) має один дiйсний корiнь, а при
�( 5 ) > 0 — три.

Перед наступним прикладом зробимо одне зауваження, яке трохи
полегшує обчислення: якщо члени ряду Штурма (8.36) помножити на
довiльнi додатнi числа, то вiн залишиться рядом Штурма.

Приклад 23. Локалiзуємо коренi многочлена 5 (F) = F4 − 12F2 − 16F − 4.
Покладемо 50(F) = 5 (F). Оскiльки 5 ′(F) = 4F3 − 24F − 16, то можна

взяти 51(F) = F3 − 6F − 4. Щоб знайти 52(F), дiлимо 50(F) на 51(F) з
остачею:

50(F) = F · 51(F) − 6F2 − 12F − 4.

Мiняємо в остачi знак i дiлимо на 2: 52(F) = 3F2 + 6F + 2. Далi шукаємо
53(F):

51(F) =
(
1

3
F − 2

3

)
· 52(F) −

8

3
F − 8

3
.

Мiняємо в остачi знак i множимо на 3/8: 53(F) = F + 1. Нарештi, з
рiвностi 52(F) = (3F + 3) · 53(F) − 1 випливає, що 54(F) = 1. Таким чином,
ряд Штурма для 5 (F) має вигляд

50 = F
4 − 12F2 − 16F − 4, 51(F) = F3 − 6F − 4,

52(F) = 3F2 + 6F + 2, 53(F) = F + 1, 54(F) = 1.

Складаємо таблицю знакiв для ряду Штурма:

F 50 51 52 53 54 Zm(F)
−∞ + − + − + 4

∞ + + + + + 0

0 − − + + + 1

−2 − 0 + − + 3

−1 + + − 0 + 2

.
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Таким чином, многочлен має Zm(−∞) − Zm(∞) = 4 дiйснi коренi, з яких
Zm(−∞) − Zm(0) = 3 будуть вiд’ємними i Zm(0) − Zm(∞) = 1 – додатним.
Оскiльки Zm(−∞) − Zm(−2) = Zm(−2) − Zm(−1) = Zm(−1) − Zm(0) = 1,
то вiд’ємнi коренi локалiзованi в iнтервалах (−∞,−2), (−2,−1) i (−1, 0)
вiдповiдно. Враховуючи твердження 66, перший iз вiд’ємних коренiв мо-
жемо локалiзувати в iнтервалi (−17,−2), а додатний корiнь – в iнтервалi
(0, 17).

8.7. Рацiональнi дроби

Описана на початку роздiлу 1 конструкцiя, за допомогою якої з кiльця
Z цiлих чисел будується поле Q рацiональних чисел, насправдi узагаль-
нюється на дуже широкий клас кiлець. Детально вона буде вивчатися
пiзнiше, а зараз ми розглянемо, як ця конструкцiя працює у випадку
кiльця многочленiв.

Нехай %[F] – кiльце многочленiв iз коефiцiєнтами з поля %. Розгляне-
мо множину ' = %[F]×(%[F]r{0}), елементами якої є впорядкованi пари
вигляду ( 5 (F), 6(F)), де многочлен 5 (F) – довiльний, а 6(F) – ненульовий.

Пару ( 5 (F), 6(F)) будемо записувати у виглядi
5 (F)
6(F) i називати рацiональ-

ним дробом iз чисельником 5 (F) та знаменником 6(F). На множинi '
рацiональних дробiв визначимо вiдношення:

5 (F)
6(F) ∼

>(F)
?(F) тодi й лише тодi, коли 5 (F)6(F) = <(F)>(F).

Вправа 27. Перевiрте, що вiдношення ∼ є вiдношенням еквiвалентностi.

Фактор-множина %(F) = '/∼ називається множиною рацiональних
функцiй iз коефiцiєнтами з поля %, а її елементи (тобто класи еквiвален-
тностi рацiональних дробiв) — рацiональними функцiями.

Клас еквiвалентностi рацiональних дробiв (тобто рацiональну фун-

кцiю), який мiстить дрiб
5 (F)
6(F) , будемо позначати

[
5 (F)
6(F)

]
(згодом, коли з

контексту буде зрозумiло, чи йдеться про дрiб, чи про вiдповiдну рацiо-
нальну функцiю, квадратнi дужки ми опускатимемо).

Додавання i множення рацiональних функцiй визначимо такими
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правилами: [
51(F)
61(F)

]
+

[
52(F)
62(F)

]
:=

[
51(F)62(F) + 52(F)61(F)

61(F)62(F)

]
, (8.38)[

51(F)
61(F)

]
·
[
52(F)
62(F)

]
:=

[
51(F) 52(F)
61(F)62(F)

]
. (8.39)

Теорема 59. Множина %(F) рацiональних функцiй вiдносно дiй, визначе-
них правилами (8.38) i (8.39), утворює поле.

Доведення. Спочатку переконаємося, що дiї у множинi %(F) визначе-
но коректно, тобто, що результат не залежить вiд вибору конкретних
представникiв iз класiв еквiвалентностi. Справдi, нехай

51(F)
61(F)

∼
5 ∗
1
(F)

6∗
1
(F) ,

52(F)
62(F)

∼
5 ∗
2
(F)

6∗
2
(F) .

Тодi 51(F)6∗1(F) = 5 ∗
1
(F)61(F) i 52(F)6∗2(F) = 5 ∗

2
(F)62(F). Iз цих рiвностей

випливає, що

(
51(F)62(F) + 52(F)61(F)

)
6∗1(F)6∗2(F) =

= 51(F)62(F)6∗1(F)6∗2(F) + 52(F)61(F)6∗1(F)6∗2(F) =
= 5 ∗1 (F)62(F)61(F)6∗2(F) + 5 ∗2 (F)61(F)6∗1(F)62(F) =

=

(
5 ∗1 (F)6∗2(F) + 5 ∗2 (F)6∗1(F)

)
61(F)62(F).

Отже,
51(F)62(F) + 52(F)61(F)

61(F)62(F)
=

5 ∗
1
(F)6∗

2
(F) + 5 ∗

2
(F)6∗

1
(F)

6∗
1
(F)6∗

2
(F) .

Коректнiсть правила для множення перевiряється аналогiчно.
Легко переконатися, що нейтральним елементом для додавання –

нулем – буде рацiональна функцiя

[
0

6(F)

]
; нейтральним елементом для

множення – одиницею – рацiональна функцiя

[
6(F)
6(F)

]
; протилежною

до функцiї

[
5 (F)
6(F)

]
– функцiя

[
− 5 (F)
6(F)

]
, а оберненою до ненульової фун-

кцiї

[
5 (F)
6(F)

]
– функцiя

[
6(F)
5 (F)

]
. Решта аксiом поля перевiряється прямим

обчисленням. �
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Якщо многочлен 5 (F) ототожнити з рацiональною функцiєю
5 (F)
1

, то

одержимо занурення %[F] ֒→ %(F).
Рацiональний дрiб

5 (F)
6(F) називається правильним, якщо 45 5 (F) <

< 456(F). Iз правил (8.38) i (8.39) випливає, що сума i добуток правиль-
них дробiв також є правильними дробами18.

Теорема 60. Кожен рацiональний дрiб @(F) розкладається в суму

@(F) = >(F) + C(F)
D(F)

многочлена i правильного дробу, причому єдиним чином.

Доведення. Нехай @(F) = 5 (F)
6(F) . Подiлимо чисельник на знаменник з

остачею:

5 (F) = ?(F)6(F) + @(F) i @(F) = 0 або 45@(F) < 456(F).

Тодi
5 (F)
6(F) = ?(F) +

@(F)
6(F) ,

причому дрiб
@(F)
6(F) є правильним.

Нехай тепер

@(F) = >(F) + C(F)
D(F) = ?(F) +

@(F)
6(F)

– два рiзнi розклади дробу @(F). Тодi

>(F) − ?(F) = @(F)
6(F) −

C(F)
D(F) ,

причому злiва стоїть многочлен, а справа — правильний дрiб. Оскiльки
многочлен не може дорiвнювати правильному дробу, то припущення
про iснування двох рiзних розкладiв є хибним. �

18 Зауважимо, що для правильних дробiв iз Q лише добуток завжди буде правильним
дробом.
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Рацiональний дрiб
5 (F)
6(F) називається елементарним або найпростi-

шим, якщо знаменник 6(F) є степенем деякого незвiдного многочлена
>(F) i 45 5 (F) < 45>(F).
Теорема 61. Кожен правильний дрiб можна подати у виглядi суми еле-
ментарних дробiв.

Нам знадобляться двi леми.

Лема 15. Нехай правильний дрiб має вигляд
5 (F)

61(F)62(F) . . . 69(F)
, де мно-

гочлени 61(F), 62(F), · · · , 69(F) попарно взаємно простi. Тодi його можна
розкласти в суму правильних дробiв зi знаменниками 61(F), 62(F), . . . , 69(F).
Доведення. Будемо доводити це iндукцiєю за кiлькiстю 9 взаємно простих
множникiв. Нехай 9 = 2. За критерiєм взаємної простоти многочленiв
(твердження 53) iснують такi многочлени C1 i C2, що

C1(F)61(F) + C2(F)62(F) = 1.

Тодi

5 (F)
61(F)62(F)

=

5 (F)(C1(F)61(F) + C2(F)62(F))
61(F)62(F)

=

5 (F)C1(F)
62(F)

+

5 (F)C2(F)
61(F)

.

Запишемо кожен iз доданкiв iз правої частини у виглядi суми многочлена
i правильного дробу:

5 (F)C1(F)
62(F)

= >1(F) +
?1(F)
62(F)

,
5 (F)C2(F)
61(F)

= >2(F) +
?2(F)
61(F)

.

Тодi
5 (F)

61(F)62(F)
= (>1(F) + >2(F)) +

?1(F)
62(F)

+

?2(F)
61(F)

. (8.40)

Сума >1(F) + >2(F) многочленiв має бути правильним дробом, тому
>1(F) + >2(F) = 0 i у правiй частинi рiвностi (8.40) лишаються лише
правильнi дроби з потрiбними знаменниками.

Нехай тепер 9 > 2. Множники 61(F) · · · 69−1(F) i 69(F) є взаємно про-

стими. Тому за доведеним вище дрiб
5 (F)

61(F)62(F) · · · 69(F)
розкладається

в суму правильних дробiв зi знаменниками 61(F) · · · 69−1(F) i 69(F). У
свою чергу за припущенням iндукцiї правильний дрiб зi знаменником
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61(F) · · · 69−1(F) розкладається в суму правильних дробiв зi знаменни-

ками 61(F), . . . , 69−1(F). Тому
5 (F)

61(F)62(F) · · · 69(F)
розкладається в суму

правильних дробiв зi знаменниками 61(F), 62(F), . . . , 69(F). �

Лема 16. Кожен правильний дрiб вигляду
5 (F)
>9(F)

, де >(F) – незвiдний

многочлен, розкладається в суму елементарних.

Доведення. Доведемо це iндукцiєю за показником 9. Твердження тривi-
альне, якщо 9 = 1. Нехай тепер 9 > 1. Подiлимо 5 (F) на >(F) з остачею:

5 (F) = ?(F)>(F) + @(F).

Тодi
5 (F)
>9(F)

=

?(F)>(F) + @(F)
>9(F)

=

?(F)
>9−1(F)

+

@(F)
>9(F)

. (8.41)

У правiй частинi рiвностi (8.41) обидва доданки є правильними дробами,
причому другий доданок є навiть елементарним дробом. За припущен-
ням iндукцiї перший доданок також розкладається в суму елементарних
дробiв. �

Доведення теореми 61. Нехай B(F) = 5 (F)
6(F) – правильний дрiб i

6(F) = >;1

1
(F)>;2

2
(F) · · · >;9

9
(F) – канонiчний розклад знаменника. За ле-

мою 15 B(F)можна розкласти в суму правильних дробiв зi знаменниками
>
;1

1
(F), >;2

2
(F), . . . , >;9

9
(F), а за лемою 16 кожен правильний дрiб зi зна-

менником >
;7

7
(F) можна розкласти в суму елементарних дробiв. �

Наслiдок 42. а) Над полем C кожен рацiональний дрiб розкладається в

суму дробiв вигляду
0

(F − 2)9
.

б) Над полем R кожен рацiональний дрiб розкладається в суму дробiв

вигляду
0

(F − 2)9
або

0F + 1

(F2 + >F + ?)9
, де квадратний тричлен F2 + >F + ?

має вiд’ємний дискримiнант.

Доведення. Над полем C незвiдними є лише лiнiйнi многочлени, а над
R – лiнiйнi i квадратнi з вiд’ємним дискримiнантом. �

Теорема 61 використовується в математичному аналiзi при iнтегру-
ваннi рацiональних функцiй.
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Доведення теореми 61 є конструктивним i дає алгоритм розкладу
дробу в суму елементарних. Однак iз практичного погляду зручнiшим є
метод невизначених коефiцiєнтiв. Суть цього методу буде зрозумiлою з
прикладу 24.

Приклад 24. Розкладемо в суму елементарних дробiв над полем R ра-

цiональний дрiб
1

F3(F2 + 1)2 .
На пiдставi наслiдку 42 цей дрiб можна записати у виглядi

1

F3(F2 + 1)2 =
0

F
+

1

F2
+

2

F3
+

3 + 4F

F2 + 1
+

5 + 6F

(F2 + 1)2 ,

де 0, 1, 2, 3, 4, 5 , 6 – якiсь дiйснi числа. Помножимо обидвi частини цiєї
рiвностi на F3(F2 + 1)2:

1 = 0F2(F2 + 1)2 + 1F(F2 + 1)2 + 2(F2 + 1)2+

+(3 + 4F)F3(F2 + 1) + ( 5 + 6F)F3. (8.42)

Спочатку пiдставляємо в це рiвняння коренi знаменника. Пiдставляючи
F = 0, знаходимо 2 = 1. Пiдставляючи F = 7, одержуємо 1 = ( 5 +
+ 67)73, звiдки 6 = 1, 5 = 0. Щоб знайти решту коефiцiєнтiв 0, 1, 3, 4,
пiдставляємо в рiвняння (8.42) послiдовно F = 1, F = −1, F = 2, F = −2.
Одержуємо систему лiнiйних рiвнянь

40 + 41 + 23 + 24 = −4 ,
40 − 41 − 23 + 24 = −4 ,

1000 + 501 + 403 + 804 = −40 ,
1000 − 501 − 403 + 804 = −40 .

(8.43)

Розв’язуючи цю систему, знаходимо: 0 = −2, 1 = 3 = 0, 4 = 2. Отже,
шуканий розклад має вигляд

1

F3(F2 + 1)2 =
−2
F
+

1

F3
+

2F

F2 + 1
+

F

(F2 + 1)2 .

8.8. Задачi

8.1. Нехай % – поле. З’ясуйте, чи для довiльних многочлена 6(F) ∈ %[F]
i степеневого ряду 5 (F) ∈ %[[F]] iснують такi многочлен @(F) ∈ %[F]
i степеневий ряд ℎ(F) ∈ %[[F]], що 5 (F) = ℎ(F)6(F) + @(F) i або
@(F) = 0, або 45@(F) < 456(F).
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8.2. Доведiть, що, коли многочлен 5 (F<) дiлиться на F−1, то вiн дiлиться
i на F< − 1.

8.3.◦ Доведiть, що для кожного многочлена 5 (F) iз коефiцiєнтами з поля
% iснує такий многочлен ℎ(F, G) ∈ %[F, G], що 5 (F + G) = 5 (F) +
+ G 5 ′(F) + G2ℎ(F, G).

8.4. Для рекурентного спiввiдношення

5<+9 = 00 5< + 01 5<+1 + . . . + 09−1 5<+9−1, 9 , 0, 00 , 0 , (8.44)

iз комплексними коефiцiєнтами 00, 01, . . . , 09−1 запишемо много-
член 5 (F) = F9 − 09−1F9−1 − . . . − 00. Доведiть, що

а) ∗ послiдовнiсть 5< = <@0<, @ ≥ 0, 0 , 0, буде задовольняти
рекурентне спiввiдношення (8.44) тодi й лише тодi, коли 0 буде
коренем кратностi ≥ @ + 1 многочлена 5 (F);
б)∗∗ якщо β1, . . . , β; — усi комплекснi коренi многочлена 5 (F)
кратностей A1, . . . , A; вiдповiдно, то кожна послiдовнiсть 5<, яка
задовольняє рекурентне спiввiдношення (8.44), має вигляд

5< =

;∑
7=1

67(<)β<7 ,

де 67(F) – многочлен степеня не бiльшого за A7 − 1, 7 = 1, . . . ,;.

8.5.∗ Доведiть, що для довiльних 0, 1 i 2 (2 , 0) многочлен

5 (F) = F5 + 0F4 + 1F3 + 2 ∈ R[F]

не розкладається над R на лiнiйнi множники.

8.6.∗ Нехай 5 (F) i 6(F) — взаємно простi многочлени з дiйсними кое-
фiцiєнтами. Доведiть, що коренi многочленiв 5 (F) i 6(F) дiйснi й
роздiляються тодi й лише тодi, коли для довiльних дiйсних чисел
0 i 1 всi коренi многочлена 05 (F) + 16(F) – дiйснi.

8.7. Доведiть, що, коли всi коренi многочлена 5 (F) ∈ R[F] є дiйсними,
то для довiльного 0 ∈ R всi коренi многочлена 5 (F) + 05 ′(F) також
є дiйсними.

8.8. Нехай 5 (F) i 6(F) – взаємно простi многочлени з дiйсними коефiцi-
єнтами. Доведiть, що, коли всi коренi многочленiв 5 (F) i 6(F) дiйснi
й попарно роздiляються, то коренi їх похiдних також роздiляються.
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8.9.∗ Доведiть, що, коли всi коренi дiйсних многочленiв 5 (F) i 6(F) =
= 0<F

<
+ 0<−1F<−1 + · · · + 00 є дiйсними, то всi коренi многочлена

�(F) = 0< 5 (F) + 0<−1 5 ′(F) + · · · + 00 5 (<)(F) також є дiйсними.

8.10.∗ Доведiть, що для кожного многочлена 5 (F) ∈ Z[F] додатного сте-
пеня iснує нескiнченно багато таких простих чисел >, що 5 (F) має
корiнь у полi Z>.

8.11. Розкладiть на лiнiйнi множники многочлен F> − F iз коефiцiєнтами
з поля Z>.

8.12. Доведiть теорему Вiльсона: для кожного простого числа > викону-
ється конгруенцiя (> − 1)! ≡ −1 (mod >).

8.13. Нехай 6(F) = (F − 20)(F − 21) · · · (F − 2<), де 20, 21, . . . , 2< — попарно
рiзнi елементи поля %. Доведiть, що многочлен

5 (F) = 6(F) ·
<∑
9=0

19

6′(29)(F − 29)
(8.45)

набуває в точках 20, 21, . . . , 2< значень 10, 11, . . . , 1< вiдповiдно (фор-
мула (8.45) називається iнтерполяцiйною формулою Лагранжа).

8.14. Доведiть, що для довiльного многочлена 5 (H) = 00 + 01H + . . . + 0<H
<

iз комплексними коефiцiєнтами середнє арифметичне значень цьо-
го многочлена у вершинах довiльного правильного ;-кутника
(; > <) дорiвнює значенню 5 (H) у центрi цього ;-кутника.

8.15. Розкладiть у суму елементарних дробiв над полем C дрiб
1

F< − 1
.

8.16.∗ Розкладiть у суму елементарних дробiв над полем Z> дрiб
1

F> − F
.

8.17. Оцiнка Маклорена. Нехай ; – номер першого вiд’ємного коефiцi-
єнта многочлена 5 (F) = F< + 01F<−1 + · · · + 0<, � = max

07<0
|07 |. Дове-

дiть, що кожен корiнь 2 многочлена 5 (F) задовольняє нерiвнiсть
2 ≤ 1 +

;
√
�.

8.18. Многочлени Лежандра %0(F) = 1, %1(F) = F, . . ., %<(F), . . . визнача-
ються рекурентно:

<%<(F) − (2< − 1)F%<−1(F) + (< − 1)%<−2(F) = 0 .
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Доведiть, що а) %<(1) = 1, %<(−1) = −1;
б) на вiдрiзку [−1, 1] набiр %<(F), %<−1(F), . . ., %0(F) є рядомШтурма
для многочлена %<(F);
в) на промiжку [−1, 1] многочлен %<(F) має < рiзних коренiв.

8.19. Доведiть, що

а)∗∗ для < ≥ 2 многочлен F< − F − 1 є незвiдним над Q;

б) для < ≡ 2 (mod 3) многочлен F< + F + 1 дiлиться над Z на
F2 + F + 1;

в)∗∗ для < . 2 (mod 3) многочлен F< + F + 1 є незвiдним над Q.

8.20.∗∗∗ Нехай многочлени 5 (F) i 6(F) iз C[F] — взаємно простi. Дове-
дiть, що число max(deg 5, deg 6) завжди менше за кiлькiсть рiзних
коренiв многочлена 5 (F)6(F)( 5 (F) + 6(F)).

8.21.∗∗∗ Нехай 5 (F), 6(F) i ℎ(F) iз C[F] — такi попарно взаємно простi
многочлени, що 5 <(F) + 6<(F) = ℎ<(F). Доведiть, що < ≤ 2.
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Вiдповiдi та вказiвки до вправ

Роздiл 1. 5. Застосуйте iндукцiю.
Роздiл 4. 11. 9;<. 12. Нi. 13. Вказ. Використайте наслiдок 17 про

ранг добутку двох матриць. 14. Нi.
Роздiл 6. 17. Наприклад, � =

(
1 0
0 0

)
, � =

(
0 0
0 1

)
.

Роздiл 5. 15. Наприклад, � =
(

1 1
−1 1

)
, � =

(
1 2
3 4

)
, � =

(
0 −2
−1 5

)
.

16. Оберненою до π = (0102 . . . 09)· · ·(2122 . . . 2;) є пiдстановка π−1 =
= (0909−1 . . . 01)· · ·(2;2;−1 . . . 21).

Роздiл 8. 23. [ 5 ′(6(F))]′ · 6′(F). 25. Вказ. Для довiльного 0 ∈ %

многочлен 5 (F) − 0 має корiнь.
Роздiл 7. 20. Вказ.При розкриттi дужок у добутковi (F1+F2+· · ·+F9)<

доданок Fα
1
F
β

2
· · · Fγ

9
можна одержати

(<
α

) (<−α
β

)
· · ·

(γ
γ

)
способами.
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Вiдповiдi та вказiвки до задач

Роздiл 1. 1.3. Вказ. Нехай H = 0 + 17 , 0. Обчислення
√
H зводиться

до розв’язання рiвняння (F + 7G)2 = 0 + 17 з дiйсними невiдомими F i G,
тобто до дiйсної системи F2 − G2 = 0, 2FG = 1. Якщо 1 = 0, то маємо
F = ±

√
0, G = 0 (при 0 > 0) або F = 0, G = ±7

√
−0 (при 0 < 0). Якщо

ж 1 , 0, то, виключаючи за допомогою другого рiвняння G, зводимо
задачу до бiквадратного рiвняння 4F4 − 40F2 − 12 = 0, яке має рiвно
2 дiйснi розв’язки. 1.4. Вказ. У цьому випадку iснують такi цiлi числа
0 i 1, що 0; + 1< = 1. Тому H1 = H0;+1< = 1. 1.5. Вказ. Скористайтесь
розв’язанням задачi 1.4. 1.6. Вказ. Досить показати, що коли μ1, μ2 ∈ C;,
ν1, ν2 ∈ C< i μ1ν1 = μ2ν2, то μ1 = μ2 i ν1 = ν2. Але з рiвностi μ1ν1 =
= μ2ν2 випливає, що ν;

1
= ν;

2
, а тому ν1

ν2
∈ C< ∩ C;. Далi використайте

задачу 1.4. 1.7. Вказ. Якщо μ не є первiсним коренем степеня ; або
ν не є первiсним коренем степеня <, то добуток μ · ν не є первiсним
коренем степеня;<. Далi використайте задачу 1.6 i мультиплiкативнiсть
функцiї Ойлера. 1.8. Так. Вказ. Напр., для < = 36 коренi ε1, ε7, ε13,
ε19, ε25, ε31 є первiсними i кожен iз них є сумою двох сусiднiх. 1.9.
Вказ. Якщо рiвнiсть виконується, то (2 + 7)< = (2 − 7 + 27)< = (2 − 7)< +
+

(<
1

)
(2− 7)<−127+

(<
2

)
(2− 7)<−2(27)2+. . .+

( <
<−1

)
(2− 7)(27)<−1+(27)< = (2− 7)< ,

звiдки (2 − 7)(�+ �7) = (27)<, де � i � – цiлi числа. Для квадратiв модулiв
одержимо: 5(�2 + �2) = 4<. 1.10. Вказ. Запишiть H у тригонометричнiй
формi. 1.12. Вказ. Подвiйне вiдношення буде дiйсним числом тодi й лише
тодi, числа H1−H2

H1−H4 i H3−H2
H3−H4 мають однаковi аргументи (з точнiстю до кута,

кратного 2π). Але аргумент числа H−H2
H−H4 – це кут, пiд яким iз точки H видно

вiдрiзок iз кiнцями H2 i H4. 1.14. 0< = 2</2 cos <π
4
. Вказ. Геометрична

прогресiя 1< = 2?
< задовольняє рекурентне спiввiдношення 1<+1 = 21< −

− 21<−1 тодi й лише тодi, коли її знаменник ? є коренем рiвняння ?2 =
= 2? + 2, тобто коли ? = 1 ± 7. Запишiть 0< у виглядi 0< = 21(1 + 7)< +
+ 22(1 − 7)<, знайдiть з умови 00 = 01 = 1 коефiцiєнти 21 i 22 i перейдiть
до тригонометричної форми. 1.15. Вказ. a) Точки H1, H2, H3, H4 є чотирма
послiдовними вершинами квадрата (при обходi квадрата проти руху
годинникової стрiлки) тодi й лише тодi, коли |H2 − H1 | = |H3 − H2 | =
= |H4 − H3 |, H3−H2

H2−H1 =
H4−H3
H3−H2 = 7. Поворот на кут φ вектора, що вiдповiдає

числу H, вiдповiдає множенню H на число cosφ + 7 sinφ. 1.16. Вказ. Для
довiльного автоморфiзму φ(0) = 0, φ(1) = 1 i φ(7) = ±7. Тому для
довiльних >, ? ∈ Q буде φ(> + ?7) = > + ?φ(7). Нехай тепер автоморфiзм
φ : C → C – неперервний i (><)<>0, (?<)<>0 – послiдовностi рацiональних
чисел, якi збiгаються до > i ? вiдповiдно. Тодi >< + ?<7 → 0 + 17 i φ(>< +

209



+ ?<7) = >< + ?<φ(7) → 0+ 1φ(7) = φ(0+ 17). 1.17. (02 + 12 + 22 + 32)(92 +
+ :2 +;2

+ <2) = (09 − 1: − 2; − 3<)2 + (0: + 19 + 2< − 3;)2 + (0; − 1< +

+ 29 + 3:)2 + (0< + 1; − 2: + 39)2.
Роздiл 2. 2.1. F = 1

3
(0+1+2), G = 1

3
(0−1+ε(2−1)), H = 1

3
(0−2+ε(1−2)).

Вказ. Покажiть, що ε2 + ε + 1 = 0. 2.2. Вказ. Позначимо через ‖- ‖
максимум модулiв компонент стовпця - , а через ? – максимум сум
модулiв елементiв рядкiв матрицi � + �. Тодi 0 ≤ ? < 1. Доведiть,
що для довiльних натуральних чисел ; i 9 виконується нерiвнiсть
‖-;+1 − -9+1‖ ≤ ?‖-; − -9‖. 2.3. Вказ. Перестановкою стовпцiв та
рядкiв можна зробити так, щоб елемент 011 став найменшим за модулем
серед ненульових елементiв. Далi, вiднiмаючи вiд усiх рядкiв (стовпцiв)
вiдповiднi кратнi першого рядка (стовпця), можна замiнити всi вiдмiн-
нi вiд 011 елементи першого рядка i першого стовпця їх остачами вiд
дiлення на 011. Якщо серед цих остач є ненульовi, то найменшу з них
ставимо на мiсце 011 i повторюємо процес. Урештi-решт отримаємо ма-
трицю, в якiй усi елементи першого рядка i першого стовпця, крiм 011,
дорiвнюють нулю. Далi застосуйте iндукцiю.

Роздiл 3. 3.1. б) Так. 3.2. Вказ. Так, якщо < ≤ 2; не обов’язково, якщо
< > 2. 3.3. Вказ. Застосуйте теореми Кронекера – Капеллi. 3.4. Вказ. Iз
теореми Кронекера – Капеллi про сумiснiсть випливає, що СЛР буде
сумiсною для кожного стовпця b вiльних членiв тодi й лише тодi, коли
рядки її основної матрицi лiнiйно незалежнi. У противному разi її ряд-
ки є лiнiйно залежними. Але тодi лiнiйно залежними будуть i стовпцi.
Тому, за теоремою Кронекера – Капеллi про визначенiсть, вiдповiдна

однорiдна СЛР буде невизначеною. 3.5. Матрицi

(
01 11
02 12
03 13

)
та

(
01 11 21
02 12 22
03 13 23

)
мають однаковий ранг. Вказ. Застосуйте теорему Кронекера – Капеллi.
3.6. Вказ. Необхiднiсть. Якщо "1, "2, "3, "4 лежать на однiй прямiй,
то iснують такi 9 i 1, що G7 = 9F7 + 1 (7 = 1, 2, 3, 4). Легко перевiряється,
що вiдповiднi рiвняння – лiнiйно залежнi. Достатнiсть. Нехай п’яте
рiвняння є лiнiйною комбiнацiєю решти рiвнянь. Тодi кожна крива дру-
гого порядку, що проходить через "1, "2, "3, "4, проходить i через "5.
Зокрема, кожна пара прямих "1,"2, "3,"4 i "1,"2, "3,"4 мiстить
точку "5. Це можливо лише тодi, коли принаймнi двi iз цих чотирьох
прямих збiгаються, тобто, коли три з точок "1, "2, "3, "4 лежать на
однiй прямiй. Але тодi й точка "5 лежить на цiй прямiй.

Роздiл 4. 4.1. [φα] =
(

cos α sin α
− sin α cos α

)
; [φα] · [φβ] = [φα+β]. 13. Вказ.

a) Нехай v1, . . . , v9 – база пiдпростору + ⊆ %<, v1, . . . , v9, . . . , v< – її
поповнення до бази %<, e1, . . . , e; – база %;. Розгляньте лiнiйне вiдоб-
раження φ : %< → %;, при якому φ(v7) = 0 (7 = 1, . . . , 9), φ(v8) = e8
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(8 = 9 + 1, . . . , <). б) Нехай e1, . . . , e< – база %<, u1, . . . , u9 – база пiдпро-
стору * ⊆ %;. Розгляньте лiнiйне вiдображення φ : %< → %;, при якому
φ(e7) = u7 (7 = 1, . . . , 9), φ(e8) = 0 (8 = 9 + 1, . . . , <). 4.3. a) Наприклад,
� =

(
0 −1
1 0

)
; б) Напр., � =

(
1 1
1 0

)
, � =

(
0 −1
1 −1

)
. 4.4. Вказ. Використайте за-

дачу 4.2. 4.5. a) Система стовпцiв матрицi � повинна лiнiйно виражатися
через систему стовпцiв матрицi �. б) Система рядкiв матрицi � повинна
лiнiйно виражатися через систему рядкiв матрицi �. Вказ. Застосуйте те-
орему 26. 4.6. Вказ. Якщо � – квадратна матриця порядку <, то матрицi
�<

2

, �<
2−1, . . . , �, � лiнiйно залежнi. 4.7. Вказ. Елементарними перетво-

реннями рядкiв розширеної матрицi (�|�) зведiть матрицю � у лiвiй ча-
стинi до ступiнчастого вигляду. 4.8. Так. Вказ. Використайте твердження
31. 4.9. Вказ. Використовуючи елементарнi перетворення рядкiв та еле-
ментарнi матрицi, доведiть iснування розкладу � = �1�1, в якому лише
першi @ рядкiв матрицi �1 є ненульовими. 4.11. Вказ. Iз задачi 4.10 випли-
ває, що rank �+ rank �+ rank � ≤ rank(��)+<+ rank � ≤ rank(���)+2<.
4.12. Вказ. Розгляньте пов’язане з матрицею � лiнiйне вiдображення
φ : %< → %;. 4.15. Вказ. �2 = � тодi й лише тодi, коли � є матрицею
проектування на певний пiдпростiр в R

2. 4.17. Вказ. Iз задачi 4.16.д ви-
пливає, що (�×�) ·(�−1×�−1) = �;<. 4.19. б) Для комплексних матриць
можна гарантувати лише симетричнiсть матриць ��⊤ i �⊤�. Контрпри-
клад до другої частини твердження:

(
1 7
1 7

) (
1 1
7 7

)
=

(
0 0
0 0

)
. Вказ. a) Оскiльки

rank � = rank �⊤ i ��⊤ = (�⊤)⊤�⊤, то досить лише розглянути випадок
�⊤�. Для довiльної матрицi � ∈ ";×<(R) простiр розв’язкiв СЛР �F = 0

має розмiрнiсть < − rank �. Якщо � ∈ ";×<(R), то �⊤� ∈ "<×<(R). Тому
досить показати еквiвалентнiсть СЛР �x = 0 i �⊤�x = 0. Нехай �⊤�x = 0

i �x = (F1, . . . , F<)⊤. Тодi x⊤�⊤ · �x = 0, звiдки F2
1
+ . . . + F2< = 0 i �x = 0.

4.20. Вказ. Нехай �x = b i �⊤y = 0. Тодi b⊤ · y = x⊤�⊤ · y = 0. Навпаки,
якщо b⊤ · y = 0 для всiх розв’язкiв СЛР �⊤y = 0, то b⊤ є лiнiйною комбi-
нацiєю рядкiв матрицi �⊤. Але тодi b є лiнiйною комбiнацiєю стовпцiв
матрицi �, а тому СЛР �x = b має розв’язок. 4.21. Вказ. Елементарнi
перетворення стовпцiв рiвносильнi множенню справа на елементарнi
матрицi. Тому матриця �, як добуток елементарних матриць, є невиро-
дженою i � = ��. Те, що продовження нульових стовпцiв матрицi �� є
розв’язками ОСЛР �x = 0, випливає з того, що в добутковi �� вiдповiднi
стовпцi є нульовими. Їх кiлькiсть дорiвнює < − rank �, тобто збiгається з
розмiрнiстю простору розв’язкiв ОСЛР, а їх лiнiйна незалежнiсть випли-
ває з невиродженостi матрицi �.

Роздiл 5. 5.2. <!

1:12:2 · · ·<:< :1!:2!· · ·:<!
. 5.4. Вказ. Нехай A – кiлькiсть тих

чисел, якi стоять перед 9 i якi меншi за 9. Тодi 9 утворює 8 − 1 − A iн-
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версiй iз числами, якi стоять перед 9, i 9 − 1 − A iнверсiй iз числами,
якi стоять пiсля 9. Тому ; = ;′

+ (8 + 9) − 2(1 + A). 5.5. Вказ. а) Цикл
довжини 9 має знак (−1)9−1; б) цикл довжини 9 можна розкласти в
добуток 9 − 1 транспозицiй; в) цикл довжини 9 не можна розкласти в
добуток менше нiж 9 − 1 транспозицiй. 5.7. Вказ. Кожна пiдстановка iз
(< розкладається в добуток транспозицiй iз даної множини транспози-
цiй тодi й лише тодi, коли граф, що вiдповiдає цiй множинi, є зв’язним.
5.8. Вказ. Кiлькiсть способiв розкладу для всiх циклiв довжини < одна-
кова, а всього є (< − 1)! циклiв довжини <. Добуток < − 1 транспозицiй
є циклом довжини < тодi й лише тодi, коли цi транспозицiї вiдповiда-
ють дереву. За теоремою Келi кiлькiсть дерев iз вершинами {1, 2, . . . , <}
дорiвнює <<−2, а ребра такого дерева можна впорядкувати (<−1)! спосо-
бами. 5.9. Вказ. Розбийте пiдстановки на 2 класи залежно вiд довжини
циклу, в який входить число < + 1: або довжина такого циклу > 2, або
дорiвнює 2. 5.10. Вказ. б) Перестановку одержуємо, послiдовно запов-
нюючи мiсця в таблицi довжини <. Число 7 ставимо на (17 + 1)-е вiльне
мiсце (позаяк 17 ≤ < − 7, а вже заповнених мiсць 7 − 1, то це можливо).
5.11. 0<, 0<−1, . . . , 02, 01. 5.12. 1 + 1/2 + 1/3 + . . . + 1/<. Вказ. 9 є право-
стороннiм максимумом тодi й лише тодi, коли в таблицi iнверсiй (див.
задачу 5.10) 19 = < − 9. Рiзнi компоненти таблицi iнверсiй набувають
своїх значень незалежно, а 19 набуває кожного зi своїх значень 0, 1, . . . ,
< − 9 однакову кiлькiсть разiв. 5.13. Нехай π1, π2, . . . , π<! – потрiбне
впорядкування перестановок з (<. Позначимо через π′

7
перестановку, яка

одержується з π7 дописуванням справа числа <+1. Тодi τ1, τ2, . . . , τ(<+1)!,
де τ9 ·<!+7 (1 ≤ 7 ≤ <!) одержується з π′

7
циклiчним зсувом на 9 пози-

цiй, буде потрiбним упорядкуванням перестановок з (<+1. 5.14. 1
<

(2<−2
<−1

)
.

Вказ. Нехай �< – кiлькiсть таких способiв. Покладiть �1 = 1 i покажiть,
що �<+1 = �1�< + �2�<−1 + · · · + �<�1.

Роздiл 6. 6.1. а) 4; б) 2. Вказ. б) Якщо det � > 0, то в � є при-
наймнi 2 нулi. Але тодi розклад det � мiстить не бiльше 2 додатних

доданкiв. Тому det � ≤ 2. З iншого боку,

�����
0 1 1

1 0 1

1 1 0

����� = 2. 6.2. Вказ. б) Ви-

користайте a). 6.3.

����������

51 52 · · · 5<
5 ′
1

5 ′
2

· · · 5 ′<
. . . . . . . . . . . . . .

5
(<−2)
1

5
(<−2)
2

· · · 5
(<−2)
<

5
(<)
1

5
(<)
2

· · · 5
(<)
<

����������
. Вказ. Використайте за-
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дачу 6.2.a. 6.4. Вказ. Якщо % , 0, то можна взяти � =

(
% 0 −'
0 1 &/%

)
.

6.5. Вказ. Якщо при фiксованому 8 усi мiнори "
{ 8,81,...,89 }
{7,71,...,79 } дорiвнюють

нулю, то розкрийте цi мiнори за 7-м рядком i покажiть, що 8-й стов-
пець є лiнiйною комбiнацiєю стовпцiв 81, . . . , 89. 6.6. Вказ. Використайте

задачу 6.5. 6.7. Вказ. Мiнор " { 81,...,89 }
{71,...,79 } (��) має вигляд�������

07111181 + . . . + 071<1<81 . . . 07111189 + . . . + 071<1<89
07211181 + . . . + 072<1<81 . . . 07211189 + . . . + 07 8<1<89
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

07911181 + . . . + 079<1<81 . . . 07911189 + . . . + 079<1<89

������� .

Кожен його стовпець записується у виглядi лiнiйної комбiнацiї 9 стовпцiв.

Враховуючи це, розкладiть" { 81,...,89 }
{71,...,79 } (��) у суму 9

9 доданкiв. 6.8. Вказ. Ви-

користайте задачу 6.7. 6.9. Вказ. Використайте теорему про розклад
визначника за своїм (чужим) рядком. 6.10. Вказ. Нехай � = (07 8) i
�−1 = (17 8). Використайте рiвнiсть�����������

111 . . . 119 11,9+1 . . . 11<
. . . . . . . . . . . . . . .

191 . . . 199 19,9+1 . . . 19<
0 . . . 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 0 . . . 1

�����������
· � =

�����������

1 . . . 0 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 1 0 . . . 0

09+1,1 . . . 09+1,9 09+1,9+1 . . . 09+1,<
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

0<1 . . . 0<9 0<,9+1 . . . 0<<

�����������
i теорему Кошi. 6.11. Вказ. Розгляньте тi доданки з розкладу det �,
якi мiстять 9 множникiв, що лежать на перетинi рядкiв iз номера-
ми 71, . . . , 79 та стовпцiв iз номерами 81, . . . , 89. 6.12. Вказ. Викори-
стайте задачу 6.11. 6.13. Вказ. � можна звести до верхнього трику-
тного вигляду, використовуючи лише додавання до рядкiв лiнiйних
комбiнацiй попереднiх рядкiв. Перейшовши вiд елементарних пере-
творень рядкiв до множення злiва на елементарнi матрицi, одержимо
розклад � = *�. Якщо *1�1 = *2�2, то *

−1
2
*1 = �2�

−1
1
, де *−1

2
*1 є

нижньою трикутною матрицею з одиницями на дiагоналi, а �2�
−1
1

–
верхньою трикутною. 6.14. Вказ. a) Доповняльнi мiнори матриць �⊤

i � пов’язанi спiввiдношенням "
8

7(�⊤) = "
7

8(�). в) Використайте фор-
мулу Бiне – Кошi (задача 6.7). 6.15. Вказ. Якщо � – невироджена, то
це випливає з рiвностi � · �∗ = |�|< · �. Якщо ж � – вироджена, то �∗

також є виродженою (це очевидно, якщо @ < < − 1; якщо ж @ = < − 1,
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то використайте задачу 6.9). 6.16. Вказ. Використайте задачу 6.14.a.
6.17. Вказ. а) Використайте рiвнiсть � · �∗ = |�|< · �. б) Нехай невиро-
джена матриця � з першим рядком (01, 02, . . . , 0<) є асоцiйованою з

матрицею �. Тодi матриця
©«
01 02 . . . 0<
0 0 . . . 0

. . . . . . . . .

0 0 . . . 0

ª®®¬
буде асоцiйованою з ма-

трицею �, яка одержується з � замiною елементiв першого стовпця ну-
лями. Далi використайте задачу 6.14 i те, що кожну квадратну матрицю

рангу 1 можна розкласти в добуток
©«
11 0 . . . 0

12 0 . . . 0

. . . . . . . .

1< 0 . . . 0

ª®®¬
©«
01 02 . . . 0<
0 0 . . . 0

. . . . . . . . .

0 0 . . . 0

ª®®¬
.

6.18. Вказ.

(
0 1

2 −0

)
=

(
F1 F2
F3 F4

) (
G1 G2
G3 G4

)
−

(
G1 G2
G3 G4

) (
F1 F2
F3 F4

)
тодi й лише

тодi, коли

����F2 F3
G2 G3

���� = 0,

����F2 F4 − F1
G2 G4 − G1

���� = 1,

����F4 − F1 F3
G4 − G1 G3

���� = 2. Далi викори-

стайте задачу 6.4. 6.19. Вказ. Позначимо визначник через �(9, @, <).
Використовуючи рiвнiсть

(<
9

)
=

<
9

(<−1
9−1

)
, можна винести з першого рядка

9, iз другого рядка – 9+ 1, i т. д., а потiм iз першого стовпця 1
@
, iз другого

стовпця – 1
@+1

, i т. д. Це дає рекурентне спiввiдношення

�(9, @, <) = 9(9 + 1) · · · (9 + < − 1)
@(@ + 1) · · · (@ + < − 1) �(9−1, @−1, <) =

(<+9−1
<

)
(<+@−1

<

) �(9−1, @−1, <).
Нарештi, якщо у визначнику �(;, 0, <) iз кожного рядка вiдняти попере-
днiй, а потiм отриманий визначник розкрити за першим стовпцем i ско-
ристатися рiвнiстю

(7
8

)
−

(7−1
8

)
=

(7−1
8−1

)
, то одержимо рекурентне спiввiдно-

шення �(;, 0, <) = �(;−1, 0, <−1), з якого випливає, що �(9−@, 0, <) = 1.

6.20. Вказ. Якщо матрицю
©«
00 01 . . . 0<−1
0<−1 00 . . . 0<−2
. . . . . . . . . . .

01 02 . . . 00

ª®®¬
помножити на матрицю

� =

©«

1 1 1 . . . 1

1 ε ε2 . . . ε<−1

. . . . . . . . . . . . . . . . .

1 ε<−1 ε2(<−1) . . . ε(<−1)(<−1)

ª®®®¬
, то в добутку вийде матриця, яка

одержується з � множенням першого стовпця на 00 + 01 + 02 + . . .+ 0<−1,
другого стовпця – на 00 + ε01 + ε

202 + . . . + ε(<−1)0<−1, . . . , останнього
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стовпця – на 00 + ε
<−101 + ε2(<−1)02 + . . . + ε(<−1)(<−1)0<−1. Далi вико-

ристайте теорему про визначник добутку двох матриць. 6.21. Вказ.
det

(
� �
� �

)
det

(
� 0
0 �

)
= det

(
�� ��
�� ��

)
= det

(
�� ��
�� ��

)
= det

(
��−�� ��

0 ��

)
= det(��−

− ��) det(��).
Роздiл 7. 7.1. Вказ. Подiлiть 0, 1 i < на 3. 7.2. Вказ. Якщо F2 ≡

≡ 0, то (8F)2 ≡ −0. 7.3. Вказ. Вiд нетривiальної лiнiйної комбiнацiї з
рацiональними коефiцiєнтами, яка дорiвнює 0, перейдiть до лiнiйної ком-
бiнацiї iз цiлими коефiцiєнтами, з яких принаймнi один не дiлиться на >.
7.4. Вказ. Якщо система з 9 векторiв лiнiйно незалежна, то в матрицi,
утворенiй iз координат цих векторiв, є ненульовий мiнор порядку 9. Цей
мiнор дiлиться лише на скiнченну кiлькiсть простих чисел. 7.5. б) Нi.
Вказ. б) Конгруенцiя 4F ≡ 2 (mod >) сумiсна для всiх простих >, однак
рiвняння 4F = 2 не має цiлих розв’язкiв. 7.6. У загальному випадку – нi;
якщо хоча б один з елементiв є оборотним – так. 7.7. Вказ. Визначник
матрицi � є оборотним елементом кiльця Z;, а тому систему �x = b
можна розв’язувати за правилом Крамера. 7.8. a) 8; б) 184.

Роздiл 8. 8.1. Так. Вказ. Нехай 6(F) = F9(20 + . . . + 2;F
;), де 20 , 0.

Покажiть, що для довiльного ряду 5̂ (F) = 09F9+· · ·+0<F<+· · · по iндукцiї
можна знайти коефiцiєнти такого ряду ℎ(F) = 10+11F+. . .+1<F<+. . ., що

5̂ (F) = ℎ(F)6(F). 8.2. Вказ. Якщо 5 (F<) дiлиться на F − 1, то 5 (1) = 0. Але
тодi 5 (F) дiлиться на F − 1. Тому 5 (F<) дiлиться на F< − 1. 8.3. Вказ. Роз-
кладiть 5 (F + G) за степенями G. 8.4. Вказ. a) Розгляньте многочлен
F 5 ′(F) i застосуйте iндукцiю. б) Запишiть многочлени 67(F) iз невизна-
ченими коефiцiєнтами i спочатку покажiть, що кожна послiдовнiсть
5< =

∑;
7=1 67(<)β<7 задовольняє рекурентне спiввiдношення (8.44). По-

тiм покажiть, що для довiльних 51, 52, . . . , 59 СЛР
∑;
7=1 67(1)β17 = 1, . . . ,∑;

7=1 67(9)β97 = 9 буде сумiсною. 8.5. Вказ. Якщо 5 (F) розкладається над

R на лiнiйнi множники, то 6(F) = F5 5 (1
2
) = 2F5 + 1F2 + 0F + 1 також роз-

кладається на лiнiйнi множники. Нехай F1, F2, F3, F4, F5 – його коренi. За
допомогою формул Вiєта обчислiть F2

1
+ F2

2
+ F2

3
+ F24+ F

2
5 . 8.6. Вказ. Нехай

коренi многочленiв 5 (F) i 6(F) дiйснi i роздiляються. Можна вважати, що
5 (F) i 6(F) нормованi i що deg 5 (F) ≥ deg 6(F). Можливi два випадки: I.
deg 5 (F) = deg 6(F); II. deg 5 (F) = deg 6(F) + 1. Розглянемо перший випа-
док. Нехай F1 < F2 < . . . < F< – коренi 5 (F), G1 < G2 < . . . < G< – коренi
6(F). Можна вважати, що F1 < G1 < F2 < . . . < G<−1 < F< < G<. При 0 = 0

твердження очевидне, тому рiвняння 05 (F)+16(F) = 0можна переписати

у виглядi 5 (F)
6(F) = − 1

0
. Розглянемо поведiнку функцiї φ(F) = 5 (F)

6(F) . Ця фун-

кцiя неперервна на кожному з iнтервалiв (−∞, G1), (G1, G2), . . . , (G<−1, G<),
(G<,∞), i змiнюється на кожному iз цих iнтервалiв вiдповiдно вiд 1 до
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−∞, вiд ∞ до −∞, . . . , вiд ∞ до −∞, вiд ∞ до 1. Таким чином, якщо
1
0
= −1, то рiвняння φ(F) = − 1

0
має не менше нiж < − 1 корiнь, а якщо

1
0
, −1 – то не менше нiж < коренiв. Тому кiлькiсть дiйсних коренiв мно-

гочлена 05 (F)+ 16(F) збiгається з його степенем. Випадок II аналiзується
аналогiчно. Навпаки, нехай для довiльних дiйсних чисел 0 i 1 многочлен
05 (F) + 16(F) має дiйснi коренi. Тодi коренi кожного iз многочленiв 5 (F)
i 6(F) будуть дiйсними. Припустимо, що мiж сусiднiми коренями F1 i F2
многочлена 5 (F) немає коренiв многочлена 6(F). Тодi функцiя φ(F) = 5 (F)

6(F)
буде диференцiйовною на [F1, F2] i φ(F1) = φ(F2) = 0. Отже, iснує така
точка 2 ∈ (F1, F2), що φ′(2) = 0. Для многочлена 6′(2) 5 (F)− 5 ′(2)6(F) i для
функцiї φ(F) −φ(2) ця точка 2 буде кратним коренем. Тому iснує таке ма-
ле α, що для функцiї φ(F)−φ(2)+α точка 2 вже не буде коренем, а в околi
2, можливо, з’явиться простий корiнь цiєї функцiї. Але тодi при переходi
вiд 6′(2) 5 (F) − 5 ′(2)6(F) до многочлена 6′(2) 5 (F) − ( 5 ′(2) + α6′(2))6(F) та-
кож зникне кратний корiнь, замiсть якого з’явиться щонайбiльше один
простий. Тому в останньому многочленi не всi коренi будуть дiйсними.
8.7. Вказ. Якщо НСД ( 5 (F), 5 ′(F)) = 1, то це частковий випадок задачi
8.6. Якщо ж НСД ( 5 (F), 5 ′(F)) = 3(F), то твердження буде правильним

для многочлена 5 (F)
3(F) + 0

5 ′(F)
3(F) , до якого лишається приєднати коренi 3(F).

8.8. Вказ. Вiдповiдно до задачi 8.6 для довiльних дiйсних чисел 0 i 1
всi коренi многочлена 05 (F) + 16(F) – дiйснi. Але тодi всi коренi похi-
дної 05 ′(F) + 16′(F) також будуть дiйсними. Далi знову скористайтеся
задачею 8.6. 8.9. Вказ. Нехай 6(F) = 0<(F + 21)(F + 22) · · · (F + 2<). По-
кладемо ℎ0(F) = 0< 5 (F), ℎ1(F) = ℎ0(F) + 21ℎ′0(F) = 0< 5 (F) + 0<21 5 ′(F),
ℎ2(F) = ℎ1(F)+ 22ℎ′1(F) = 0< 5 (F)+ 0<(21 + 22) 5 ′(F)+ 0<2122 5 ′′(F) i т. д. Тодi
ℎ<(F) = ℎ<−1(F) + 2<ℎ′<−1(F) = 0< 5 (F) + 0<−1 5 ′(F) + . . . + 00 5

(<)(F) = �(F).
Згiдно iз задачею 8.7 усi коренi кожного iз многочленiв ℎ0(F), ℎ1(F),
. . . , ℎ<(F) будуть дiйсними. 8.10. Вказ. Нехай 5 (F) = 0<F

<
+ · · · + 00 i

нехай кiлькiсть таких > скiнченна. Тодi 00 , 0. Вiзьмемо 1, яке дiлиться
на всi такi >. Тодi 5 (001) = 00(0<0<−10

1< + . . . + 011 + 1) = 002, причо-
му 2 ≡ 1 (mod 1). Позаяк iснує лише скiнченна кiлькiсть таких 1, що
5 (001) = ±00, то можна вважати, що 2 , ±1. Але тодi для кожного просто-
го дiльника ?|2 буде 5 (001) ≡ 0 (mod ?), що суперечить вибору 1. 8.11.
F>−F = F(F−1)(F−2) · · · (F−>+1). Вказ. Використайте малу теорему Фер-
ма. 8.12. Вказ. Використайте результат задачi 8.11. 8.13. Вказ. 6′(F) =
=

∑<
9=0(F − 20) · · · (F − 29−1)(F − 29+1) · · · (F − 2<). 8.14. Вказ. Нехай C

– центр правильного ;-кутника, E – одна з його вершин, D = E − C.
Тодi вершини ;-кутника мають вигляд C + Dε9 (9 = 0, 1, . . . ,; − 1), де
ε – первiсний корiнь степеня ; з 1. Якщо 0 < 8 < ;, то

∑;−1
9=0 ε

98
= 0.
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Тому для @ < ; маємо 1
;

∑;−1
9=0 (C + Dε9)@ = 1

;

∑;−1
9=0

(∑@
8=0

(@
8

)
C@−8(Dε9)8

)
=

=
1
;

∑@
8=0

(@
8

)
C@−8D8

(∑;−1
9=0 ε

98
)
=

1
;
C@D0

∑;−1
9=0 ε

0
= C@. 8.15. 1

<

∑<−1
9=0

ε9
F−ε9 , де

ε0, ε1, . . . , ε<−1 – усi комплекснi коренi степеня < з одиницi. 8.16.
∑>−1
9=0

>−1
F−9 .

Вказ. Над полем Z> F> − F =
∏−1

9=0(F − 9). Далi скористайтесь методом
невизначених коефiцiєнтiв i теоремою Вiльсона: (> − 1)! ≡ −1 (mod >).
8.17. Вказ. Якщо 2 > 1 +

;
√
�, то 5 (2) ≥ 2< − �(2<−; + 2<−;−1 + · · · + 1) =

= 2< − � · 2<−;+1−1
2−1 >

2<−;+1

2−1
(
(2 − 1)2;−1 − �

)
>

2<−;+1

2−1
(
(2 − 1); − �

)
> 0.
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