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Вступ

Системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (далi СЛАР) знаходять широке за-
стосування у багатьох прикладних задачах фiзики, хiмiї, економiки тощо.
Навчити студента розв’язувати СЛАР є основною задачею роздiлу «Лiнiйна
алгебра» у курсi вищої математики технiчного ВНЗ.

В навчально-методичному посiбнику запропоновано три методи
розв’язання СЛАР: матричний метод та метод Крамера, якi застосовуються
для розв’язання квадратних СЛАР, а також унiверсальний метод Гаусса. Ви-
кладено математичний апарат, яким оперують цi методи: матрицi, визна-
чники, обернена матриця та ранг матрицi. Кожному з цих понять вiдведено
окремий роздiл посiбника, де мiститься основний теоретичний матерiал за
темою, приклади розв’язання типових завдань, а також задачi для самостiй-
ного розв’язання з вiдповiдями. У кiнцi посiбника читач знайде варiанти
контрольних робiт за темою «Лiнiйна алгебра».

Навчально-методичний посiбник призначено для студентiв технiчних ви-
щих навчальних закладiв, якi вивчають роздiл «Лiнiйна алгебра» у курсi
вищої математики.
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Тема 1.
Матрицi. Дiї над матрицями

1.1. Основнi означення

Означення 1.1. Матрицею розмiру n×m називається сукупнiсть (n ·m)
чисел, розташованих у виглядi прямокутної таблицi, що мiстить n рядкiв
i m стовпцiв.

Числа, якi утворюють матрицю, називаються її елементами.

Позначатимемо довiльну матрицю великими лiтерами латинського ал-
фавiту (наприклад, A), а її елементи – вiдповiдними малими лiтерами з по-
двiйним iндексом aij , де перший iндекс i вiдповiдає номеру рядка, у якому
розташовано цей елемент, а другий iндекс j – номеру стовпця.

Наприклад, матриця

A =

(
7 −12 24
0 13 0, 5

)
складається iз двох рядкiв и трьох стовпцiв. Тому матриця A має розмiр
2× 3.

Випишемо деякi елементи матрицi A:

a11 = 7, a12 = −12, a21 = 0, a23 = 0, 5.

Означення 1.2. Матриця, що має рiвну кiлькiсть рядкiв i стовпцiв, нази-
вається квадратною матрицею. Кiлькiсть рядкiв (стовпцiв) квадратної
матрицi називають її порядком.

У квадратної матрицi видiляють її головну i бiчну дiагоналi.
Наведемо приклад квадратної матрицi порядку три:
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Означення 1.3. Дiагональною матрицею називається квадратна матри-
ця, у якої всi елементи, розташованi поза головною дiагоналлю, дорiвнюють
нулю.

Означення 1.4. Одиничною матрицею називається дiагональна матриця,
у якої всi елементи головної дiагоналi дорiвнюють одиницi.

Одиничну матрицю порядку n позначатимемо In. Наприклад:

I2 =

(
1 0
0 1

)
, I3 =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

Означення 1.5. Матрицю, всi елементи якої дорiвнюють нулю, називають
нульовою матрицею.

Позначатимемо нульову матрицю ∅.

1.2. Лiнiйнi операцiї iз матрицями

До лiнiйних операцiй iз матрицями вiдносять множення матрицi на число
та суму (або рiзницю) матриць.
Множення матрицi на число. Будь-яку матрицю A довiльного розмiру n×m
можна помножити на довiльне число α. Для цього кожен елемент матрицi
A треба помножити на α. У результатi отримаємо матрицю B, що має той
самий розмiр, що i матриця A:

B = α ·A, bij = α · aij .

Приклад 1.1. Обчислити α ·A, де

A =

(
5 −1 0
3 2 −4

)
, α = 3.

Розв’язок:

α ·A =

(
3 · 5 3 · (−1) 3 · 0
3 · 3 3 · 2 3 · (−4)

)
=

(
15 −3 0
9 6 −12

)
.

�

Означення 1.6. Матрицю −A = −1 · A називають протилежною до ма-
трицi A.
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Сума матриць. Нехай A i B – матрицi однакового розмiру n×m. Тодi сумою
матриць A+B є матриця C розмiру n×m, елементи якої дорiвнюють сумi
вiдповiдних елементiв матриць A i B:

C = A+B, cij = aij + bij .

Приклад 1.2. Обчислити A+B, де

A =

 1 6
2 −4
−3 9

 , B =

 −2 4
3 7
8 −11

 .

Розв’язок:

A+B =

 1 + (−2) 6 + 4
2 + 3 −4 + 7
−3 + 8 9 + (−11)

 =

 −1 10
5 3
5 −2

 .

�

Аналогiчно, рiзницею A − B є матриця C того самого розмiру, що й
матрицi A i B, елементи якої дорiвнюють рiзницi вiдповiдних елементiв
матриць A i B.

Властивостi лiнiйних операцiй iз матрицями. Нехай A i B – двi матрицi
однакового розмiру, α i β – довiльнi числа. Тодi:

1. A+B = B +A;

2. A+ (B + C) = (A+B) + C;

3. A+ (−A) = ∅;

4. A+ ∅ = A;

5. (α · β) ·A = α · (β ·A);

6. (α+ β) ·A = α ·A+ β ·A;

7. α · (A+B) = α ·A+ α ·B;

8. 1 ·A = A.

1.3. Добуток матриць

Нехай задано матрицю A розмiру n ×m i матрицю B розмiру m × l, тоб-
то кiлькiсть стовпцiв матрицi A дорiвнює кiлькостi рядкiв матрицi B. Тодi
iснує добуток матриць A ·B. У результатi множення отримаємо матрицю C
розмiру n× l, елементи якої можна обчислити за формулою:

cij =

m∑
s=1

ais · bsj ,
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тобто елемент cij , розташований на перетинi i-го рядка i j-го стовпця
матрицi-добутку C, дорiвнює сумi добуткiв елементiв i-го рядка матрицi
A на вiдповiднi елементи j-го стовпця матрицi B.

Приклад 1.3. Для матриць A i B:

A =

 −2 1
4 5
0 −3

 , B =

(
3 0
2 5

)
,

обчислити тi добутки, що iснують:

1. A ·B =?, 2. B ·A =?

Розв’язок:

1. Перша матриця добутку A має розмiр 3×2, а друга матриця добутку B
– 2×2. Кiлькiсть стовпцiв матрицi A дорiвнює кiлькостi строк матрицi
B, тому добуток A ·B iснує. Позначимо матрицю, що дорiвнює цьому
добутку, через C:

A
3×2
· B
2×2

=

 −2 1
4 5
0 −3

 · ( 3 0
2 5

)
= C

3×2
=

 c11 c12
c21 c22
c31 c32

 .

Обчислимо елементи матрицi C:

c11 = −2 · 3 + 1 · 2 = −4;
c12 = −2 · 0 + 1 · 5 = 5;
c21 = 4 · 3 + 5 · 2 = 22;
c22 = 4 · 0 + 5 · 5 = 25;
c31 = 0 · 3 + (−3) · 2 = −6;
c32 = 0 · 0 + (−3) · 5 = −15.

Отримуємо вiдповiдь:

A ·B =

 −4 5
22 25
−6 −15

 .

2. У добутку B ·A перша матриця B має два стовпцi, а друга матриця A
– три рядки:

B
2×2
· A
3×2

.

Оскiльки цi кiлькостi рiзняться, то добуток B ·A не iснує.
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Наголосимо ще раз:

Зауваження: Добуток матриць A·B iснує лише в тому випадку, коли
кiлькiсть стовпцiв першої матрицi добутку A спiвпадає з кiлькiстю
рядкiв другої матрицi B.
Для операцiї множення матриць не має мiсця комутативний закон.
Тобто iз iснування дубутку A·B загалом не витiкає iснування добутку
B ·A. Якщо обидва добутки A ·B i B ·A iснують, то, скорiш за все,
їх значення не є рiвними: A ·B 6= B ·A.

Приклад 1.4. Обчислити (2A−B) · C, якщо

A =

(
−3 0 1
2 5 4

)
, B =

(
−2 1 −1
3 6 8

)
, C =

 3 1
0 −2
4 −1

 .

Розв’язок: Керуючись прiоритетом операцiй, обчислимо спочатку вираз
у дужках:

2A =

(
−6 0 2
4 10 8

)
;

2A−B =

(
−4 −1 3
1 4 0

)
.

Помножимо отриману матрицю на матрицю C:

(2A−B)
2×3

· C
3×2

=

(
−4 −1 3
1 4 0

)
·

 3 1
0 −2
4 −1

 = D
2×2

=

(
d11 d12
d21 d22

)
;

d11 = −4 · 3 + (−1) · 0 + 3 · 4 = 0,
d12 = −4 · 1 + (−1) · (−2) + 3 · (−1) = −5,
d21 = 1 · 3 + 4 · 0 + 0 · 4 = 3,
d22 = 1 · 1 + 4 · (−2) + 0 · (−1) = −7.

Отже,

(2A−B) · C =

(
0 −5
3 −7

)
.

�
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Властивостi добутку матриць. Нехай A, B, C – матрицi вiдповiдного роз-
мiру, α – довiльне число. Тодi:

1. A · (B · C) = (A ·B) · C;

2. A · (B + C) = A ·B +A · C, а також (A+B) · C = A · C +B · C;

3. α · (A ·B) = (α ·A) ·B = A · (α ·B).

1.4. Транспонування матриць

Означення 1.7. Матриця AT , що отримана з матрицi A шляхом випи-
сування елементiв її рядкiв у стовпцi з вiдповiдним номером, називається
транспонованою до матрицi A.

Якщо A – матриця розмiру n×m, то транспонована до неї матриця AT

має розмiр m× n.

Приклад 1.5. Наприклад,

A
3×2

=

 −1 0
10 7
2 −5

 , тодi AT

2×3
=

(
−1 10 2
0 7 −5

)
.

Властивостi транспонованої матрицi. Нехай A, B – матрицi вiдповiдного
розмiру. Тодi:

1. (AT )T = A;

2. (A+B)T = AT +BT ;

3. (A ·B)T = BT ·AT .

1.5. Степiнь матрицi. Многочлен вiд матрицi

Зауваження: Операцiя зведення матрицi у степiнь визначена лише
для квадратних матриць.

Нехай A – квадратна матриця порядку n, In – одинична матриця того ж
самого порядку.
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Цiлий невiд’ємний степiнь матрицi A визначається рекурентно за фор-
мулами:

A0 = In; A1 = A; A2 = A ·A; A3 = A ·A2; . . . An = A ·An−1.

Нехай задано довiльний многочлен степеня r:

f(x) = arx
r + ar−1x

r−1 + . . .+ a1x+ a0,

де ak – числовi коефiцiєнти многочлена.
Многочленом вiд матрицi A називається матриця:

f(A) = arA
r + ar−1A

r−1 + . . .+ a1A+ a0In.

Приклад 1.6. Знайти значення мноночлена f(A) вiд матрицi A, якщо

A =

(
0 2
−1 3

)
, f(x) = 3x2 − x+ 2.

Розв’язок: Вiдповiдно до визначення многочлена вiд матрицi:

f(A) = 3A2 −A+ 2I2,

де I2 – одинична матриця другого порядку: I2 =

(
1 0
0 1

)
.

Обчислимо спочатку A2:

A2 = A ·A =

(
0 2
−1 3

)
·
(

0 2
−1 3

)
=

(
−2 6
−3 7

)
.

Тодi

f(A) = 3 ·
(
−2 6
−3 7

)
−
(

0 2
−1 3

)
+ 2 ·

(
1 0
0 1

)
=

(
−4 16
−8 20

)
.

�

Завдання для самостiйного розв’язання

Задачi:

1. Для заданих матриць 1) визначити їх розмiр; 2) назвати, чому дорiв-
нюють вказанi елементи:

12



(а) A =

(
7 −12 24
0 13 0, 5

)
, a11 =?, a12 =?, a21 =?, a23 =?;

(б) B =

 −16 21
8 14
−9, 3 −16

, b12 =?, b22 =?, b31 =?;

(в) C =

 0 −9 14
25 4 −1
−1 3 7

, елементи головної i бiчної дiагоналi.

2. Виконати операцiї над заданими матрицями A i B:

A =

(
7 −1 0
−3 10 5

)
, B =

(
−4 15 −1
13 22 16

)
;

(а) 2A;

(б) −3B;

(в) A+B;

(г) B −A;

(д) 5A+ 0, 5B;

(е) A− 2B.

3. Для заданих матриць A i B обчислити тi добутки, що iснують:

A =

 1 −2 4
3 1 5
−6 8 7

 , B =

 4 1
2 −2
5 −3

 ;

(а) A ·B,

(б) B ·A,

(в) A ·BT ,

(г) BT ·A,

(д) B ·AT ,

(е) BT ·AT .

4. Обчислити заданi вирази, де A, B, C – заданi матрицi:

(а) 3 ·A+B · C =?,

A =

(
7 −2
−5 3

)
, B =

(
1 0 −4
2 −7 3

)
, C =

 5 −3
1 0
4 −2

;

(б) (2 ·A−B) · CT =?,

A =

 3 −6 0
4 1 5
−2 2 1

, B =

 5 −10 3
4 1 8
−1 4 0

,

C =

(
3 0 −4
2 5 1

)
;
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(в) 5A · (B + C)T =?,

A =

(
0 −2
2 3

)
, B =

 2 −7
−11 9

5 1

, C =

 3 4
10 −7
−9 2

;

(г) A ·B · C =?,

A =

 −2 3
4 −5
1 7

, B =

(
4 5
0 3

)
, C =

(
−2 3 0
1 0 −1

)
.

5. Знайти значення многочлена f(A) вiд матрицi A, якщо заданi матриця
A i многочлен f(x):

(а) f(x) = 2x2 + 4x− 1, A =

(
3 1
4 −2

)
;

(б) f(x) = x2 − 3x+ 5, A =

 5 0 1
−2 −1 0
4 2 3

.

Вiдповiдi:

1. (а) 2× 3, a11 = 7, a12 = −12, a21 = 0, a23 = 0, 5;

(б) 3× 2, b12 = 21, b22 = 14, b31 = −9, 3;

(в) 3×3, чи квадратна матриця третього порядку. Елементи головної
дiагоналi: 0, 4, 7; елементи бiчної дiагоналi: 14, 4, −1.

2. (а)

(
14 −2 0
−6 20 10

)
;

(б)

(
12 −45 3
−39 −66 −48

)
;

(в)

(
3 14 −1
10 32 21

)
;

(г)

(
−11 16 −1
16 12 11

)
;

(д)

(
33 2, 5 −0, 5
−8, 5 61 33

)
;

(е)

(
15 −31 2
−29 −34 −27

)
.

3. (а)

 20 −7
39 −14
27 −43

;

(б) не iснує;

(в) не iснує;

(г)

(
−20 34 61
13 −28 −27

)
;

(д) не iснує;

(е)

(
20 39 27
−7 −14 −43

)
.

Примiтка:
BT ·AT = (A ·B)T .
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4. (а)

(
10 −1
0 −3

)
;

(б)

 15 −11
4 15
−17 −4

;

(в)

(
30 −20 −30
5 20 5

)
;

(г)

 15 −24 1
−27 48 −5
18 12 −26

.

5. (а)

(
37 6
24 7

)
;

(б)

 19 2 5
−2 9 −2
16 −2 9

.
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Тема 2.
Визначник

2.1. Визначники другого i третього порядкiв та
методи їх обчислення

Визначником (або детермiнантом) квадратної матрицi називається чи-
сло, що однозначно визначається за елементами цiєї матрицi згiдно визначе-
ному правилу. Розглянемо правило обчислення визначникiв другого та тре-
тього порядкiв.

Нехай A – квадратна матриця другого порядку:

A =

(
a11 a12
a21 a22

)
.

Визначник цiєї матрицi позначатимемо наступним чином:

det A або
a11 a12
a21 a22

.

Визначник квадратної матрицi A другого порядку можна обчислити за
формулою:

a11 a12
a21 a22

= a11 · a22 − a12 · a21, (2.1)

тобто вiд добутку елементiв, якi утворюють його головну дiагональ, потрi-
бно вiдняти добуток елементiв, що стоять на його бiчнiй дiагоналi.

Приклад 2.1. Обчислити визначник:∣∣∣∣ −3 2
1 5

∣∣∣∣ =?

Розв’язок: За формулою (2.1):∣∣∣∣ −3 2
1 5

∣∣∣∣ = −3 · 5− 1 · 2 = −17.

�
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Визначник третього порядку зводиться до суми трьох визначникiв дру-
гого порядку за формулою:

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

= a11 ·
a22 a23
a32 a33

− a12 ·
a21 a23
a31 a33

+ a13 ·
a21 a22
a31 a32

.

Якщо, застосувавши формулу (2.1), розписати усi визначники другого по-
рядку, то у правiй частинi нашої рiвностi отримаємо алгебраїчну суму шести
доданкiв:

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

= a11 · a22 · a33 + a12 · a23 · a31 + a13 · a21 · a32− (2.2)

−a13 · a22 · a31 − a12 · a21 · a33 − a12 · a23 · a32.

Формула (2.2) задає правило обчислення визначника третього порядку.
ЇЇ зручно подавати у виглядi схеми:

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

+
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

+
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

− (2.3)

−
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

−
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

−
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗

,

де видiленi елементи треба помножити. Схема (2.3) носить назву правила
трикутника обчислення визначника третього порядку.

Приклад 2.2. Обчислити визначник:

4 7 −2
3 −1 5
6 0 1

=?

Розв’язок: Застосуємо правило трикутника (2.3) для обчислення заданого
визначника:

4 7 −2
3 −1 5
6 0 1

= 4 · (−1) · 1 + 7 · 5 · 6 + 3 · 0 · (−2)−

−(−2) · (−1) · 6− 3 · 7 · 1− 4 · 5 · 0 = 173.

�
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Аналогiчно до формули (2.2), визначник довiльного порядку n можна
представити як суму n! доданкiв. Загальний метод обчислення визначникiв
буде розглянуто у роздiлi 2.3.

2.2. Властивостi визначника

Нехай A – квадратна матрицi порядку n. Тодi її визначник detA має такi
властивостi:

1. Визначник матрицi не змiнюється при транспонуваннi: detA = detAT .

2. Якщо помiняти мiсцями два рядка матрицi, то її визначник змiнить
знак на протилежний.

3. Якщо матриця має нульовий рядок, то її визначник дорiвнює нулю.

4. Якщо матриця має два однакових або пропорцiйних рядка, то її визна-
чник дорiвнює нулю.

5. Якщо всi елементи довiльного рядка матрицi помножить на одне й те
саме число, то й визначник матрицi помножиться на це число.

Цю властивiсть визначника матрицi можна переформулювати насту-
пним, зручним у застосуваннi, чином: спiльний множник елементiв
рядка матрицi можна виносити за знак визначника.

6. Якщо до усiх елементiв деякого рядка матрицi додати вiдповiднi еле-
менти її iншого рядка, помноженi на одне й те саме число, то визна-
чник матрицi не змiниться.

Зазначимо, що усi властивостi визначника матрицi, сформульованi вище
для її рядкiв, мають мiсце i для стовпцiв матрицi.

2.3. Розкладання визначника за елементами його
довiльного рядка чи стовпця

Нехай A – квадратна матриця порядку n з елементами aij , i, j = 1, 2, . . . n.

Означення 2.1. Мiнором елемента aij матрицi A називається визначник
матрицi порядку n−1, отриманої з матрицi A викреслюванням її i-го рядка
i j-го стовпця.
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Мiнор елемента aij матрицi A позначатимемо Mij .

Означення 2.2. Алгебраїчним доповненням елемента aij матрицi A на-
зивається число, що визначається за формулою:

Aij = (−1)i+j ·Mij .

Тобто алгебраїчне доповнення елемента aji матрицi A спiвпадає з його
мiнором у випадку, коли сума iндексiв i + j є парною, i дорiвнює мiнору,
взятому з протилежним знаком, якщо число i+ j є непарним.

Приклад 2.3. Випишемо декiлька мiнорiв та алгебраїчних доповнень еле-
ментiв матрицi:

A =

 2 −5 1
0 7 −2
1 −1 4

 .

Так, наприклад:

M11 =
7 −2
−1 4

= 26, A11 = (−1)1+1 · 7 −2
−1 4

= 1 · 26 = 26;

M12 =
0 −2
1 4

= 2, A12 = (−1)1+2 · 0 −2
1 4

= −1 · 2 = −2;

M21 =
−5 1
−1 4

= −19, A21 = (−1)2+1 · −5 1
−1 4

= −1 · (−19) = 19;

M32 =
2 1
0 −2

= −4, A32 = (−1)3+2 · 2 1
0 −2

= −1 · (−4) = 4.

Зауваження: загалом, зв’язок мiж знаками мiнорiв елементiв матри-
цi третього порядку та вiдповiдних алгебраїчних доповнень можна
записати у виглядi таблицi:

+ − +
− + −
+ − +

. (2.4)

Теорема 2.1. Сума добуткiв елементiв довiльного рядка (або стовпця) ква-
дратної матрицi A на їх алгебраїчнi доповнення не залежить вiд номеру
рядка (або стовпця) i дорiвнює визначнику матрицi A:

detA =

n∑
k=1

aik ·Aik =

n∑
l=1

alj ·Alj , ∀ i, j = 1, 2, . . . , n. (2.5)

19



Формула (2.5) дає можливiсть звести визначник n-го порядку до суми
декiлькох визначникiв нижчого порядку n − 1, що зручно при розв’язаннi
задач.

Приклад 2.4. Обчислити визначник iз прикладу 2.2, розкладаючи його за
елементами довiльного рядка або стовпця.

Розв’язок: Розкладемо заданий визначник третього порядку за елемента-
ми його першого рядка. У цьому випадку формула (2.5) набуває вигляду:

detA = a11 ·A11 + a12 ·A12 + a13 ·A13,

або

detA = a11 ·M11 − a12 ·M12 + a13 ·M13.

Застосуємо отриману формулу до заданого визначника:

4 7 −2
3 −1 5
6 0 1

= 4 · −1 5
0 1

− 7 · 3 5
6 1

+ (−2) · 3 −1
6 0

=

= 4 · (−1 · 1− 0 · 5)− 7 · (3 · 1− 6 · 5) + (−2) · (3 · 0− 6 · (−1)) =

= 173.

Тепер розкладемо той самий визначник за елементами його другого
стовпця. Згiдно таблицi (2.4), при розкладаннi визначника третього поряд-
ку за елементами його другого стовпця чергування знакiв вiдбувається за

схемою

 −+
−

, отже:

4 7 −2
3 −1 5
6 0 1

= −7 · 3 5
6 1

+ (−1) · 4 −2
6 1

− 0 · 4 −2
3 5

=

= −7 · (3 · 1− 6 · 5) + (−1) · (4 · 1− 6 · (−2))− 0 = 173.

Звернемо увагу, що останнiй визначник другого порядку у отриманному роз-
кладеннi обчислювати не має сенсу, тому що перед ним стоїть множник
нуль, тому:

Зауваження: розкладаючи визначник за елементами строки чи стов-
пця, краще обирату ту його строку або стовпець, що мiстить най-
бiльше нулiв.
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Наостанок вiдзначимо, що усi розглянутi методи обчислення заданого
визначника дали один й той самий результат, бо визначник має єдине значе-
ння. �

Приклад 2.5. Обчислити визначник

−4 2 4 0
−3 −1 2 1
0 0 3 0
5 8 −2 −3

=?

Розв’язок: Застосуємо формулу (2.5) до обчислення визначника четвер-
того порядку. Розкладення проводитимо за елементами третьої строки ви-
значника, бо вона мiстить найбiльшу кiлькiсть нульових елементiв:

detA = a31 ·A31 + a32 ·A32 + +a33 ·A33 + a34 ·A34 =

= a31 · (−1)3+1M31 + a32 · (−1)3+2M32+

+a33 · (−1)3+3M33 + a34 · (−1)3+4M34,

тобто,

detA = a31 ·M31 − a32 ·M32 + a33 ·M33 − a34 ·M34.

У нашому випадку a31 = a32 = a34 = 0, тому розкладення визначника
матиме лише один ненульовий доданок:

detA = a33 ·M33,

отже,

−4 2 4 0
−3 −1 2 1
0 0 3 0
5 8 −2 −3

= 3 ·
−4 2 0
−3 −1 1
5 8 −3

.

Обчислимо визначник третього порядку, використовуючи один iз запро-
понованих вище методiв, наприклад, метод трикутника:

−4 2 0
−3 −1 1
5 8 −3

= −4 · (−1) · (−3) + 2 · 1 · 5 + (−3) · 0 · 8−

−5 · (−1) · 0− (−3) · 2 · (−3)− (−4) · 1 · 8 = 12.
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Тодi

−4 2 4 0
−3 −1 2 1
0 0 3 0
5 8 −2 −3

= 3 · 12 = 36.

�

Приклад 2.6. Обчислити визначник:

1 2 1 −3
−1 1 0 2
1 1 −1 −2
5 2 3 0

=?

Розв’язок: На жаль, заданий визначник не має рядка чи стовпця з ве-
ликою кiлькiстю нулiв, тому безпосереднє розкладання його за елементами
довiльного рядка чи стовпця приведе нас до необхiдностi обчислювати при-
наймнi три визначника третього порядку, що є можливим, але громiзким
завданням.

Спростимо нашi обчислення. Змiнимо елементи нашого визначника так,
щоб у деякому його стовпцi ми мали три нулi, але значення визначника
залишилося незмiнним. Для цього використовуватимемо вiдомi властивостi
визначника.

Поперше, визначимося з номером стовпця, де отримуватимемо нулi. До-
речно вибрати той стовпець, де вже маємо принаймнi один нуль, наприклад,
третiй стовпець заданого визначника. Для подальших обчислень зручно буде
переставити цей стовпець на мiсце першого. Тому мiняємо перший i третiй
стовпець мiсцями, не забуваючи при цьому поставити знак "−" перед отри-
маним визначником (дивиться властивiсть 2):

1 2 1 −3
−1 1 0 2
1 1 −1 −2
5 2 3 0

= −

1 2 1 −3
0 1 −1 2
−1 1 1 −2
3 2 5 0

.

Тепер наша задача полягатиме в тому, щоб отримати нулi на двох нижнiх
позицiях першого стовпця визначника.

Занулимо елемент −1, який розташовано на перетинi першого стовпця
i третього рядка нашого визначника. Для цього використовуватимемо еле-
мент 1, що стоїть на першiй позицiї. Очевидно, щоб отримати нуль iз двох
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чисел 1 та −1 треба їх додати. Ми не маємо права додавати два довiль-
них елементи визначника, бо це, загалом, змiнить його значення. Але ми
можемо додати усi елементи першого рядка визначника до вiдповiдних еле-
ментiв його третього рядка. Це, згiдно властивостi 6 визначника, не змiнить
його значення, але змiнить другий рядок визначника так, що на першому мi-
сцi в ньому стоятиме нуль. Запропоновану операцiю позначимо скорочено
[R3 +R1 → R3], тобто ми додаємо елементи першого рядка до вiдповiдних
елементiв третього рядка i результат записуємо у третiй рядок, залишаючи
перший рядок незмiнним:

−

1 2 1 −3
0 1 −1 2
−1 1 1 −2
3 2 5 0

= [R3 +R1 → R3] = −

1 2 1 −3
0 1 −1 2
0 3 2 −5
3 2 5 0

.

Елемент, розташований на останнiй позицiї першого стовпця заданого
визначника, – число 3. Очевидно, ми не зможемо занулити цей елемент про-
стим додаванням елементiв вiдповiдних рядкiв. У цьому випадку до елемен-
тiв першого рядка ми маємо застосувати множник. Наприклад, ми можемо
вибрати множник (−3), бо 1 · (−3) + 3 = 0. Помножимо всi елементи пер-
шого рядка визначника на число (−3) i додамо їх до вiдповiдних елементiв
його четвертого рядка:

−

1 2 1 −3
0 1 −1 2
0 3 2 −5
3 2 5 0

= [R4 + (−3)R1 → R4] = −

1 2 1 −3
0 1 −1 2
0 3 2 −5
0 −4 2 9

.

У результатi наших перетворень ми отримали визначник, що має три
нульовi елементи у першому стовпцi, але значення якого (з точнiстю до
знаку) дорiвнює значенню вихiдного визначника. Обчислимо отриманий ви-
значник, розкладаючи його за елементами першого стовпця:

1 2 1 −3
0 1 −1 2
0 3 2 −5
0 −4 2 9

= 1 ·
1 −1 2
3 2 −5
−4 2 9

= 63.

Отже, значення заданого визначника:

1 2 −3 1
−1 1 2 0
1 1 −2 −1
5 2 0 3

= −

1 2 1 −3
0 1 −1 2
0 3 2 −5
0 −4 2 9

= −63.

�

23



Завдання для самостiйного розв’язання

Задачi:

1. Обчислити визначники:

(а)

∣∣∣∣ 2 1
4 7

∣∣∣∣; (б)

∣∣∣∣ −1 3
5 8

∣∣∣∣; (в)

∣∣∣∣ 3 −7
6 0

∣∣∣∣.
2. Обчислити визначники за правилом трикутника:

(а)

∣∣∣∣∣∣
6 −4 1
−2 5 0
3 7 −1

∣∣∣∣∣∣; (б)

∣∣∣∣∣∣
5 3 −2
−2 1 4
2 −3 1

∣∣∣∣∣∣; (в)

∣∣∣∣∣∣
3 2 −1
−2 2 3
4 0 −3

∣∣∣∣∣∣.
3. Обчислити визначники, розкладаючи їх за елементами рядка чи стов-

пця:

(а)

∣∣∣∣∣∣
−2 4 0
6 1 −3
2 5 −4

∣∣∣∣∣∣;
(б)

∣∣∣∣∣∣
7 −4 −1
−2 0 1
3 5 −2

∣∣∣∣∣∣;
(в)

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 2 5 1
1 −3 0 3
0 −1 −2 6
−1 4 1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣;

(г)

−4 1 0 1
2 −2 3 0
1 1 −2 3
5 2 −1 2

;

(д)

2 −2 0 4
3 0 −5 2
5 −4 −3 9
−3 3 2 0

.

Вiдповiдi:

1. (а) 10; (б) −23; (в) 42.

2. (а) −51; (б) 87; (в) 2.

3. (а) 50; (б) −21; (в) −23; (г) −108. (д) −52.

24



Тема 3.
Обернена матриця та матричнi рiвняння

3.1. Обернена матриця

Нехай A – квадратна матриця n-го порядку.

Означення 3.1. Матриця A−1 є оберненою до матрицi A, якщо:

A ·A−1 = A−1 ·A = In, (3.1)

де In – одинична матриця n-го порядку.

Очевидно, матриця, обернена до квадратної матрицi n-го порядку, сама
є квадратною матрицею порядку n.

Означення 3.2. Квадратна матриця A називається невиродженою, якщо
її визначник є вiдмiнним вiд нуля: detA 6= 0.

Теорема 3.1. Якщо квадратна матриця A порядку n є невиродженою, то
iснує єдина обернена до неї матриця A−1, яку можна знайти за формулою:

A−1 =
1

detA


A11 A21 . . . An1

A12 A22 . . . An2

. . . . . . . . . . . .
A1n A2n . . . Ann

 , (3.2)

де Aij , i, j = 1, 2, . . . , n – алгебраїчнi доповнення вiдповiдних елементiв
матрицi A.

Приклад 3.1. Знайти матрицю, обернену до матрицi:

A =

(
−3 −2
1 4

)
.

Розв’язок: Обчислимо визначник заданої матрицi:

detA =
−3 −2
1 4

= −3 · 4− (−2) · 1 = −10 6= 0,

отже задана матриця є невиродженою i має єдину обернену матрицю. Зна-
йдемо цю матрицю.
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Почнемо з алгебраїчних доповнень:

A11 = (−1)2 · 4 = 4, A21 = (−1)3 · (−2) = 2,

A12 = (−1)3 · 1 = −1, A22 = (−1)4 · (−3) = −3.

Тодi за формулою (3.2):

A−1 = − 1

10

(
4 2
−1 −3

)
=

(
−0, 4 −0, 2
0, 1 0, 3

)
.

Перевiримо, що побудована матриця дiйсно є оберненою до заданої ма-
трицi A. Для цього, згiдно з визначенням оберненої матрицi, обчислимо
добутки A · A−1 та A−1 · A i переконаємося, що вони дiйсно дорiвнюють

одиничнiй матрицi другого порядку I2 =

(
1 0
0 1

)
:

A ·A−1 = − 1

10

(
−3 −2
1 4

)
·
(

4 2
−1 −3

)
=

(
1 0
0 1

)
.

Аналогiчно,

A−1 ·A =

(
1 0
0 1

)
.

Отже, матрицю, обернену до заданої матрицi A, вiдшукано правильно. �

Аналiзуючи структуру побудованої оберненої матрицi до заданої квадра-
тної матрицi другого порядку, можна зробити наступне:

Зауваження: для невиродженої квадратної матрицi другого порядку

A =

(
a b
c d

)
обернену матрицi можна знайти за формулою:

A−1 =
1

detA

(
d −b
−c a

)
, (3.3)

тобто елементи головної дiагоналi треба помiняти мiсцями, а у еле-
ментiв бiчної дiагоналi змiнити знаки на протилежнi.
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Приклад 3.2. Знайти матрицю, обернену до матрицi:

A =

 −3 2 0
1 −1 2
0 4 −2

 . (3.4)

Розв’язок: Обчислимо визначник заданої матрицi, використовуючи будь-
який з вiдомих вам методiв, наприклад, правило трикутника:

detA =
−3 2 0
1 −1 2
0 4 −2

= (−3) · (−1) · (−2) + 2 · 2 · 0 + 0 · 4 · 1−

−0 · (−1) · 0− 1 · 2 · (−2)− (−3) · 2 · 4 = 22 6= 0.

Обчислимо алгебраїчнi доповнення заданої матрицi:

A11 = (−1)2 · −2 2
4 −2

= −6, A31 = (−1)4 · 2 0
−1 2

= 4,

A12 = (−1)3 · 1 2
0 −2

= 2, A32 = (−1)5 · −3 0
1 2

= 6,

A13 = (−1)4 · 1 −1
0 42

= 4, A33 = (−1)6 · −3 2
1 −1

= 1.

A21 = (−1)3 · 2 0
4 −2

= 4,

A22 = (−1)4 · −3 0
0 −2

= 6,

A23 = (−1)5 · −3 2
0 4

= 12,

За формулою (3.2) виписуємо обернену матрицю:

A−1 =
1

22

 −6 4 4
2 6 6
4 12 1

 .

Виконуючи перевiрку, переконуємося, що обернену матрицю знайдено
правильно:

A ·A−1 =
1

22

 −3 2 0
1 −1 2
0 4 −2

 ·
 −6 4 4

2 6 6
4 12 1

 =

=
1

22

 22 0 0
0 22 0
0 0 22

 = I3.
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Аналогiчно,

A−1 ·A = I3.

Отже обернену матрицю обчислено правильно. �

3.2. Матричнi рiвняння

Означення 3.3. Матричним рiвнянням називається рiвняння виду:

A ·X ·B = C, (3.5)

де A, B i C – заданi, а X – шукана матрицi.

Якщо одна з матриць A або B є одиничною, то матричне рiвняння (3.5)
набуває вид:

A ·X = C, або X ·B = C. (3.6)

Шукатимемо розв’язок матричних рiвнянь (3.5) та (3.6) у випадку, коли
матрицi A i B є квадратними та невиродженими. Тодi розв’язки цих рiвнянь
можна обчислити за формулами:

A ·X ·B = C, ⇒ X = A−1 · C ·B−1; (3.7)

A ·X = C, ⇒ X = A−1 · C; (3.8)

X ·B = C, ⇒ X = C ·B−1. (3.9)

Приклад 3.3. Розв’язати матричне рiвняння:(
2 −4
−1 3

)
·X =

(
2 0 4
−1 3 −2

)
. (3.10)

Розв’язок: Матричне рiвняння (3.10) має вид:

A ·X = C, де A =

(
2 −4
−1 3

)
, C =

(
2 0 4
−1 3 −2

)
,

тому його розв’язок шукатимемо за формулою (3.8).
Обчислимо матрицю, обернену до матрицi A, використовуючи формулу

(3.3):

detA =
2 −4
−1 3

= 2 · 3− (−4) · (−1) = 2 6= 0;

A−1 =
1

2

(
3 4
1 2

)
.
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Тодi шукана матриця X матиме вид:

X = A−1 · C =
1

2

(
3 4
1 2

)
·
(

2 0 4
−1 3 −2

)
=

1

2

(
2 12 4
0 6 0

)
.

Отже,

X =

(
1 6 2
0 3 0

)
.

Перевiримо, що знайдена матриця дiйсно є розв’язком вихiдного матри-
чного рiвняння. Для цього пiдставимо її в рiвняння (3.10):(

2 −4
−1 3

)
·
(

1 6 2
0 3 0

)
=

(
2 0 4
−1 3 −2

)
.

Перемножуючи матрицi в лiвiй частинi рiвностi, отримуємо тотожнiсть:(
2 0 4
−1 3 −2

)
=

(
2 0 4
−1 3 −2

)
,

отже, розв’язок рiвняння обчислено правильно. �

Завдання для самостiйного розв’язання

Задачi:

1. Знайти обернену матрицю до заданої матрицi:

(а) A =

(
−1 3
−2 4

)
, A−1 =?;

(б) B =

 −3 0 2
5 1 −1
2 4 0

 , B−1 =?;

(в) C =

 2 −5 0
−1 3 7
0 −2 1

 , C−1 =?.

2. Розв’язати матричнi рiвняння:

(а)

(
3 −2
5 4

)
·X =

(
−1 2
0 6

)
, X =?;

29



(б) X ·

 1 2 −3
3 2 −4
2 −1 0

 =

(
0 −2 1
−1 3 5

)
, X =?;

(в)

 1 1 0
2 3 1
0 2 3

 ·X · ( 3 −1
1 −2

)
=

 −4 0
2 −1
3 5

 , X =?.

Вiдповiдi:

1. (а) A−1 = 1
2

(
4 −3
2 −1

)
;

(б) B−1 = 1
24

 4 8 −2
−2 −4 7
18 12 −3

;

(в) C−1 = 1
29

 17 5 −35
1 2 −14
2 4 1

.

2. (а) X = 1
22

(
−4 20
5 8

)
;

(б) X =

(
9 −7 6
−55 40 −33

)
;

(в) X = − 1
5

 54 −7
−46 3
27 4

.
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Тема 4.
Ранг матрицi

4.1. Поняття лiнiйної незалежностi

Означення 4.1. Матрицi, якi мають лише один стовпець, називаються
вектор-стовпцями, а тi, що мають лише один рядок, – вектор-рядками.

Розглянемо сукупнiсть n вектор-стовпцiв, кожен з яких складається з m
елементiв:

R1 =


r11
r21
...

rm1

 , R2 =


r12
r22
...

rm2

 , . . . , Rn =


r1n
r2n
...

rmn

 .

Лiнiйною комбiнацiєю стовпцiв R1, R2, . . . , Rn називається сума:

λ1 ·R1 + λ2 ·R2 + . . .+ λn ·Rn, (4.1)

де λ1, λ2, . . . , λn – довiльнi числовi коефiцiєнти.

Означення 4.2. Сукупнiсть вектор-стовпцiв R1, R2, . . . , Rn називається
лiнiйно незалежною, якщо їх лiнiйна комбiнацiя (4.1) дорiвнює нулю в то-
му i тiльки тому випадку, коли усi числовi коефiцiєнти λ1, λ2, . . . , λn
дорiвнюють нулю. У супротивному випадку сукупнiсть вектор-стовпцiв
R1, R2, . . . , Rn називається лiнiйно залежною.

Аналогiчно вводиться поняття лiнiйно незалежних / залежних вектор-
рядкiв.

Приклад 4.1. Визначити, чи є заданi сукупностi вектор-стовпцiв (рядкiв)
лiнiйно незалежними. Вiдповiдь обґрунтувати.

1.

(
1
0

)
,

(
0
1

)
;

2.

(
2
−3

)
,

(
1
6

)
,

(
−1
9

)
;

3.
(

1 2 3 4
)
,
(

0 −1 −2 5
)
,
(

0 0 −4 0
)
;

4.
(
−1 3 5

)
,
(

0 3 −2
)
,
(

0 0 0
)
.
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Розв’язок:

1. Позначимо R1 =

(
1
0

)
, R2 =

(
0
1

)
i запишемо лiнiйну комбiна-

цiю цих вектор-стовпцiв з довiльними числовими коефiцiєнтами:

λ1 ·R1 + λ2 ·R2 = λ1 ·
(

1
0

)
+ λ2 ·

(
0
1

)
=

(
λ1
λ2

)
.

Перевiримо умову лiнiйної незалежностi вектор-стовпцiв:(
λ1
λ2

)
= 0,

що, очевидно, можливо лише в тому випадку, коли λ1 = λ2 = 0. Отже,
згiдно визначенню, заданi вектор-стовпцi є лiнiйно незалежними.

2. Перевiримо умову лiнiйної незалежностi для вектор-стовпцiв

R1 =

(
2
−3

)
, R2 =

(
1
6

)
, R3 =

(
−1
9

)
.

Маємо:

λ1 ·R1 + λ2 ·R2 + λ3 ·R3 =

(
2λ1 + λ2 − λ3
−3λ1 + 6λ2 + 9λ3

)
.

Зрiвнюючи записану лiнiйну комбiнацiю вектор-стовпцiв з нульом,
отримуємо систему рiвнянь вiдносно невiдомих числових коефiцiєнтiв
λ1, λ2, λ3: {

2λ1 + λ2 − λ3 = 0,
−3λ1 + 6λ2 + 9λ3 = 0.

Система рiвнянь мiстить три невiдомi i лише два рiвняння для їх ви-
значення. Як ми дiзнаємося iз наступних роздiлiв лiнiйної алгебри,
системи рiвнянь такого виду мають нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв.
Ми навчимося знаходити усi розв’язки такої системи. Але зараз спро-
буємо знайти один довiльний набiр iз трьох чисел, при пiдстановцi
яких у нашу систему рiвняння системи обернуться на тотожностi.

32



Виключимо одну iз невiдомих системи, надаючи їй довiльне значен-
ня. Нехай λ1 = 1. При такому виборi λ1 система рiвнянь вiдносно
невiдомих числових коефiцiєнтiв набуває вигляду:{

λ2 − λ3 = −2,
6λ2 + 9λ3 = 3.

Iз отриманої системи рiвнянь знаходимо значення коефiцiєнтiв λ2, λ3:{
λ2 = λ3 − 2,
6 (λ3 − 2) + 9λ3 = 3,

⇒
{
λ2 = λ3 − 2,
15λ3 = 15,

⇒
{
λ2 = −1,
λ3 = 1.

Таким чином, при виборi числових коефiцiєнтiв λ1 = λ3 = 1, λ2 =
−1, лiнiйна комбiнацiя заданих вектор-стовпцiв дорiвнює нулю:

R1 −R2 +R3 = 0,

i цi стовпцi є лiнiйно залежними.

Зауваження: якщо вектор-стовпцi є лiнiйно залежними, то
принаймнi один з них можна представити як лiнiйну комбi-
нацiю iнших вектор-стовпцiв системи.

Наприклад, для лiнiйно залежних вектор-стовпцiв R1, R2, R3 вико-
нується рiвнiсть:

R1 = R2 −R3.

Дiйсно,

R2 −R3 =

(
1
6

)
−
(
−1
9

)
=

(
2
−3

)
= R1.

Зауваження: значення числових коефiцiєнтiв, при яких лiнiй-
на комбiнацiя лiнiйно залежних вектор-стовпцiв дорiвнює ну-
лю, визначаються неоднозначно. Сукупнiсть вектор-стовпцiв є
лiнiйно залежною, якщо ми можемо вказати принаймнi один
набiр коефiцiєнтiв лiнiйної комбiнацiї, хоч би один з яких є
вiдмiнним вiд нуля, при якому зазначена лiнiйна комбiнацiя
вектор-стовпцiв дорiвнює нулю.
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Так лiнiйна комбiнацiя вектор-стовпцiв R1, R2, R3 iз нашого при-
кладу дорiвнює нулю, якщо обрати числовi коефiцiєнти λ1 = λ3 =
−2, λ2 = 2 (можете придумати iншi значення коефiцiєнтiв самостiй-
но).

Проаналiзуємо причину того, що нам вдалося пiдiбрати вiдмiннi вiд
нуля коефiцiєнти λ1, λ2, λ3, за яких занулювалась лiнiйна комбiна-
цiя заданих вектор-стовпцiв R1, R2, R3. Як було зазначено вище, це
вiдбулося внаслiдок того, що кiлькiсть невiдомих системи для визна-
чення коефiцiєнтiв λ1, λ2, λ3 перевищувала кiлькiсть її рiвнянь, що,
в свою чергу, сталося, бо кiлькiсть вектор-стовпцiв перевищувала їх
висоту.

Загалом є справедливим наступне:

Зауваження: якщо кiлькiсть вектор-стовпцiв сукупностi пере-
вищує кiлькiсть елементiв у кожному з них, то сукупнiсть є
лiнiйно залежною.

Зазначимо, що всi факти, сформульованi вище для сукупностi вектор-
стовпцiв, є вiрними i для сукупностi вектор-рядкiв.

3. Покажемо, що сукупнiсть вектор-рядкiв:

R1 =
(

1 2 3 4
)
,

R2 =
(

0 −1 −2 5
)
,

R3 =
(

0 0 −4 0
)
,

є лiнiйно незалежною.

Обчислимо значення числових коефiцiєнтiв, за яких лiнiйна комбiна-
цiя цих вектор-рядкiв дорiвнює нулю:

λ1 ·R1 + λ2 ·R2 + λ3 ·R3 = 0,⇒


λ1 = 0,
2λ1 − λ2 = 0,
3λ1 − 2λ2 − 4λ3 = 0,
4λ1 + 5λ2 = 0.

Очевидно, отримана система рiвнянь має єдиний розв’язок: λ1 = λ2 =
λ3 = 0, а значить задана сукупнiсть вектор-рядкiв є лiнiйно незале-
жною.
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4. Сукупнiсть вектор-рядкiв

R1 =
(
−1 3 5

)
, R2 =

(
0 3 −2

)
, R3 =

(
0 0 0

)
є лiнiйно залежною, бо для будь-якого набору числових коефiцiєнтiв
виду: λ1 = λ2 = 0, λ3 – довiльне число, що є вiдмiнним вiд нуля,
лiнiйна комбiнацiя цих вектор-рядкiв дорiвнює нулю:

0 ·R1 + 0 ·R2 + λ3 ·R3 = 0.

Загалом,

Зауваження: якщо принаймнi один iз вектор-стовпцiв (рядкiв)
сукупностi є нульовим, то задана сукупнiсть є лiнiйно зале-
жною.

Якщо iз заданої сукупностi ми вiдкинемо нульовий вектор-рядок R3,
то отримає сукупнiсть лiнiйно незалежних вектор-рядкiв R1, R2 (пе-
ревiрте цей факт самостiйно).

�

4.2. Ранг матрицi i метод його обчислення

Нехай A – довiльна матриця, що має n рядкiв i m стовпцiв. Розглянемо
сукупнiсть m вектор-стовпцiв, що є стовпцями матрицi A, та сукупнiсть
n вектор-рядкiв – рядкiв матрицi A. Ми казатимемо, що стовпцi (рядки)
матрицi A є лiнiйно незалежними (залежними), якщо є лiнiйно незалежними
(залежними) сукупностi вiдповiдних вектор-стовпцiв (рядкiв).

Теорема 4.1. Максимальна кiлькiсть лiнiйно незалежних стовпцiв матрицi
дорiвнює максимальнiй кiлькостi її лiнiйно-незалежних рядкiв.

Означення 4.3. Рангом матрицi називається максимальна кiлькiсть її лi-
нiйно незалежних стовпцiв або рядкiв.

Ранг матрицi A позначатимемо Rank A.
Очевидно, ранг матрицi не може перевищувати загальної кiлькостi її

стовпцiв або рядкiв.

Означення 4.4. Лiнiйно незалежнi стовпцi (рядки) матрицi називаються її
базисними стовпцями (рядками).
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Найпростiше визначити ранг трапецеподiбної матрицi.

Означення 4.5. Матриця називається трапецеподiбною, якщо:

� перший елемент у першому рядку матрицi є вiдмiнним вiд нуля;

� у кожному наступному рядку перший ненульовий елемент розташо-
вано строго на одну позицiю правiше за перший ненульовий елемент
у попередньому рядку;

� усi нульовi строки розташованi унизу матрицi.

Наприклад, трапецеподiбними є матрицi:

A =

 1 2 3 4
0 −1 −2 5
0 0 −4 0

 , B =

 −1 3 5
0 3 −2
0 0 0

 , C =


3 0
0 2
0 0
0 0

 .

Зауважимо, що матриця  5 2 0 1
0 0 4 7
0 0 0 0


не є трапецеподiбною у сенсi нашого визначення, бо має нульовий елемент
на другiй позицiї другого рядка, тодi як елементи, що розмiщуються на тре-
тiй i четвертiй позицiях цього ж рядка, є вiдмiнними вiд нуля.

Приклад 4.2. Обчислити ранги матриць A, B i C.

Розв’язок: Визначимо максимальну кiлькiсть лiнiйно незалежних рядкiв
кожної матрицi.

Розглянемо сукупнiсть рядкiв матрицi A:

R1 =
(

1 2 3 4
)
, R2 =

(
0 −1 −2 5

)
, R3 =

(
0 0 −4 0

)
.

Як було показано в прикладi 4.1, пункт 3, ця сукупнiсть вектор-рядкiв є
лiнiйно незалежною, тобто максимальна кiлькiсть лiнiйно незалежних ряд-
кiв матрицi A – три, отже,

Rank A = 3.

Згiдно пункту 4 прикладу 4.1, сукупнiсть рядкiв матрицi B:

R1 =
(
−1 3 5

)
, R2 =

(
0 3 −2

)
, R3 =

(
0 0 0

)
,
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є лiнiйно залежною, але першi два з них R1, R2 є лiнiйно незалежними.
Отже, максимальна кiлькiсть лiнiйно незалежних рядкiв матрицi B – два i

Rank B = 2.

Загалом:

Зауваження: ранг трапецеподiбної матрицi дорiвнює кiлькостi її не-
нульових строк.

Тому легко обчислити ранг трапецеподiбної матрицi C =


3 0
0 2
0 0
0 0

:

Rank C = 2.

�
Елементарнi перетворення матрицi:

1. перестановка рядкiв або стовпцiв матрицi;

2. множення усiх елементiв рядка або стовпця матрицi на одне й те саме
число, вiдмiнне вiд нуля;

3. додавання до всiх елементiв одного рядка (стовпця) матрицi вiдповiд-
них елементiв його iншого рядка (стовпця), помножених на одне й те
саме число.

Теорема 4.2. Елементарнi перетворення не змiнюють рангу матрицi.

Означення 4.6. Двi матрицi називаються еквiвалентними, якщо одну з них
можна отримати з iншої за допомогою елементарних перетворень.

Вiдношення еквiвалентностi двох матриць A i B позначатимемо насту-
пним чином:

A ∼ B.

Очевидно,

Теорема 4.3. Еквiвалетнi матрицi мають рiвнi ранги.

Зауваження: Для будь-якої матрицi iснує еквiвалентна трапецеподi-
бна матриця.
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Використаємо це зауваження, для того, щоб обчислити ранг матрицi до-
вiльного виду.

Приклад 4.3. Обчислити ранг матрицi:

A =

 1 −2 6 −1
2 −1 0 4
1 0 −2 3

 .

Розв’язок: Виконуючи елементарнi перетворення над рядками матрицi
A, знайдемо еквiвалентну їй трапецеподiбну матрицю. Зазначимо, що трапе-
цеподiбна матриця матиме нульовi елементи на мiсцях, розташованих ниж-
че її дiагоналi:  1 −2 6 −1

2 −1 0 4
1 0 −2 3

 .

Перший елемент першого рядка матрицi A є вiдмiнним вiд нуля, що
задовольняє визначенню трапецеподiбної матрицi. Тому перший рядок ма-
трицi A залишаємо незмiнним.

Отримаємо нуль на перетинi першого стовпця i другого рядка матрицi A.
Для цього застосуємо наступнi елементарнi перетворення: помножимо еле-
менти першого рядка матрицi A на число 2 та вiднiмемо отриманi добутки
вiд вiдповiдних елементiв її другого рядка: 1 −2 6 −1

2 −1 0 4
1 0 −2 3

 ∼ [R2 − 2R1 → R2] ∼

 1 −2 6 −1
0 3 −12 6
1 0 −2 3

 ∼
Для того, щоб занулити перший елемент третього рядка, достатньо вiд

усiх його елементiв вiдняти вiдповiднi елементи першого рядка матрицi:

∼

 1 −2 6 −1
0 3 −12 6
1 0 −2 3

 ∼ [R3 −R1 → R3] ∼

 1 −2 6 −1
0 3 −12 6
0 2 −8 4

 ∼
У результатi застосованих перетворень перший стовпець матрицi набув

бажаного виду i в подальших перетвореннях ми його бiльш не змiнюва-
тимемо. Перейдемо до занулювання елементiв у другому стовпцi матрицi.
Другий елемент другого рядка матрицi A є вiдмiнним вiд нуля i розташо-
ваний строго на одну позицiю правiше першого ненульового елемента у її
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першому рядку, тому другий рядок матрицi A задовольняє визначенню тра-
пецеподiбної матрицi i ми його не змiнюватимемо.

Отримаємо нуль на перетинi другого стовпця i третього рядка матрицi A.
Для цого ми не можемо використовувати її перший рядок, бо iнакше зiпсу-
ємо нулi у першому стовпцi. Щоб занулити елемент, що стоїть на перетинi
другого стовпця i третього рядка матрицi A, застосовуватимемо елементар-
нi перетворення до другого i третього рядкiв матрицi. А саме, помножимо
елементи другого рядка матрицi на 2, елементи його третього рядка – на 3
(множники визначаються по першим ненульовим елементам обраних ряд-
кiв, множимо ”хрест-навхрест”), та вiднiмемо отриманнi добутки. Результат
обчислення запишемо у третю строку:

∼

 1 −2 6 −1
0 3 −12 6
0 2 −8 4

 ∼ [3R3 − 2R2 → R3] ∼

 1 −2 6 −1
0 3 −12 6
0 0 0 0

 .

Отримали трапецеподiбну матрицю, що є еквiвалентною до вихiдної ма-
трицi A. Кiлькiсть ненульових рядкiв цiєї трапецеподiбної матрицi – два,
отже:

Rank A = 2.

�

Завдання для самостiйного розв’язання

Задачi:

1. Обчислити ранг матриць:

(а) A =

 −1 3 0 −2
2 −4 1 3
−5 9 −3 0

;

(б) B =

 3 0 −2
−1 4 7
5 4 3

;

(в) C =


0 −2 3
2 −5 −1
−1 4 2
1 −3 4

;

(г) D =

 6 2 10
3 1 5
9 3 15

.

Вiдповiдi:

1. (а) RankA = 3;

(б) RankB = 2;

(в) RankC = 3;

(г) RankD = 1.
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Тема 5.
Системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (СЛАР)
та деякi методи їх розв’язання

5.1. Основнi означення i теореми

Означення 5.1. Системою m лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (СЛАР) з n
невiдомими називається система виду:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2,
. . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bm,

(5.1)

де aij , bi, i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , n – заданi числа, причому aij нази-
ваються коефiцiєнтами СЛАР, а bi – її правими частинами або вiльними
членами; а xj , j = 1, 2, . . . , n – невiдомi СЛАР.

Означення 5.2. Розв’язком СЛАР (5.1) називається сукупнiсть n чисел,
яка при подстановцi в СЛАР замiсть невiдомих обертає всi рiвняння СЛАР
на тотожностi.

Кажуть, що СЛАР є сумiсною, якщо вона має принаймнi один розв’язок,
i несумiсною, якщо вона не має жодного розв’язку.

Якщо СЛАР має декiлька розв’язкiв, то кожен окремий розв’язок
СЛАР називається її частинним розв’язком, а сукупнiсть усiх частинних
розв’язкiв називається загальним розв’язком СЛАР.

Кажуть, що двi СЛАР є еквiвалентними, якщо вони мають одну й ту
саму множину розв’язкiв.

Введемо наступнi матрицi:

� основна матриця СЛАР (5.1) – це матриця, елементами якої є коефi-
цiєнти СЛАР:

A =

x1 x2 xn
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


← рiвняння 1
← рiвняння 2

← рiвняння m

(5.2)

Рядок матрицi заповнюють коефiцiєнти одного рiвняння СЛАР, а стов-
пець – коефiцiєнти при однiй тiй самiй невiдомiй.
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� вектор-стовпець правих частин: B =


b1
b2
...
bm

;

� вектор-стовпець невiдомих: X =


x1
x2
...
xn

.

Використовуючи матрицi A, B та X , СЛАР (5.1) можна переписати у
виглядi еквiвалентного матричного рiвняння:

A ·X = B. (5.3)

Розширеною матрицею СЛАР (5.1) називається матриця, що отримана з
матрицi A дописуванням справа вектор-стовпця B. Елементи матриць A i B
у складi розширеної матрицi СЛАР зазвичай вiдокремлюються вертикаль-
ною лiнiєю:

(A|B) =


a11 a12 . . . a1n b1
a21 a22 . . . a2n b2
. . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm

 . (5.4)

Теорема 5.1 (Кронекера – Капеллi). СЛАР є сумiсною в тому i тiльки то-
му випадку, якщо ранг її розширеної матрицi дорiвнює рангу її основної
матрицi:

Rank(A|B) = RankA.

Нехай СЛАР є сумiсною. Позначимо n – кiлькiсть невiдомих СЛАР, r =
RankA = Rank(A|B) – спiльний ранг її основної i розширеної матриць.
Тодi:

� якщо n = r, то СЛАР має єдиний розв’язок;

� якщо n > r, то СЛАР має нескiнченно багато розв’язкiв.
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Зауваження: для СЛАР можливi лише наступнi три ситуацiї:

� або СЛАР є несумiсною;

� або СЛАР сумiсна i має єдиний розв’язок (такi СЛАР назива-
ють визначеними);

� або СЛАР сумiсна i має нескiнченну множину розв’язкiв (такi
СЛАР називають невизначеними).

5.2. Квадратнi СЛАР

Означення 5.3. СЛАР, у якої кiлькiсть рiвнянь дорiвнює кiлькостi невiдо-
мих: n = m, називається квадратною.

Очевидно, основна матриця A квадратної СЛАР з n невiдомими є
квадратною порядку n. Якщо матриця A є невиродженою, то СЛАР є
сумiсною i має єдиний розв’язок, який можна знайти, застосовуючи один iз
наступних методiв:

Матричний метод. Якщо матриця A є невиродженою, то єдиний розв’язок
матричного рiвняння (5.3), еквiвалентного СЛАР (5.1), можна обчислити за
формулою:

X = A−1 ·B,

де A−1 – матриця, обернена до A. Елементи вектор-стовпця X складатимуть
розв’язок вихiдної СЛАР.

Приклад 5.1. Використовуючи матричний метод, розв’яжемо СЛАР: 2x1 − 4x2 + x3 = 3,
x1 − 5x2 + 3x3 = −1,
x1 − x2 = 2.

(5.5)

Розв’язок: Запишемо матричне рiвняння, що є еквiвалентним до заданої
СЛАР (5.5):

A ·X = B, де A =

 2 −4 1
1 −5 3
1 −1 0

 , B =

 3
−1
2

 , X =

 x1
x2
x3

 .
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Обчислимо визначник матрицi A, використовуючи будь-який з вiдомих
методiв, наприклад, метод трикутника:

detA =
2 −4 1
1 −5 3
1 −1 0

= 2 · (−5) · 0 + (−4) · 3 · 1 + 1 · (−1) · 1−

−1 · (−5) · 1− 1 · (−4) · 0− 2 · 3 · (−1) = −2 6= 0.

Матриця A є невиродженою, отже можна побудувати обернену до неї ма-
трицю A−1 (дивиться роздiл 3.1):

A−1 = −1

2

 3 −1 −7
3 −1 −5
4 −2 −6

 .

Отримаємо розв’язок матричного рiвняння, домножуючи матрицю A−1

справа на вектор-стовпець правих частин B:

X = A−1 ·B = −1

2

 3 −1 −7
3 −1 −5
4 −2 −6

 ·
 3
−1
2

 = −1

2

 −4
0
2

 .

Отже,

X =

 2
0
−1

 ,

а єдиний розв’язок СЛАР (5.5) має вигляд:

x1 = 2, x2 = 0, x3 = −1.

Перевiримо, що отриманий набiр чисел задовольняє усiм рiвнянням си-
стеми (5.5). Дiйсно:  2 · 2− 4 · 0 + (−1) = 3,

2− 5 · 0 + 3 · (−1) = −1,
2− 0 = 2,

значить наш розв’язок є вiрним. �

Правило Крамера. Введемо позначення:
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∆ – визначник основної матрицi СЛАР:

∆ = detA =

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

,

∆i, i = 1, 2, . . . , n – визначник, отриманий iз визначника ∆ замiною його
i-го стовпця на вектор-стовпець правих частин B:

∆i =

a11 a12 . . . a1(i−1) b1 a1(i+1) . . . a1n
a21 a22 . . . a2(i−1) b2 a2(i+1) . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . an(i−1) bn an(i+1) . . . ann

.

Теорема 5.2 (Крамера). Якщо основна матриця СЛАР є невиродженою
(∆ 6= 0), то СЛАР має єдиний розв’язок, який можна знайти за форму-
лами:

xi =
∆i

∆
, i = 1, 2, . . . , n. (5.6)

Приклад 5.2. Розв’яжемо СЛАР (5.5) iз прикладу 5.1, використовуючи тео-
рему Крамера.

Розв’язок: Обчислимо чотири визначника:
визначник основної матрицi СЛАР було обчислено у прикладi 5.1:

∆ = detA =
2 −4 1
1 −5 3
1 −1 0

= −2 6= 0;

Визначники ∆i, i = 1, 2, 3:

∆1 =
3 −4 1
−1 −5 3
2 −1 0

= −4; ∆2 =
2 3 1
1 −1 3
1 2 0

= 0; ∆3 =
2 −4 3
1 −5 −1
1 −1 2

= 2.

Згiдно з формулами (5.6) отримуємо розв’язок заданої СЛАР:

x1 =
∆1

∆
=
−4

−2
= 2, x2 =

∆2

∆
=

0

−2
= 0, x3 =

∆3

∆
=

2

−2
= −1.

Розв’язки СЛАР (5.5), отриманi двома рiзними методами, збiгаються, бо

Зауваження: розв’язок СЛАР не залежить вiд того, який метод було
застосовано для його отримання.

�
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5.3. Метод Гаусса розв’язання СЛАР

Метод Гаусса розв’язання СЛАР є унiверсальним методом, що можна за-
стосовувати як для знаходження єдиного розв’язку визначених СЛАР, так i
для побудови загального розв’язку невизначених СЛАР. Iдея методу поля-
гає у тому, щоб звести задану довiльну СЛАР до еквiвалентної трикутної
або, в загальному випадку, трапецеподiбної системи, розв’язок якої легко
обчислити. Пояснимо основнi кроки метода Гаусса на прикладi.

Приклад 5.3. Розв’яжемо СЛАР (5.5) iз прикладу 5.1, використовуючи ме-
тод Гаусса.

Розв’язок:
Крок 1. Випишемо розширену матрицю СЛАР (5.5) i зведемо її до еквi-

валентної трапецебодiбної матрицi, виконуючи елементарнi перетворення
над її рядками (дивиться тему 4). Зауважимо, що елементарнi перетворення
слiд застосовувати до рядка розширеної матрицi цiлком, тобто як до еле-
ментiв, що вiдповiдають основнiй матрицi СЛАР A i розташованi злiва вiд
вертикальної вiдокремлювальної лiнiї, так i до елементiв, якi вiдповiдають
вектор-стовпцю правих частин B i розмiщуються справа вiд неї:

(A|B) =

 2 −4 1 3
1 −5 3 −1
1 −1 0 2

 ∼
∼
[

2R2 −R1 → R2

2R3 −R1 → R3

]
∼

 2 −4 1 3
0 −6 5 −5
0 2 −1 1

 ∼
∼

 −6R3 − 2R2 → R3

або
R2 + 3R3 → R3

 ∼
 2 −4 1 3

0 −6 5 −5
0 0 2 −2

 . (5.7)

Визначимо, чи є задана СЛАР сумiсною, i, якщо так, то скiльки
розв’язкiв ця СЛАР може мати. Для цього обчислимо ранги основної i роз-
ширеної матрицi СЛАР. Нам буде простiше визначити ранг трапецеподi-
бної матрицi (5.7), яку ми отримали як результат елементарних перетворень
розширеної матрицi заданої СЛАР. Очевидно, ранг цiєї матрицi дорiвнює
трьом, тому

Rank(A|B) = 3. (5.8)

Якщо вiдкинути елементи отриманої трапецеподiбної матрицi, розташованi
справа вiд вертикальної лiнiї, то отримаємо трапецеподiбну матрицю, еквi-
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валентну основнiй матрицi заданої СЛАР A: 2 −4 1
0 −6 5
0 0 2

 .

Ранг цiєї матрицi – три, тому:

RankA = 3.

Ранги основної i розширеної матриць СЛАР (5.5) є рiвними:

RankA = Rank(A|B) = 3, (5.9)

тому, згiдно з теоремою Кронекера-Капеллi 5.1, задана СЛАР є сумiсною.
Окрiм цього, ранги матриць спiвпадають з кiлькiстю невiдомих у системi:
n = 3, а значить, СЛАР є визначеною.

Крок 2. Знайдемо єдиний розв’язок СЛАР (5.5). Для цього випишемо
СЛАР, що вiдповiдає трапецеподiбнiй матрицi (5.7). Нагадаємо, що елемен-
ти кожного рядка цiєї матрицi вiдповiдають коефiцiєнтам i правим частинам
вiдповiдного рiвняння СЛАР. А саме, елементи, розташованi справа вiд вер-
тикальної лiнiї, дорiвнюють правим частинам рiвнянь, а елементи стовпцiв,
розташованих злiва вiд цiєї лiнiї, вiдповiдають коефiцiєнтам при невiдомих
СЛАР.

x1 x2 x3 2 −4 1 3
0 −6 5 −5
0 0 2 −2

 ⇒

 2x1 − 4x2 + x3 = 3,
−6x2 + 5x3 = −5,

2x3 = −2.

Очевидно, отриману СЛАР легко розв’язати, якщо починати з її останнього
рiвняння. Так

2x3 = −2 ⇒ x3 = −1.

Пiдставляючи отримане значення x3 у друге рiвняння системи, знаходимо
x2:

−6x2 + 5 · (−1) = −5 ⇒ x2 = 0.

Знаючи значення x2 i x3, знаходимо x1 з першого рiвняння системи:

2x1 − 4 · 0 + (−1) = 3 ⇒ x1 = 2.
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Отже, єдиний розв’язок заданої СЛАР має вигляд:

x1 = 2, x2 = 0, x3 = −1.

�

Приклад 5.4. Розв’язати СЛАР:
2x1 − x2 + x3 − 3x4 = −1,
x1 + 2x3 − x4 = 3,
3x1 − x2 + 4x3 − 3x4 = 4,
x1 − x2 − x3 − 2x4 = −4.

(5.10)

Розв’язок: Запишемо розширену матрицю, що вiдповiдає СЛАР (5.10), i
зведемо її до трапецеподiбної:

(A|B) =


2 −1 1 −3 −1
1 0 2 −1 3
3 −1 4 −3 4
1 −1 −1 −2 −4

 ∼ (5.11)

∼

 2R2 −R1 → R2

2R3 − 3R1 → R3

2R4 −R1 → R4

 ∼


2 −1 1 −3 −1
0 1 3 1 7
0 1 5 3 11
0 −1 −3 −1 −7

 ∼

∼
[
R3 −R2 → R3

R4 +R2 → R4

]
∼


2 −1 1 −3 −1
0 1 3 1 7
0 0 2 2 4
0 0 0 0 0

 .

Обчислимо ранги матриць i зробимо висновки про iснування розв’язкiв
у заданої СЛАР:

Rank(A|B) = RankA = 3,

що є меншим за кiлькiсть невiдомих СЛАР: n = 4, отже, за теоремою
Кронекера-Капеллi 5.1 СЛАР є сумiсною але невизначеною.

Побудуємо загальний розв’язок заданої СЛАР.
Для цього випишемо СЛАР по отриманiй трапецеподiбнiй матрицi:

базиснi︷ ︸︸ ︷
x1 x2 x3

вiльна︷︸︸︷
x4

2 −1 1 −3 −1
0 1 3 1 7
0 0 2 2 4
0 0 0 0 0

 ⇒

 2x1 − x2 + x3 − 3x4 = −1,
x2 + 3x3 + x4 = 7,

2x3 + 2x4 = 4.
(5.12)
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Ми маємо чотири невiдомi й лише три рiвняння для їх визначення. Кiль-
кiстю невiдомих i рiвнянь рiзниця на один. Тому значення однiєї невiдомої
системи можна вибрати довiльним чином – вона буде вiльною невiдомою
або параметром в загальному розв’язку СЛАР, а iншi три невiдомi ми ви-
ражатимемо через цей параметр, використовуючи рiвняння СЛАР (5.12), –
цi невiдомi називають базисними.

У якостi базисних невiдомих оберемо невiдомi, що вiдповiдають першим
трьом стовпцям трапецеподiбної матрицi, отриманої у результатi елементар-
них перетворень матрицi (A|B): x1, x2 та x3. Тодi вiльною невiдомою, що
набуватиме довiльних значень, буде x4. Виразимо x1, x2 та x3 через x4 iз
рiвнянь системи (5.12). Починаючи з останнього рiвняння, маємо:

2x3 + 2x4 = 4 ⇒ x3 = 2− x4,
x2 + 3(2− x4) + x4 = 7 ⇒ x2 = 1 + 2x4,

2x1 − (1 + 2x4) + (2− x4)− 3x4 = −1 ⇒ x1 = −1 + 3x4.

Таким чином, загальний розв’язок СЛАР (5.10) має вигляд:
x1 = −1 + 3x4,
x2 = 1 + 2x4,
x3 = 2− x4,
x4,

(5.13)

де x4 – параметр, що може приймати довiльнi значення.

Зауваження: загальний розв’язок СЛАР виписується неоднозначно.
Все залежить вiд того, до якої еквiвалентної трапецеподiбної матри-
цi ви звели розширену матрицю СЛАР та якi невiдомi прийняли за
базиснi, а якi – за вiльнi.

Зауваження: загальний розв’язок СЛАР – це, фактично, формула, за
якою можна знайти будь-який з її частинних розв’язкiв. Для цього
необхiдно надавати вiдповiднi значення параметрам.

Випишемо, наприклад, декiлька частинних розв’язкiв СЛАР (5.10):

якщо x4 = 0,


x1 = −1,
x2 = 1,
x3 = 2,
x4 = 0;
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якщо x4 = 1,


x1 = 2,
x2 = 3,
x3 = 1,
x4 = 1

тощо.

Ви можете самостiйно переконатися, що отриманi за формулами (5.13) на-
бори чисел є розв’язками СЛАР (5.10), пiдставивши їх у вiдповiднi рiвняння
цiєї системи. �

Приклад 5.5. Розв’язати СЛАР: x1 − 2x2 − 3x3 − x4 = 0,
2x1 − 4x2 − 5x3 − x4 = 1,
x1 − 2x2 − x3 + x4 = 2.

(5.14)

Розв’язок: Запишемо розширену матрицю, що вiдповiдає СЛАР (5.14), i
зведемо її до трапецеподiбної:

(A|B) =

 1 −2 −3 −1 0
2 −4 −5 −1 1
1 −2 −1 1 2

 ∼ (5.15)

∼
[
R2 − 2R1 → R2

R3 −R1 → R3

]
∼

 1 −2 −3 −1 0
0 0 1 1 1
0 0 2 2 2

 .

Отримана у результатi запропонованих елементарних перетворень ма-
триця не є трапецеподiбною, бо має нульовий елемент на перетинi другого
рядка i стовпця. Щоб звести її до трапецеподiбної, помiняємо мiсцями дру-
гий i третiй стовпцi нашої матрицi. При цьому змiниться порядок невiдомих
у рiвняннях СЛАР:

x1 x2 x3 x4 1 −2 −3 −1 0
0 0 1 1 1
0 0 2 2 2

 ∼
x1 x3 x2 x4 1 −3 −2 −1 0
0 1 0 1 1
0 2 0 2 2

 ∼
∼ [R3 −R2 → R3] ∼

x1 x3 x2 x4 1 −3 −2 −1 0
0 1 0 1 1
0 0 0 0 0

 .

Маємо:

Rank(A|B) = RankA = 2 < n = 4,
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отже, за теоремою Кронекера-Капеллi 5.1 СЛАР є сумiсною але невизна-
ченою. Рiзниця мiж кiлькiстю невiдомих i рiвнянь – два. Тому для заданої
СЛАР матимемо двi базиснi i двi вiльнi невiдомi. У якостi базисних оберемо
невiдомi, що вiдповiдають першим двом стовпцям трапецеподiбної матрицi,
отриманої у результатi елементарних перетворень матрицi (A|B): x1, x3.
Тодi вiльними невiдомими будуть x2, x4.

Випишемо СЛАР по отриманiй трапецеподiбнiй матрицi:

базиснi︷ ︸︸ ︷
x1 x3

вiльнi︷ ︸︸ ︷
x2 x4 1 −3 −2 −1 0

0 1 0 1 1
0 0 0 0 0

 ⇒
{
x1 − 3x3 − 2x2 − x4 = 0,

x3 + x4 = 1.
(5.16)

Виразимо x1 та x3 через x2 та x4 iз рiвнянь системи (5.16). Починаючи
з останнього рiвняння, маємо:

x3 + x4 = 1 ⇒ x3 = 1− x4,
x1 − 3(1− x4)− 2x2 − x4 = 0 ⇒ x1 = 3 + 2x2 − 2x4.

Таким чином, загальний розв’язок СЛАР (5.14) має вигляд:
x1 = 3 + 2x2 − 2x4,
x2,
x3 = 1− x4,
x4.

(5.17)

�

Приклад 5.6. Розв’язати СЛАР: x1 − x2 + x4 = 0,
2x1 − 3x2 + 2x3 + x4 = 2,
3x1 − 4x2 + 2x3 + 2x4 = 4.

(5.18)

Розв’язок: Запишемо розширену матрицю СЛАР (5.18) i зведемо її до
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трапецеподiбної:

(A|B) =

 1 −1 0 1 0
2 −3 2 1 2
3 −4 2 2 4

 ∼
∼
[
R2 − 2R1 → R2

R3 − 3R1 → R3

]
∼

 1 −1 0 1 0
0 −1 2 −1 2
0 −1 2 −1 4

 ∼
∼
[
R3 −R2 → R3

]
∼

 1 −1 0 1 0
0 −1 2 −1 2
0 0 0 0 2

 .

У цьому випадку ранг розширеної матрицi СЛАР: Rank(A|B) = 3, а
ранг основної матрицi: RankA = 2, отже,

Rank(A|B) 6= RankA,

i, згiдно з теоремою Кронекера-Капеллi 5.1, СЛАР (5.18) є несумiсною. �

5.4. Однорiднi СЛАР

Означення 5.4. СЛАР, всi правi частини якої дорiвнюють нулю, називає-
ться однорiдною СЛАР:

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0,
a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = 0,
. . . . . . . . . . . .
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = 0.

(5.19)

Будь-яка однорiдна СЛАР є сумiсною. Дiйсно, легко перевiрити, що
СЛАР (5.19) має принаймнi один нульовий розв’язок:

x1 = x2 = . . . = xn = 0,

який iнодi називають тривiальним розв’язком однорiдної СЛАР.
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Зауваження: оскiльки СЛАР (5.19) є сумiсною, то ранги її розшире-
ної i основної матрицi є рiвними i не перевищують кiлькостi невiдо-
мих СЛАР n:

Rank(A|B) = RankA = r ≤ n.

У випадку r = n СЛАР (5.19) має єдиний тривiальний розв’язок.
Якщо r < n, то СЛАР (5.19) має нескiнченно багато розв’язкiв, у їх
числi i тривiальний.

Теорема 5.3 (властивостi розв’язкiв однорiдної СЛАР). Якщо
α1, α2, . . . , αn та β1, β2, . . . , βn – два розв’язки однорiдної СЛАР
(5.19), то їх лiнiйна комбiнацiя:

λ · α1 + γ · β1, λ · α2 + γ · β2, . . . , λ · αn + γ · βn,

де λ, γ – довiльнi числовi множники, теж є розв’язком тiєї самої однорiдної
СЛАР.

Нехай нам вiдомi k розв’язкiв однорiдної СЛАР (5.19):

αi
1, α

i
2, . . . , α

i
n, i = 1, 2, . . . , k,

де верхнiм iндексом позначено номер нашого розв’язку. Побудуємо iз цих
розв’язкiв k вектор-стовпцiв висоти n:

Xi =


αi
1

αi
2
...
αi
n

 , i = 1, 2, . . . , k.

Ми казатимемо, що k розв’язкiв однорiдної СЛАР є лiнiйно незалежни-
ми, якщо є лiнiно незалежною сукупнiсть вектор-стовпцiв Xi (дивиться вiд-
повiднi визначення iз теми 4).

Нехай однорiдна СЛАР з n невiдомими має нескiнченно багато
розв’язкiв, тобто ранг її основної матрицi: RankA = r < n.

Означення 5.5. Фундаментальною системою розв’язкiв однорiдної СЛАР
iз n невiдомими називається сукупнiсть її лiнiйно незалежних розв’язкiв,
взятих у кiлькостi (n− r).
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Теорема 5.4. Будь-який розв’язок однорiдної СЛАР можна записати у ви-
глядi лiнiйної комбiнацiї її фундаментальної системи розв’язкiв.

Приклад 5.7. Побудувати фундаментальну систему розв’язкiв однорiдної
СЛАР:  x1 − x2 + 2x3 + 3x4 = 0,

x1 − 2x2 + x3 + 2x4 = 0,
x2 + x3 + x4 = 0.

Розв’язок: Зведемо задану СЛАР до трапецеподiбної (дивиться роз-
дiл 5.3). Зауважимо, що елементарнi перетворення, застосованi до рядкiв
розширеної матрицi однорiдної СЛАР, не змiнюватимуть її стовпець, що вiд-
повiдає правим частинам (цей стовпець є нульовим), тому працюватимемо
лише iз основною матрицею заданої СЛАР:

A =

 1 −1 2 3
1 −2 1 2
0 1 1 1

 ∼
∼ [R2 −R1 → R2] ∼

 1 −1 2 3
0 −1 −1 −1
0 1 1 1

 ∼
∼ [R3 +R2 → R3] ∼

 1 −1 2 3
0 −1 −1 −1
0 0 0 0

 .

Для заданої однорiдної СЛАР:

r = Rank(A|B) = RankA = 2, n = 4,

r < n, отже СЛАР є невизначеною. Випишемо її загальний розв’язок. Нехай
x1, x2 – базиснi невiдомi заданої СЛАР, а x3, x4 – її вiльнi невiдомi, тодi:{

x1 − x2 + 2x3 + 3x4 = 0,
x2 + x3 + x4 = 0,

⇒
{
x1 = −3x3 − 4x4,
x2 = −x3 − x4.

Отже, загальний розв’язок заданої однорiдної СЛАР має вид:
x1 = −3x3 − 4x4,
x2 = −x3 − x4,
x3,
x4.
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Випишемо частиннi розв’язки заданої СЛАР, обираючи значення пара-
метрiв x3, x4 спецiальним чином:

x3 = 1, x4 = 0 ⇒


x1 = −3,
x2 = −1,
x3 = 1,
x4 = 0;

x3 = 0, x4 = 1 ⇒


x1 = −4,
x2 = −1,
x3 = 0,
x4 = 1.

Отриманi розв’язки є лiнiйно незалежними (можете перевiрити це самостiй-
но) i кiлькiсть їх дорiвнює n− r = 4− 2 = 2. Отже, цi розв’язки утворюють
фундаментальну систему розв’язкiв заданої однорiдної СЛАР.

Зауваження: фундаментальна система розв’язкiв однорiдної СЛАР
визначається не єдиним чином. Для заданої однорiдної СЛАР можна
побудувати нескiнченно багато фундаментальних систем розв’язкiв,
але всi вони складатимуться iз однакової кiлькостi лiнiйно незале-
жних розв’язкiв цiєї СЛАР.

Наприклад, ми можемо помножити кожен з розв’язкiв побудованої фун-
даментальної системи на довiльне число, вiдмiнне вiд нуля, i знов отримає-
мо два лiнiйно незалежнi розв’язки тiєї самої однорiдної СЛАР – тобто, ще
одну фундаментальну систему цiєї СЛАР.

Пояснимо на нашому прикладi значення теореми 5.4. Для цього запише-
мо загальний розв’язок нашої однорiдної СЛАР спецiальним чином. Позна-
чимо нашi параметри:

x3 = C1, x4 = C2,

тодi 
x1 = C1 (−3) + C2 (−4) ,
x2 = C1 (−1) + C2 (−1) ,
x3 = C1 1 + C2 0 ,
x4 = C1 0 + C2 1 .

(5.20)

Числа, що видiленi сiрим, є розв’язками фундаментальної системи нашої
однорiдної СЛАР, записаними у стовпець. Iз запису (5.20) видно, що до-

вiльний розв’язок


x1
x2
x3
x4

 заданої однорiдної СЛАР можна представити як

лiнiйну комбiнацiю розв’язкiв її фундаментальної системи iз вiдповiдними
коефiцiєнтами C1, C2. �
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Завдання для самостiйного розв’язання

Задачi:

1. Розв’язати заданi системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь 1) матри-
чним методом; 2) за правилом Крамера:

(а)

{
x1 − 2x2 = 0,
3x1 + x2 = 7;

(б)

 3x1 − 2x2 + x3 = 2,
x1 − x2 − x3 = −4,
3x1 − x2 + 4x3 = 12;

(в)

 x1 − x2 − 2x3 = −5,
x1 + x3 = 2,
3x1 + 2x2 − x3 = 0;

(г)

 2x1 + x2 + 3x3 = 3,
4x1 + 2x2 + 5x3 = 5,
3x1 + 5x2 + 2x3 = 10.

2. Дослiдити СЛАР на сумiснiсть та розв’язати тi з них, що мають
розв’язок:

(а)


x1 − 2x2 + 3x3 − x4 = −1,
x1 + x2 + x3 − 2x4 = 2,

3x2 − 2x3 + x4 = 5,
2x1 − 2x2 + x3 + x4 = 0;

(б)


2x1 − x2 − x3 + 3x4 = 0,
3x1 − x2 − 5x3 = −5,
x1 − 3x2 − 2x3 + 4x4 = 5,
5x1 − 3x2 + x3 + 2x4 = −5;

(в)

 3x1 − 2x2 + 5x3 + 4x4 = 2,
6x1 − 4x2 + 4x3 + 3x4 = 3,
9x1 − 6x2 + 3x3 + 2x4 = 4;

(г)


x1 − 2x2 + 3x3 − x4 = 3,
2x1 + x2 + x3 − 2x4 = 1,
x1 + 3x2 − 2x3 − x4 = −2,
2x1 − x2 + 4x3 − 2x4 = 4;

(д)

 2x1 + x2 − x3 − x4 = 3,
3x1 − 2x2 − 2x4 = 1,
x1 + 4x2 − 2x3 = 0.

3. Знайти загальний розв’язок та фундаментальну систему розв’язкiв
однорiдних СЛАР:
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(а)


2x1 − 3x2 + 4x3 + x4 = 0,
4x1 + 3x2 − x3 − 7x4 = 0,
2x1 + 6x2 − 5x3 − 8x4 = 0,
2x1 − 12x2 + 13x3 + 10x4 = 0;

(б)


x1 + x2 − x3 − 3x4 = 0,
2x1 + 2x2 − 5x3 − 3x4 = 0,
x1 − x2 + x3 + x4 = 0,

x2 − x3 − 2x4 = 0.

Вiдповiдi:

1. (а) x1 = 2, x2 = 1;

(б) x1 = −2, x2 = −2, x3 = 4;

(в) x1 = 0, x2 = 1, x3 = 2;

(г) x1 = − 8
7 , x2 = 16

7 , x3 = 1.

2. (а) x1 = 1, x2 = 2, x3 = 1, x4 = 1;

(б) x1 = −2, x2 = −1, x3 = 0, x4 = 1;

(в) x1 = 7
18 + 2

3C1 + 1
18C2, x2 = C1, x3 = 1

6 −
5
6C2, x4 = C2;

(г) x1 = C, x2 = 0, x3 = 1, x4 = C;

(д) несумiсна.

3. (а) загальний розв’язок:
x1 = − 1

2C1 + C2, x2 = C1 + C2, x3 = C1, x4 = C2.

Фундаментальна система розв’язкiв:


− 1

2
1
1
0

 ,


1
1
0
1

;

(б) загальний розв’язок:
x1 = C, x2 = 2C, x3 = C, x4 = C.

Фундаментальна система розв’язкiв:


1
2
1
1

.
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ДОДАТКИ

Додаток А. Самостiйна робота: Дiї над матрицями.
Визначник

Варiант 1

1. Обчислити заданi вирази, де A, B, C – заданi матрицi:

(A− 3B) · CT =?

A =

 −1 0 4
3 5 −6
0 3 1

 , B =

 0 −2 1
2 3 −2
−1 1 2

 ,

C =

(
3 0 −2
−1 4 −7

)
.

2. Обчислити визначник:

3 0 −5
−1 4 2
7 −3 1

=?.

Вiдповiдi:

1.

 −5 18
−9 −13
19 32

;

2. 155.

Варiант 2

1. Обчислити заданi вирази, де A, B, C – заданi матрицi:

A · (2B + C)T =?

A =

 2 9
−1 5
3 6

 , B =

 4 0
2 −1
−7 9

 , C =

 −5 −1
0 2
7 −13

 .

2. Обчислити визначник:

−1 3 −7
0 2 −3
5 6 −4

=?.
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Вiдповiдi:

1.

 −3 8 31
−8 −4 32
3 12 9

;

2. 15.

Додаток Б. Контрольна робота: Обернена матриця.
Ранг матрицi. СЛАР

Варiант 1

1. Розв’язати матричне рiвняння: 2 −1 −3
0 −5 −2
−3 4 2

 ·X =

 −1 0
2 1
0 −3

 , X =?

2. Обчислити ранг матрицi:

A =

 2 3 −2 −4
−3 −1 3 5
0 2 1 2

 , RankA =?

3. Розв’язати СЛАР

(а) за правилом Крамера:

 2x1 − 2x2 − x3 = 4,
2x1 − 3x2 + 2x3 = 1,

x2 − x3 = −1;

(б) за методом Гауса:
x1 − x2 − 3x3 − x4 = −3,
2x1 + x2 + x3 + x4 = 3,
3x1 − 2x3 = 0,
4x1 − x2 − 5x3 − x4 = −3.

Вiдповiдi:

1. X = 1
35

 −18 29
−16 −17

5 25

;

2. RankA = 3;
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3. (а) x1 = −2, x2 = −3, x3 = −2;

(б) x1 = 2
3C1, x2 = 3− 7

3C1 − C2, x3 = C1, x4 = C2.

Варiант 2

1. Розв’язати матричне рiвняння:

X ·

 1 −2 5
3 0 6
4 3 4

 =

(
1 3 2
0 1 −2

)
, X =?

2. Обчислити ранг матрицi:

A =

 −1 3 2 −2
0 −3 1 2
−2 9 3 −6

 , RankA =?

3. Розв’язати СЛАР

(а) за правилом Крамера:

 x1 − 2x2 − x3 = −2,
2x1 − x2 + 2x3 = 3,
3x1 − 2x3 = 1;

(б) за методом Гауса:
2x1 − x2 + 4x3 + x4 = 7,
2x1 − 2x2 + 4x3 − 3x4 = 3,

4x2 + 2x3 + x4 = 3,
x1 − 2x2 + x3 + 2x4 = 4.

Вiдповiдi:

1. X = 1
3

(
36 −47 27
−6 6 −3

)
;

2. RankA = 2;

3. (а) x1 = 1, x2 = 1, x3 = 1;

(б) x1 = −35C+37
2 , x2 = −4C + 4, x3 = 15C−13

2 , x4 = C.
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Додаток В. Тестовi завдання з лiнiйної алгебри

1. Задано матрицi A розмiру 2×3 i B розмiру 3×2. Тодi матриця AT−B
матиме розмiр

1. 2× 2; 2. 3× 2; 3. 2× 3.

2. Задано матрицi A розмiру 2× 3 i B розмiру 3× 5. Тодi матриця A ·B
матиме розмiр

1. 3× 3; 2. 2× 5; 3. не iснує.

3. Якщо транспонувати квадратну матрицю, то її визначник:

1. не змiниться: detA = detAT ;

2. змiнить знак на протилежний: detA = −detAT ;

3. обернеться на нуль: detAT = 0.

4. Якщо помiняти мiсцями два довiльних рядка матрицi, то її визначник:

1. не змiниться;

2. змiнить знак на протилежний;

3. обернеться на нуль.

5. Задано матрицю A розмiру 3 × 3, detA = 5. Матрицю B отримали
iз матрицi A множенням усiх елементiв її першого рядка на число 2.
Тодi визначник матрицi B дорiвнюватиме:

1. 40; 2. 10; 3. 5.

6. Нехай A – квадратна матриця порядку n, A−1 – матриця, обернена
до A, In – одинична матриця порядку n, O – нульова матриця того
самого порядку. Яке з наступних тверджень є вiрним:

1. A−1 = 1
A ; 2. A+A−1 = O; 3. A ·A−1 = In.
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Продовження Додатку В

7. Якщо матрицi A i B є еквiвалентними, то:

1. вони є рiвними: A = B;

2. їх визначники є рiвними: detA = detB;

3. їх ранги є рiвними: RankA = RankB.

8. Якi з перерахованих нижче операцiй не змiнюють рангу матрицi:

1. множення елементiв рядка матрицi на одне й те саме число;

2. додавання до усiх елементiв рядка матрицi одне й те саме чи-
сло;

3. додавання до усiх елементiв рядка матрицi вiдповiдних елемен-
тiв її iншого рядка, помножених на одне й те саме число.

9. Серед записаних систем рiвнянь вибрати ту, яка є системою лiнiйних
алгебраїчних рiвнянь (СЛАР):

1.

{
2x1 − 3x2 = 5,
x1 + x2 = 0;

2.

{
x21 + x22 = 4,
x1 · x2 = 1;

3.

{
sinx1 + x2 = 0, 5,
x1 − cosx2 = 0.

10. СЛАР називається сумiсною, якщо:

1. має принаймнi один розв’язок;

2. має єдиний розв’язок;

3. не має розв’язкiв.
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Закiнчення Додатку В

11. Нехай ранги основної i розширеної матриць СЛАР є рiвними:
RankA = Rank(A|B) = 3, а кiлькiсть невiдомих СЛАР n = 4. Тодi:

1. СЛАР є визначеною;

2. СЛАР є невизначеною;

3. СЛАР є несумiсною.

12. Нехай ранги основної i розширеної матриць СЛАР: RankA =
2, Rank(A|B) = 3, а кiлькiсть невiдомих СЛАР n = 3. Тодi:

1. СЛАР є визначеною;

2. СЛАР є невизначеною;

3. СЛАР є несумiсною.
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