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В останній час у багатьох розділах, математики,.і rreo- 
ретичної фізики почали широко використовуватися.ріма-, 
нова геометрія, тензорний аналіз, теорія МНОГОВЦ-ДІВ, ЄЛЄ*; 
менти алгебраїчної та диференціальної,.топододії. Тому 
виникла доконечна потреба в зміні змісту курсу.,геометр 
рії, Цей навчальний посібник е продовженням, посібник* 
«Аналітична геометрія». В курсі аналітичної "геометрії:' 
в основному вивчаються лінійні образи та образи другого 
порядку, причому засоби вивчення — це вектори,.коррди-. . 
нати, методи лінійної алгебри. , ..

Перша відміна диференціальної геометрії рід.аналі­
тичної полягає в тому, що диференціальна геометрія аим 
вчає криві та поверхні значно ширшого класу; друга.від-. . 
міна — в тому, що основним інструментом при вивченні, і 
геометричних образів є математичний аналіз і диферен-. і 
ціальні рівняння. . , ' І . . .

Глави 1—2 присвячено основним поняттям диференти 
діяльної геометрії. Вони містять здебільшого, традицій­
ний матеріал — теорії кривих та поверхонь. В основу 1 
багатьох визначень покладено лінійно-алгебраїчні коїг-1 
струкції. Наприклад, лінійна алгебра становить основу1 ’ 
визначення головних напрямків, головних- *ри&ий;гмСе  ̂
редпьої та гауссової кривин. При такому підході $абез-‘ 
печуеться зв’язок з іншими математичними чкуфСамщ'! 
а самі визначення легко поширюються на багатовимірний 1 
випадок. Довжину кривої і площу поверхні визначено 
аналітично. Щоправда, при такому способі виникають 
проблеми пояснення природності визначення, корект­
ності, тобто незалежності від вибраної системи коорди­
нат, але ці проблеми розв’язувані.

Велику увагу приділено поняттю орієнтації і зв’язку 
орієнтації площини, простору, кривої, поверхні зі зна­
ками відповідних кривий. Наголос зроблено на якісній 
наочній інтерпретації геометричних понять, що вводяться.



У главі 3 подано основи тензорного аналізу, теорії 
диференційовних та ріманових ммоговидів. Викладення 
ріманової геометрії доведено до секційної кривини, кри­
вини Річні, які безпосередньо використовуються в за­
гальній теорії відносності, у теорії калібрувальних полю.

Відзначимо, шо такий матеріал, як криволінійні коор­
динати та тензорний '‘аналіз, потрібний іиі іільки студен­
там фізико-матема пічного профілю, а і студентам тех­
нічних вузів.

Г,уви 4 і 5 присвячено поняттям теоремі ко множин­
ної та алгебраїчної топології. Виходячи з них дано точне 
визначення поверхні, міюговпду, ііоненемо зв'язок між 
геометричними і топологічними інилріпіпамн поверхонь 
та многовидів.

При викладенні не забуті імена математиків, які зро­
били важливі геометричні відкриття. Особливо багато 
уваги приділено тернистому шляху сіиоремни І витання 
геомеї рії Лобачевського.

За ходом викладення наведено розв'язаний модель­
них прикладів, запропоновано багато аяііитинь, завдань 
та задач для самостійного рошЧпувании

Навчальний посібник написаний на основі лекцій, які 
«втор багаторазово чигав на механіко мінеміиичпому 
факультеті1'Харківського державною уніиерсиїсгу (ХДУ). 
Початковий запис лекцій зробила доц, Л М Сергіснко. 
Переклад з російської мови здійснено їй допомогою 
дон. Г. Ч. Курінного Обговорення рукопису викладача­
ми кафедри геометрії ХДУ сприяло його покришенню. 
Особливо цінними були зауваження ДОІі Ю. А. НІкола- 
€вського, доц. Г. Ч. Курінного Після цього ІС'ТОТНІ заува­
ження висловив рецензент завідуючий кафедрою гео­
метрії Київського державного університету проф. В В. Ки­
риченко. У заключному родиryuniniІ рукопису відчутну 
допомогу подали II. К. ФарифонОйй, М О. Якуба. Ру­
копис оформила Н. А. Колісмичеііко. Діиор висловлює 
подяку всім.



Глава Т
ТЕОРІЯ КРИВИХ

Поняття кривої е одним з основних у диференціаль­
ній геометрії. Спочатку цьому поняттю не давалося точ­
ною математичного визначення і уявлення про криву 
залишалися на наочному рівні. Запропонований Р. Де­
картом метод координат дозволив вперше сформулювати 
поняття кривої в досить загальній формі. Але ще в 1897 р. 
Ф Клени писав: «Що таке довільна крива, довільна по­
верхня?.. Можна сказати, шо з математичної точки зору 
п нинішній час немає нічого більш темного і неясного, 
ніж згадане поняття». Зараз у диференціальній геомет­
рії використовується поняття кривої, яке ввів К. Жордан, 
правда, трохи змінене.

1.1. Вектор-функції одного аргументу

І Іохай X — множина точок прямої, площини або про-1
сю р у.

В и з и а ч е н н  я. Вектор-функцією називається відо­
браження точок множини X у двовимірний простір Е2 
и()о в тривимірний евклідів простір £ 3. Кожній точці х ^ Х  
•ставиться у відповідність її радіус-вектор г(х). Нехай 
X « (а, 6), a< t< b . Тоді r=~r(t) — вектор-функція одного 
аргумент у.

Нехай є2, еш) — ортоиормований базис тривимір­
ного евклідового простору. Тоді Г (І) =  f1 (0 ег +  Р  {і) е2 +  
4  Р ( ()е^. Функції ft (і), і — 1,2, 3 називаються компонентами 
юекіор-функції r(t). Якщо вважати р(/), і =  1, 2, 3 непе­
рервними функціями та інтерпретувати t як час, то інтуї­
тивно зрозуміло, що кінець вектора r = r ( f )  змалює криву.

Для вектор-функції вводяться поняття границі, непе­
рервності, похідної, інтеграла, подібні відповідним по­
няттям для скалярної функції.



В и зн а ч е н  и я. Нехай г =  г (7) — вектор-функція* 
а =  (а1, а2, о3) — сталий вектор, Tod/ iim /■ (/) — о

i~to
lirn !r (і) — а) =  0.
І-/а
Неважко довести, що Iim г (/) =  я lim (/) =  0 і, і =

І-*-!,)
* = 1 ,2 ,3 .

В и з н а ч е н н я .  Вектор-функція називається неперерв­
ною в точці t ~  t0y коли limr (/) = г  (̂ 0).

Якщо /(/), g(t) — вектор-функції; а, о — сталі вектори; 
Я (/) — скалярна функція та

1ітЯ(0 =  Яо, =  а, І іт  £(/) =  &,
. > , <

то v
- «■ • 1іт(/(0  ziz g (l)) =*а ^  Ьу

„ ,.. . Нт Я (/) /* (() ~  Я0д,
,г

Нт ( f ,g )  = <a,b),
<-ta ' 4

де (, ) — скалярний добуток; lim (/xg) == (ах  ft), де a x b  — 
векторний добуток.

В и з н а ч е н н я .  Похідною від вектор-функції г (0 на­
зивається вектор-функція

г (0 =  lim
м-о

г(і +  A Q -M 0
At »

якщо ця границя існує, або покоординатно,

ґ ( л - №  *£  £■)Г 1 ; \d t ' dt * d t} *
• В и з наче  н н я. Вектор-функція г (і) називається глад­
кою, оас і/ С*, k >  І (С°°, аналітичною)у якщо г(і) мав 
неперервні похідні до к-го порядку включно (нескінченно 
дифгренційовнау розкладається а ряд Тейлора по і).

Нехай /  (0, g (0* h (t) — вектор-функції класу С1, Я (f) — 
скалярна функція того ж класу. Тоді

(/ *  §У =  Г -  S';
(Я /) '™ * 7 + * Г ;

g>' g> +  (/,g'>:
( f x g ) '  =  / ' x g  +  / x g ;

(/, g, ft)' =  (/'. g, ft) +  (/> g  , ft) 4- (/, g, ft ), 
де ( ) — змішаний добуток вектор-функцій.



. Наведені правила диференціювання довести самостійна
В и з н а ч е н н я .  Вектор-функція g (t) =* \ f  (і) dt нази­

вається невизначеним інтегралом від вектор-функції /  (/), 
якщо ~  =  /(/), ябо покоординатно,

{ /2(0 dt, J /» (Q d t) .

Звідси одразу випливає збереження всіх властивостей 
Інтеграла Рімана на відрізку.

Визначений інтеграл обчислюється за формулою

( Kt)dt =  ^(6)— g(a).с»Я
Довести самостійно правила інтегрування вектор-функцій:

b e t
j / (t)dt -  J / (0 dt- +  J / (0 Л;
fl Q £

J х0/  (о =  a0 J /  (о

j  (a, f {t))di =  (a, \ /(/) t//>; 

j  (a x / (0) dt = a x j' / (0 dt.
Приклад. Якщо jr | =  W r ,  г) =  с =  const, то r ' j L / .  

Дійсно, (г, г ) =  с2, отже, (г, г )7 =  2 (г, г ') «  0, тобто г' j_r.
Вправа. Знайти (1 Л(г, г> /, (г' х  г")', (г', г", г"*)', де г ** 

■«/•(/) — вектор-функція класу СА.

1.2. Регулярні криві на площині та в просторі

Будемо розглядати з подальшому геометричні об'єк­
ти в евклідовнх просторах вимірностей 2 та 3. R основ­
ному, якщо не сказано протилежне, всі твердження вірні 
в л-внмірному просторі. Через Xі, х2, х3 або х, у, z будемо 
позначати декартові координати.

В и з н а ч е н н я .  Шляхом, що з'єднує точки А та В 
на площині або у просторі, називається неперервне відо­
браження f: [а, Ь]~+Е2(Ег), причому f(a) =  A, ( (b )—В.

Шляхи можуть бути вельми складної природи. На­
приклад, існує таке неперервне, відображення відрізка 
в площину, при якому образом відрізка є квадрат Намі­
тимо етапи побудови такого шляху, який називають кри­
вою Пеано.



Перший етап: відрізок та квадрат розбиваються на-' 
чотири рівні частини і відрізку ставиться у в ід п о в ід н іс т ь  
кривд всередині квадрата, яка зображена на рис 1.1.

. їч.Г.-і ► * >

*v > 'fj . .і } , -

Рис. 1.1

Другий лан зображений на рис. 1.2.

Границею--шля^ іВ/Дцо одержуються, на.кожному етапі, 
буде шлях, який заповнює квадрат повністю [5].

Отже* на радіус-вектор г(/) , що задає деякий шлях, 
необхідно накладати додаткові обмеження, щоб він став 
об’єктом-диференціальної-геометрії.

Згадаємо деякі визначення, що були дані в курсі ана­
літичної геометрії.

Взаємно однозначне та неперервне відображення, 
обернене до якого також неперервне, називається топо­
логічним відображенням.

Нехай X — множина точок на площині або у просторі, 
Р — довільна точка множини X. Околом U (Р) точки Р 
в X називається' переріз- відкритої кулі D (Р) (у три­
вимірному випадку), або круга (у двовимірному випадку)

а



з центром в точці Р з множиною X , тобто V  (Р) =
=  ХПД-(Я).

Множина X називається відкритою, коли разом із 
кожною своєю точкою вона має в собі деякий її окіл.

Наприклад, внутрішність круга — відкрита множина 
на площині /?2.

Крут разом із колом, іцо його "обмежує, на пло­
щині не є відкритою множиною.

Множина називається лінійно зв’язною, коли для 
будь-яких точок Р та Q, які належать цій множині, існує 
неперервний шлях, т о  з’єднує точки Р, Q та цілком ле­
жить у множині. ;

Образ відкритого інтервалу при топологічному відоб­
раженні його на площину або у простір * називається 
елементарною кривою; тобто елементарна'крива гомеО- 
морфна і відкритому інтервалу, і прямій.

Одна і та ж елементарна крива може бути задана 
різними вектор-функціями, які задають різні параметри- 
з а ції цієї кривої.

Множину точок , простору (або площини) будемо на­
зивати вкладеною кривою, коли ця множина зв’язна 
і кожна-її точка має окіл, що є елементарною кривою.

Зануреною кривою називається геометричне місце 
точок у просторі, яке є образом вкладеної кривої при 
неперервному відображенні, причому неперервне відоб­
раження локально є топологічним.

Занурена крива може мати самоперетин.
Далі розглянуто тільки елементарні криві, оскільки 

локально всі криві елементарні.
Не всі елементарні кривг є*об’єктами диференціаль­

ної геометрії. Вони можуть бути досить складними. 
Вони не можуть заповнювати квадрат, але серед них 
€ криві, образи яких заповнюють множину плоскої лебе­
гово» міри, скільки завгодно близької до одиниці.

Таким чином, щоб елементарна крива стала об’єктом 
диференціальної геометрії, погрібні додаткові умови. 
Знайдемо ці умови. Для цього, насамперед, розглянемо 
декілька прикладів кривих на площині, що задані ана­
літичними вектор-функціям иг =  г (() — {fl (/), р  (/)), де f l (t) е  

k >  1, і = 1 ,  2.
( % =  2̂.

Приклади. 1. { — o o < t<  оо (рис. 1.3).
I X —

2* ( у =  /4, —оо < / <  оо (рис. 1.4).



У

Рис. 1.3 Рис. 1.4

х — t2 (1 +  /);
У я= I * і , •—оо <  / <  оо (рис. 1.5). 
х =» cos* /;
у =  sin*<, —оо <Ct <С оо (рис. 1.6).

В.

6.

Рис.. 1.5 Рис. 1.6 ,

І х = a ch t\
\ у  у* bsht, —■ o o < t< o o , а >  0 (рис. і .7).
f х =» a cos/;
! У а sin/, —оо < / < о о  (рис. 1.8).

*

Рис. I J



"У всіх прикладах вектор-функції r(t)  аналітичні. Але 
в прикладах 1—4 на кривих є особливі точки, в яких не 
Існує дотичної.

Зауважимо, що в цйх особливих точках r '( t)  = 0. 
В прикладах же 5 та 6 у всіх точках кривої r'(t)=£0.

■ В и з н а ч е н н я .  Лінійно зв'язна множина на площині 
або у просторі називається регулярною класу Ck (С™, ана­
літичною) кривою, якщо у кожній точці цієї множини 
існує окіл такий, що в ньому множина допускає парамет- 
ризацію у вигляді гладкої вектор-функції r =  r {t) є  Cky 
k >  1 (С°°, аналітичної), і е  (а, Ь) і в цьому околі г' (ії) Ф  0. 
Така параметризація називається регулярною.

Зауваження. У визначенні регулярної кривої слова 
«існує параметризація» суттєві.

Приклад. Нехай крйва задана радіус-векторбм г =  (Р, f) .  
Тоді г 9 =  (3£2, 7ів) і г 9 (/) =  0 при t =  0. Але це не значить, 
що крива не регулярна; може статися, що існує інша, краща 
параметризація цієї кривої. І дійсно, введемо повий параметр

я с= /3; крива буде тоді вадана радіус-вектором г =  їх, %3 / t 

г (т) є  С2 і г ' (** У * 3) 9^  для будь-якого т.
- * '  «* і - і
Якщо існує якась регулярна параметризація кривої, 

то їх існує нескінченно багато.
Дійсно, нехай r= r(t) , a < t< b  — деяка регулярна 

параметризація кривої. Розглянемо регулярну функцію 
і =  І (т), де а <  т <  р, f  (т) Ф  0 для будь-якого т і  t (а) =» а, 
І ф) «=• Ь. Тоді r *= r(t (т)) — інша регулярна параметризація.

В аналітичній геометрії розглядалися різні задания 
кривих: параметричне, неявне та явне.

Кажуть, що крива на площині задана явно, коли 
вона є графіком функції х2 *= /  (де1), де а <  х1 <; Ь. У прос­
ті >рі явно вадана крива — це множина точок з координатами 
(х1, F2 (де1), /7Я(х:1)), де a < x '< b ,  F2(xl) і F3 (х1) — непе­
рервні функції. Якщо провести площину Xі= х1о, де а <  хо <  Ь 
перпендикулярно до ОСІ Xі , т о  вона перетне криву в одній 
точці. Тим самим кожній точці х є  (а, Ь) ставиться у від­
повідність точка кривої (х, F2(x), f  ®(х)). З огляду на не­
перервність функцій F2, F3 це відображення е топологічним. 
Отже, явно задана крнва — це елементарна крива.

Теорема 1. Регулярна крива в околі будь-якої своєї 
точки може бути задана явно, причому функції явного



задания кривої мають той же клас регулярності, що 
і с&ма крива.

Д о в е д е н н я .  Оскільки крива регулярна, її можна 
иараметризувати так, що радіус-вектор г (0 =  (/* (/), / 2 (0»
f* (0) Є С * , Ь  І і ( ^ )  +  ( ^ )  +  (^ - )  ^  0. Не втрача- 

ючи загальності, можна вважати, що ~  =̂= 0 в точці Р  

кривої. Нехай Р ^  г (10). Таким чином, Отже,

з огляду на неперервність d~ , ¥=0 в деякому околі
точки Р. Тоді fx{t) — строго монотонна функція і згідно 
з теоремою про обернену функцію існує функція f =  х(*1), 
яка обернена до функції /1, тобто х1 ss f l (х і*1))» якщо 
| <- ^ / 0| < е  і хС*1) належить тому ж класу регулярності, 
що і Z1 (/)•

В е-околі точки Р криву можна параметризувати так:

а:1 »  Xі ;
х2 =» /2 (х (*1));

-  х * ~ Г (х (х ') ) .
А це і є явне задания кривої.

Неявно заданою кривою на площині будемо нази­
вати множину точок цієї площини, координати яких за­
довольняють рівнянню ф(Х, у) =0.

Подібно до кривої на площині, неявно задана кри­
ва у просторі —. це множина точок простору, координа­
ти яких задовольняють системі рівнянь

І Ф1 (х\ х2, х3) =  0;
І Ф2 (Xі , х2, а «  0.



Неявно задана крива не завжди є регулярною кривою. 
Приклади. 1. ф(х, у)--(х2+ у2)(х2-\-у2 — 1) =  0 (рис. 1.9). 

Це не крива, оскільки е ізольована точка.
2. ф(х, у) =  ху =  0 (рис. 1.10). Окіл точки О не є еле­

ментарною кривою.
3. ф (х, у) sss х2 — у2— 1 =  О (рис. 1.11). Це гіпербола. 

Вона складається з двох компонент і тому не є регулярною 
кривою, незважаючи на те, що кожна компонента зи’язік* ті 
€ елементарною кривою.

У прикладах 1 та 2 особлива точка О (О; 0) характери- 
оуеться тим, що <рх(0, 0) =  ф (0, 0) — 0. Відповімо на за­
питання, при яких умовах неявно задана крива локально 
Є регулярною кривою.

Теорема 2. Якщо на площині крива задана неявної 
Ф(х, $) =  0 і виконуються такі умови: 1) ф (х, у) е  Ck, k >  1; 
2) ф(*о,</о) =  0; 3) <р* (я0, У о) +  ф*(*о. У о) Ф  0, тоді існує 
окіл \х  — х0|< е ,  \у  — у 01 < б точки Р (х0, г/0), такий, що 
множина гпочоку які задовольняють рівнянню ф (х, у) =  0 
І лежать у цьому околі, утворюють явно задану криву 
у и  / (х), де функція /  має ту ж гладкість, що і функція ф.

Д о в е д е н н я .  Не втрачаючи загальності, можна вважати, 
що (х0, у о) Ф  0. Згідно з теоремою про неявну функцію 
Існує такий окіл | х — х0\ < г 9 | у — у0 ] < б  точки Р, що 
множина точок, які лежать в цьому околі і задовольняють 
рівнянню ф(х, у) *= 0, співпадає з множиною точок, що 
вадовольняють рівнянню у  =  /(х) і f(x) е  Ck. Тобто в цьому 
околі ф (х ,/(х ))= 0 , а інших точок, що задовольняють рів­
нянню ф (xty) = 0 , крім точок (х, /  (х))# немає.



. Якшо гр (̂х0, у 0) =  0, то з умови 3 теореми випливає, 
що (рх (х0, у0)Ф  0. Тоді неявно задана крива в околі точки Р 
буде графіком функції х =  ф(у).

Зауваження. 1. ^Теореми 1, 2 стверджують, що в ма­
лому околі точки криві, які в них розглядаються, є еле­
ментарними кривими.

2. З теореми 2 бипливає, що в околі точки регулярну 
криву можна задати параметрично. Дійсно, явне задан­
ия — окремий випадок параметричного. В подальшому, 
коли не указане протилежне, будемо вважати, що пара- 
іиетризація t регулярної кривої г(і)  саме та, в якій 
г ' ( / ) ^ 0  і клас гладкості вектор-функції r(t) найвищий.

Задача. Сформулювати теорему для неявно заданої 
просторової кривої

і Фг (х1, х2, х3) =  0;
І Ф2 (х1, х2, ха) =  б;

аналогічну теоремі 2. Сформулювати аналогічну теорему 
для простору Е '\,

1.3. Дотична до кривої

Нехай Р — фіксована, a фі та Q2 — довільні точки на 
елементарній кривій у. Зокрема, можна вважати, що 
одна з цих точок співпадає з Р.

В и з на чё  її н я. Коли існує така пряма L що проходить
через точку Р-. елементарної кривої у і Іігп - ‘Г h — 0,

Qi»
де Q1? Qo — точки кривої y f hlt h2 — відстань від точок Qx 
та Q2 до, прямої І, d .— відстань від точки Qi до точки Q2, 
то вона називається дотичною до кривої у в точці Р 
Ірис. 1.12).



Якшо одна з точок Q) та Q2 весь час співпадає з точ­
кою Р, а друга лежить по одну сторону від точки Р, то 
одержимо визначення півдотичної до вітки кривої.

Проведемо січну через ТОЧКИ Q І, (?2. Кут ф між січ­
ною та дотичною задовольняє умові s iru p s (А|+Л2) /^  
Тоді за умови існування дотичної вона є границею 
січних.

Приклад. Розглянемо криву у ~ \х \  (рис. 1.13). Мож­
на показати, що в точці 0(0; 0), яка належить цій кри­
вій, дотичної не існує. Ця крива елементарна, але не 
регулярна, оскільки * /= |$ | не має похідної в точці 
0 (0. 0).

Теорема 3. В кожній точці регулярної кривої r ~ r ( t)  
Існує дотична. Напрямним вектором є вектор г' (І).

Зауваження. Тепер зрозумілий геометричний зміст 
обмеження г '( І ) Ф 0 у визначенні регулярної кривої. 
Відомо, що це обмеження еквівалентне вимозі існуван­
ня дотичної до кривої.

Д о в е д е н н я .  Крива г =  г (/) регулярна. Отже, г (І) C*f
k >  І і г' {()Ф0. Розглянемо вектор т =  . Доведемо.
ШО пряма І, яка проходить через точку P(r(t)) в напрямку 
вектори т, е дотична. Для цього розглянемо точки Qx (г (£,)). 
Qt (r{t,))і відстань d від точки Qx до точки Q3 d =  | /■(/,) — 
— /'(/,) І і відстань hv h% від точок до прямої І,

hx -  I t x (г (О -  г (0) I, A, -  11  X (r (/,) -  r (0) f.

Нехай для визначеності >  t >  tv  Тоді | tt — / і +  11 — ti | =» 
«■ I — ti |. Оскільки

I (r Pi) — r (Q) x t] — r(Q) x ті
w, — 1 ^  I J

!/•(/,) — ' (Ml

І ( г ( ф - М / ) )  x  t I I (r (ta) -  Г (<)) X t I
І ' » - * 1 I <1 — 4  • t

1 O'.) - '.(0 )1  
■ u . - ' i l

тб при tx-* t, ti~ * t

0 <! Jim<?,, Q,^P d I r (01

Якщо =  t, t o  ht = Q і доведення далі проводиться 
аналогічно.



Зауваження. В кожній точці регулярної кривої існує 
єдина дотична. Дійсно, нехай в точці Р є дві дотичні: 
крім тієї, що..має напрямний вектор т, ще існує дотична 
з напрямним вектором а, |а | =  1. Тоді а=*±т.

Нехай / — час, г(() — радіус-вектор кривої, яка 
є траєкторією руху матеріальної точки. Тоді

г '( 0 “  lim rU + ^ r ( i )
Д /-0

' — вектор миттєвої швидкості цієї матеріальної гачки, 
І г (/) І =  V — абсолютна величина швидкості матеріальної 
точки в даний момент часу.

Нехай г —■ г (/) — регулярна крива. Запишемо рівняння 
дотичної до цієї кривої в точці г(/0), що відповідає зна­
ченню параметра /0, причому г (/0) — напрямний вектор до­
тичної. Тоді R (а) =  г (/0) +  т (/0) а — параметричне рівняння 
'дотичної. Можна записати рівняння дотичної в канонічному 
вигляді:

Xі -  Р (/о) _  -  /»(/«) _  х* -  /а (/0) п п
dp (/„) dp (/,) ~  dp (to) •

dt dt dt
де (Г (to), P ( to \  f*( to))=*r(t0).

Вправа. У шкільному курсі математики рівняння до­
тичної до кривої, що задана явно, у*={(х) записувалося 
у вигляді у-~Уо=Г(Хо)(х—Хо). Довести, що це рівнян­
н я — окремий випадок рівняння (1.1).

Нехай крива на площині задана неявно: <р(л, */) *=0 і 
пехай в точці Р(*о>Уо)> що лежить на кривій, ф* +  Ф*=?*=0. 
Тоді згідно з теоремою 2 в околі точки Р криву можна задати 
параметрично: х =  x(t)t у =  у (/), причому * '2 +  */'2 Ф  0. Отже, 
Ф (*(/), у ( /))а 0 . Продиференціюємо тотожність по Додер­
жимо у хх' +  фуу =  0, звідки випливає, що п =  (фх, ф )̂ — 
напрямний вектор нормалі даної кривої в точці Рл тобто 
прямої, перпендикулярної до дотичної. Таким чином, рів­
няння дотичної до неявно заданої кривої в точці Р(х0> у0) 
запишеться у вигляді

Ф* (*0. У о) (X — Х0) +  фу (х0, у0) {у — у0) =  0. (1.2)
Приклад. У курсі аналітичної геометрії доведено, що

пряма ^  =  1 е дотична до еліпса — +  р  =® 1. Щоб
одержати рівняння дотичної, було задано частину еліпса 
явно. Тепер можна одержати рівняння дотичної до еліпса, 
скориставшись формулою (1.2).
іб



Вправа. Написати рівняння дотичної до просторової 
кривої, що задана явно.

Нехай регулярна крива задана радіус-вектором т — т (t). 
Розкладемо радіус-вектор кривої в околі точки t =  t0 по 
формулі Тейлора: г (t) =  г (і0) +  г' (ґ0) it — 10) +  o{t — 10).

В околі точки t — tn поведінка кривої істотно визнача­
ється доданком т (/0) +  т' (/„) (і — /„). Якщо залишити в роз­
кладенні тільки цю лінійну частину, а доданки більш висо­
кого порядку відкинути, то одержимо рівняння дотичної.

Нехай регулярна крива задана неявно: <р(х, у) — 0. 
Розкладемо функцію ф  (х , у )  в околі точки Р(х„, у 0), 
ЩО лежить на кривій, за формулою Тейлора: ф(х, у) =  
«  ф(*о, Уо) +  ф, (*о. У о) (х — *п) +  ф;/ {х0, у о) {у — у о) +  
+  о (і/~(х — х0)2 -|- (// — <у0)2). Поведінку кривої в околі 

точки визначає доданок ф (х0, у0) + ф* (х0, у0) (х — лг0) +  
+  ф я(х0, у0) (у — //„), але ф (х0, уп) =  0 і <РХ (х0, у„) (х — х„) + , 
-f ФЛ^о. У о) (і! — Уп) — 0 — рівняння дотичної до кривої в 
ТОЧЦІ (Х0, Ус).

Отже, в малому околі точки криву можна замінити до­
тичною з точністю до нескінченно малих другого порядку.

1,3.1. О с о б л и в і  т о ч к и  п л о с к о ї  к р и в о ї

Раніше указано, іцо криві належать С \ £ >  1.
В и з н а ч е н н я .  Точка елементарної кривої нази­

вається регулярною, якщо крива допускає регулярну 
параметризацію в деякому околі цієї точки.

Точка називається особливою, якщо такої парамет- 
ризації не існує.

З ’ясуємо, яка поведінка кривої в околі особливої
точки.

Розглянемо плоску криву, що задана аналітичним ра­
діус-вектором r — (x(t), y ( t) ) ^ C k, Аг»1. Нехай (х\ (О))2 +  
-f- (у) (О))2 == 0. Точка 0 (0 ,0 ) може бути особливою або

Е ярною. Якщо точка регулярна, то в околі цієї точки 
краща параметризація, в якій

{Хг (О))2 +  (У‘ (О))2 ф  0.
Розкладемо в околі точки 0(0, 0) функції, що задають 

криву, за формулою Тейлора:
х =  + о (t'n), Cj Ф  0;
У =  с2Г  +  о (tn), сг Ф  0.

He обмежуючи загальності, можна вважати, що m-^n. 
Якщо пі — непарне число, то точка О — регулярна.



Справді, якщо ввести повив параметр т =  fm, то в цій на- 
вій иараметризації крива буде класу С1 і ґ ф і )  в точці О.

Зворотна точка першого роду — це точка, в якій збі­
гаються дві вітки кривої, кожна з яких має одну й ту ж 
швдотичпу, а вітки кривої розташовані по різні сторони 
в и  півдотичної (рис. 1.14). 

ад.
j  х  =  і^\
і у  =  /3, — ОО <  і <  +  оо .

Точка О — зворотна точка першого роду (рис. 1.15).
Зворотна точка другого роду — це точка, в якій збі­

гаються дві вітки кривої, кожна з яких має одну й ту ж 
півдотичну, а вітки розташовані по одну сторону від пів- 
дотичної (рис. 1.16).

У І

Приклад»

\  У — 1 + 0 »  —  оо < І  <  +  оо.

Точка О — зворотна точка другого роду (рис. 1.17).
Якщо т — парне число, то точка О особлива: при п 

непарному О — зворотна точка першого роду; при п 
парному — зворотна точка другого роду.

Доведення сформульованих тзерджень міститься 
у книзі О. В. Погорєлова «Диференціальна геометрія» 115}.

Рис. 1,17 Рис, 1.18



Нехай плоска крива задана неявно: ф (х, у) ~  0, <р є  Ск, 
Л >  2 і в точці Р(х0,у 0) кривої фг =  <ру =  0. Розкладемо 
функцію ер (х, у) в околі особливої точки Р за формулою 
Тейлора:
<Р(*> ї/)=[ф.« (*о> Уо) {х — x0f+ 2 ( fxl) (х0, уп) (х — ха) (у — у0)+

В околі точки Р поведінка кривої визначається квадратич 
НОЮ формою

Позначимо х — х9 через £, а у — у0 через гр 
Розглянемо можливі випадки.
1. Форма <ржх£2 +  Йф^Ігі +  <pyiJf  знаковизначена, тобто 

— ф* > б .  Тоді вона перетворюється в нуль лише
при J ^ ьа 0, при решті і, її форма зберігає знак. Таким 
чином, точка (хв, у0) — ізольована точка кривої, тобто в її 
ОКОЛІ немає інших точок площини, координати яких задо­
вольняють рівнянню ф (.ї , у) =  0.

Приклад. Точка (0,0) — ізольована точка кривої (х2 4-
"р У1)(х —  1) =“ 0.

2. Форма фїд.£2 -f 2фл.,Дц 4- фуіут)2 знаконевизначена, тобто 
їй*м» ~  ФІі, <  0. Тоді рівняння ф,Д 2 +  2фдДт) +  фдаг|2 =  0

вадяедві прямі,що перетинаються. Ці прямі є дотичними до двох 
МІТОК Кривої в точці [х0, у0). Така точка називається вузловою. — 

Приклад. Точка 0(0 , 0) — вузлова точка лемніскати ■ 
Вкрнуллі (рис. 1.18) (х2 4- i f f  — 4а2 (х2 — i f )  = 0.

і), Нехай УххУуц — ф ^  =  0 і принаймні одне з чисел ф* „
(р,, не дорівнює нулю. Тоді рівняння фхД 2 4 - 2фжДіі 4- 

4  * 0 задає дві прямі, що співпадають; на них лежать
ПІДДОТИЧНІ до двох віток кривої в точці Р(х0, у о). Тоді 
точки Р — це або зворотна точка першого роду, або зворотна 
точка другого роду, або точка самостику двох віток кривої.

+ % у (*о, У о) (У — У of) ft 4- о ((х — х0)2 4- (у — Уо?)-

Ф„ (*», Уо) (х — хо? +  2фху (хо, Уо) (х — хо) (У — Ус) +  
+  «Pw (*b. Уо) (У — У о?-

Рис, 1.19 Рис, 1,20



Приклади. 1. Точка 0(0, 0) — зворотна точка І роду 
кривої у 2 =х* (рис. 1.19).

2. Точка 0(0, 0) — зворотна точка 11 роду кривої (у — 
— х2)~ — х5= 0  (рис. 1.20).

3. Точка 0(0 ,0) — точка самостику кривої у2 — хА =  0 
(рис. 1.21).

Доведення сформульованих вище тверджень віднос­
но поведінки неявно заданої кривої в околі особливої 
точки можна знайти в книзі [15] та «Курсі диференці­
альної геометрії» П. К. Рашевського [20].

4. Якщо <рхх =  фгу =  Ф ----- \) в точці Р(хо, Уп), то Лля 
з’ясування поведінки кривої в околі цієї точки потрібно 
розглянути треті похідні функції ф(х\ у).

Зауваження. Поняття регулярності кривої, що зада­
на параметрично або неявно, різні.

Приклад. Розглянемо криву І!, що задана неявно 
рівнянням (х+ у )3 = ху  (рис. 1.22). Точка 0 (0 ; 0) — вуз­
лова точка цієї кривої. Отже, крива І як неявно задана 
крива має особливу точку.

Задамо ту ж.криву І параметрично:

при будь-якому значенні т, тобто крива І регулярна. 
Таким чином, крива І як параметрично задана не має 
особливих точок; точці 0 (0 ; 0) відповідають два різних 
значення параметра т. Це занурена крива.

Задача. Параметризувати лист Декарта регулярним 
чином.

Задача. Лист Декарта, який може бути заданий не­
явно рівнянням х?+у*=3аху, має особливість в точці 
0 (0 ; 0). Параметризувати його регулярним чином.

Рис, 1.21 Рис. 1.22

{
х =  т2 (1 — т);
У =  т (1 ^2)г —°о <  т <  +  оо; (х )2 +  (уУ ф  0



В и з н а ч е н н я .  Площина я  називається стичною пло
hщиною кривої V в точці Р, якщо lim =  0, де Q — точка

q->p а
кривої у, d — відстань від точки Q до площини я (рис. 1.23).

Теорема 4. У кожній точці Р регулярної кривої класу* 
С* існує стична площина. Якщо вектори г ' та ґ  в точці 
Р не колінеарні, то така площина єдина, Якщо вектори 
г ' та г* в точці Р колінеарні, то будь-яка площина, що 
п/Юходшпь через дотичну в точці Р, б стичною в ці it 
точці.

Д о в е д е н н я .  Насамперед доведемо, що коли вектор** 
f* та гн лінійно незалежні в деякій регулярній параметри- 
МЦІЇ. то нони лінійно незалежні і в будь-якій іншій регу­
лярній параметризації, тобто ця умова геометрична, вона 
ці* залежить під параметризації. Справді, нехай г = г ( і)  та 
f  ~*г(о) — дві різні регулярні параметризації кривої. Тоді 
г (а) «я г (і (а)), де t =  і (а) — регулярна функція класу С2*. 
Д/ІНІЯКОЇ to Ф  0 І fa  =  rltb, r ’o =  r't (tof +  r\C0. ЗВІДСИ Г0Х 
•X Го — (/і)8 (г і X Г /). Оскільки Іо ф 0 9 то гі X Гі І Го X г о 
одночасно рівні нулю або одночасно відрізняються від нуля.

Нехай r(t) — радіус-вектор точки Р, r (t +  А/) — радіус- 
вектор точки Q. Позначимо через п одиничну нормаль стич­
ної площини я, що проходить через точку Р. Тоді

d — |г(/ +  At) —  г(01; f i *= \ ( r ( t +  А0 —г(0, л)|;
„ І <г' (0 Д/ +  4  (0 (ДО2 +  О ((ДО*), Я)
а* ~  (г' (о д(+о(до)* =

* 1
(г' (0, я> Д/ +  J  ( ґ  (0, П> (ДО3 +  О ((ДО2)

“  (/-' (О)2 (ДО2 +  о ((ДО*) “*

— д / " ■ +  -у (r" W' я> +  81 (Л,) I

де ІІш е. »=■ lim ea =  0.
Л/-ІІ Л/-0

2fe



Оскільки 1im ~  =  0, то ( ґ  (/), п) =  ( r \  п) =  0. Таким
я ином, якщо стична площина існує, то вектори г'(/) і r*(t) 
•їй паралельні.

Доведемо при виконанні умов теореми існування стичної 
площини. Hexafj. площина п  буде паралельна. вектррДм/' (і)

та г" (/). Тоді ( ґ  (/), п) =  (/■"(/), п) »  0 і, отже, Иш Д =  0#
. д/->оа

тобто площина л стична. , ф t
Оскільки стична площина паралельна векторам r'.(Q та 

(/), очевидно, що вона буде єдиною, якщо вектори ґ  (0 
та г" (і) не колінеарні. Якщо ж ці вектори колінеарні, то 
будь-яка площина, яка проведена через дотичну до кривої, 
буде СТИЧНОЮ площиною.

Складемо рівняння стичної площини кривої Г » > ( /) 
в гочц Р, яка відповідає значенню параметра / =  /0. Нехай 
г 9 (/0) х г v(/fl)=£ 0. Тоді r' ft) х  ґ ( і 0) буде вектором нормалі 
стичної площини, а її рівняння вапишеться у вигляді

<Я- '( /* )>  г ' (Q х  ґ  (t0)) =  0 
або

( R - r ( t 0), ґ  ft), г> .(/0)) =  0.

Якщо подати радіус-вектор г(/) кривої в координатному ви­
гляді, то рівняння стичної площини запишеться такі

Х —  Х f t )
*’ ft) 
хт ft)

У,— У ft)
У ft)
У* (/о)

* — *ft) 
* '(«  

f t )

Якщо крива має клас регулярності С1, а не С2, то стична 
площина може не існувати.

Приклади. 1. Розглянемо криву (рис. 1.24), що складена 
з двох півкіл:

г =  0; і # =  0;
х =  1^2# — у2; І * =  —і/" — 22 +  2г.

Ь точці 0(0,0) у кривої є дотична, але стичної площини 
немає. Для однієї вітки кривої стичною площиною є пло­
щина X O Y , а для другої — XOZ,

2. Розглянемо гвинтову лінію, що задана параметрично: 
х *-= a cos/; у =■ a s in / ;  z =  Ы, Складемо рівняння дотичної 
та стичної площини в точці, що відповідає значенню пара­
метра і =  0і



г

jr

* Н ч і} '

Рис. 1.25

х (0) «  о; х ’ (0) = 0 ; хГ (0) -  — а;
У (0) -  0; і /  (0) =  а; у" (0) -  0;
г (0) я* 0; г (0) =  6; г* (0) =  0.

РійИйнни дотичної в точці / =  0:
х »» а; у — at; г *= Ьа, —-оо < о  < +  оо.

РІнііяшіи стичної площини в точці t =  0:
Ц х — а у z

0 а 6 ~  0
- а  0 0

Iftr) (п/ <іі — 0.
З Розглянемо криву у —Xі. В точці 0 (0 ; 0) будь-яка 

ПЛОЩИНІ, що проходить через ВІСЬ ОХ, Є СТИЧНОЮ ПЛО­
ЩИНОЮ цієї кривої.

Зіуважимо, що для плоскої кривої площина ї ї  р о з т а ­
шування е стичною площиною.

прямих, що проходять через цю точку і перпендикулярні 
д<> дотичної. Вони називаються нормалями кривої. Нехай 
СТИЧНІ площина в точці єдина.

В и з н а ч е н н я .  Нормаль кривої в точці, що 
Лігщиіь в стичній площині, називається головною нор~
‘шштю. /

Будемо через т позначати одиничний вектор дотичноц. 
Н через V — одиничний вектор головної нормалі кривої.

Якщо вектор т зафіксований, то вектор v можна ви- 
ЙрйТИ двома способами — залежно від напрямку. Пока­
жемо, що вектор v можна вибрати однозначно і цей: 

не залежить від параметризації.. Нехай r,=r(t)



жшшшш

І r= r(o ) —-дві різні регулярні параметризаиії кривої. 
Вище доведено, що

Розглянемо два випадки.
1 /о >  0' У цьому випадку вектори г\ і г однаково 

напрямлені, оскільки г\, =  / а • г). Із рівності (1.3) випиває, 
що вектори г'І і г'' лежать В ОДНІЙ ПІВПЛОЩИНІ стичної-пло­
щини, що обмежена дотичною, або що пари г( , г\ і r[lf г% 
задають одну іі ту ж орієнтацію стичної площини.

2. іа <  0. У цьому випадку вектори г\ та г'0 протилеж­
но напоя wteiii, але і вектори r{ х r [ % r‘G х  г5 також про­
тилежно напрямлені. Отже, як і у випадку 1, вектори т[ 
и г'([ лежать в одній півплощині, що обмежена дотичною..

Будемо вибирати вектор головної нормалі v так, щоб 
він лежав у тій же півплощині, що і вектори Г*уГ%.

У природній параметризаиії ( г \9 г"> — 0, і тому головна 
нормаль v кривої співиапоямлеиа з вектором г '\  Вектор 
-головної нормалі напрямлений в сторону опуклості кривої. 
Щоб проілюструвати це твердження, досить розглянути 
вектор г'(/-(-Д /) — г ' (0 (рис. 1.25) і згадати, що

Введемо бінормаль кривої. Нехай у — регулярна 
крива класу С2 в просторі Е3 і Р — точка кривої. Нехай 
•в цій точці стична площина єдина.

В и з н а ч е н н я .  Бінормаллю кривої у в точці Р на­
зивається пряма, що проходить через точку Р і перпен­
дикулярна до стичної площини. Одиничний вектор р, що 
задає напрям бінормалі, будемо вибирати таким чином: 
P = tX v.

При афінному перетворенні у=ах-\-Ь на прямій від­
ношення довжин відповідних відрізків є величина стала, 
що дорівнює \а |.

Розглянемо пряму І в просторі, що задана параметрично:. 
/? =  г0 + 'а /, де а Ф  0 — напрямний вектор. Нехай Rt — 
~  г0 +  allt R2 =  г0 +  at2 — радіус-вектори двох точок на /. 
Тоді I R2 —* 'R\ I =  Ia 11U — *i l> тобто при відображенні t [-*• 
i-+rr -I-a t в просторі довжина кожного її відрізка збіль­
шується в І а І разів (рис. 1.26).

Га X Го =  (/а)3 (г; X г\). (1.3)

1.5. Довжина кривої



Рис. 1.2ft * • • • Риб. 1.27
Розглянемо тепер довільну ' регулярну крину v, то 

аадмім рядіус*иектором г --г(і). Запишемо рівняння до­
тичної ДО кривої в точці P (tо)‘: ‘ ' .

R ^ r  \t0) + Г ' (t0) ст.
В околіиточки '.криву можна- зам-інкти дотичною з 

ТФЖІСТЮ до нескіичецію малих другого‘порядку.. 11а ДО­
ТИЧНІЙ образ околу точки-одержується розтягуванням 
його В \г'(і») І разів (рис. 1.27). Проводами дотичну & 
різних точках кривої, одержуємо різні коефіцієнти роз- 
тигуааиіін. Це робить природним наступне визначення.

і) н д н а ч е  н н я ..Довжиною регулярної.кривої’у, щ о  
параметризована радіус-в$ктором r~r(t)., пази-
tftttiпан число v*

< ; / ** і ». .??*•» << і

• f * їм. ‘ • а . і  , 1 • , » . •. *

Зауважимо, що оскільки г (Ь )є С 1, то \rf (t)\ непе* 
Рюрики функція і, отже, інтеграл існує.

І Іереиірммо коректність .визначення, тобто покажемо, 
ЩО Довжина кривої не залежить від параметризації. 
Справді, нехай г-г(а ) — інша регулярна параметризація 
Криіквї. 'Годі Існує така регулярна функція / = / (ff), t'0 ф  0, 
Що І (а) ц,. t (р) .я* Ь і г (о) =  г (/ (о))-, а  «  а <  f>. Знайдемо
ПО иишачеиміо довжину кривої у у цій новій параметри*
; ш  ш  • ' . ■ ■ ■ ■

f . 9 • ь
І Га І da -  j J r; I to do =  { \r't I dt.

a a a
Довжина кривої — аддитивна функція кривої. Справді, 

некой r (a), r (b), г (с) — радіус-векторн відповідно послідов­
них точок Plt Pt , РЛ кривої. Тоді

Ч Ь а

« К  4  -  J І г ’ (01 dt «  J І г ' (0 \ dt-\r J І г ' (0 1 dt -
• ■ * a а І)

=  5 [a, b] + s[b9 c].



У книзі О. В Погорєлова «Диференціальна геометрія» 
|15] реалізовано синтетичний підхід до визначення дов­

жини кривої. Довжина кривої визначається як точна 
"верхня границя по правильно вписаних ламаних.

Довести, що обидва визначення регулярної кривої ек­
вівалентні.

Введемо натуральну параметризацию кривої.
‘Приклад. Нехай крива задана системою рівнянь .

у  — у  і у — оо <  / <  оо.

Це пряма (рис. 1.28). Система рівнянь» що задає пря- 
*му, є параметризацією з низькою регулярністю в початку 
координат. Раніше було показано, що одну й ту ж кри- 
!ву можна гіараметризувати по-різному. І природно вини­
кає питання: яка параметризація найкраща в тому розу­
мінні, що в цій параметризації регулярність кривої 
'максимальна? Виявляється, що кращою параметризацією 
регулярної кривої є параметризація довжиною дуги цієї 
крньоТ.

Нехай регулярна крива задана раді ус-вектором г =  г(/), 
г ( / ) е С 1, г'{і)ф {): Р0 — фіксована точка кривої, що від­
повідає значенню параметра /п; о — довжина дуги кривої 
звід фіксованої точки Р0 до точки Р\ от = o(t). Визначимо 
функцію s(t) так:

о/л і гт (/), якщо t{) < t\
- I —а(/), ЯКЩО f0> / .

“Функція s(t) строго монотонна. Тому s можна взяти за 
•параметр. Така параметризация називається натуральною.

Доведемо, то  коли г — г (І) — деяка параметризація кри­
вої, r ( t ) ^ C ky /?>1 і г (Ї)Ф 0, то г ( з ) є=0 ,  r'(s)=^0, де 
г  =  г (s) — натуральна параметризація цієї ж кривої.

Дійсно, s, =  І г (/) І >  0, якщо г (/) ф  0. Оскільки ґ  (t) е  
то функція s (t) є  Ск* Отже, s (t) — строго монотонна 

регулярна функція; тому існує обернена до неї функція
* =  і ($), яка належить тому ж класу Cft, і t\ =  — —

■«Т7г щ .  Підставимо функцію t t.(s) в первісну пара­
метризацией г *= г (і) ~  r(t(s)) =  г (s), і одержимо натуральну 
шраметризацікь Отже, натуральна параметризація регу­
лярна і належить тому ж класу Ску що і первісна пара- 
метризація.



Заушіжнмо, що коли г — г (s) — натуральна параметра­
ми! н кривої, то | г' (s) | =  1. Д ійсно,

lit Ь>
'",h

flf (/) (It
ill

(It dr Ц) 1 dr (s)
r/v "  at ' 1tlr (0

■, ЗШДКП ds
1 at ft

1

1.6. Кривина кривої

ЯKlUO па матеріальну точку, що мае в почаїковий мо­
мент швидкість V, не діють ніякі сили, вона рухається 
но ііримій. Якщо матеріальна точка має в початковий 
МОМЕНТ часу швидкість V і на неї діє сила F, причому 
t> XV*0, то точка рухається по кривій (рис. 1.29).

ІЗіїчначнмо кількісну міру відхилення кривої від до- 
ffNHOl.

t) И а н а ч е н н я. Нехай Р — дові льна точка регулярної 
к(цт\ у, Q — точка кривої, що близька до точки Р. 
Ноточимо через Д<р кут між дотичними в точках Р та Q, 
(І через Д.ї — довжину дуги кривої, вміщеної між Р maQ
(рис. 1,30). Тоді Urn ~  =  klt коли він існує, називаєтьсяQ~P “ s
крШШНОЮ кривої у в точці Р.

Здуни жимо, іцо криві, які суміщаються рухом, мають 
у ВІДПОВІДНИХ точках рівні кривини.

(Іримлиди, І. Знайдемо кривину кола радіуса R. Зада­
мо КОЛО параметрично: x=/?coscp; y=Rэтф. Нехай Дф—> 
вут мі ж дотичною до кола в точці Р, іцо відповідає зна­
ченню Параметра ф, і дотичною в точці Q, що відповідав 
вивченню параметра ф -f Дф. Тоді довжина дуги A s= /?Дф і

А, (ф) =  lirti =  Іітп .1 1 л5̂ о«Лф R

2, Кривина прямої дорівнює нулю.

' RJi •t'vy & •



3. Розглянемо криву, що складається з півкола ра­
діуса R з центром в точці (0, R ), яке лежить в пі вило­
щиш х ^О  (рис. 1.31), і від’ємної півосі ОХ. У цієї кривої
в точці 0 (0 ,0 ) кривина не визначена: границя ~  дорівнює

нулю, якщо наближатися до точки 0 зліва, і дорівнює
«коли наближатися до точки 0 справа. Зауважимо, що ця 
крива належить класу С1, але не належить класу CV 

Теорема 5. У кожній точці регулярної кривої класу С1 
кум ина визначена. Якщо r ~  r (s) — регулярна параметри- 
тціч кривої, та (я) = | r ’/ (s)|. >7/сгцо г = г  (І.) — довільна 
регулярна параметризаціп, то

{І) -
ґ  (0 X r”{t) 

\r'(t) Iа (1.4)

Рлс. 1.30

Д о в е д е н н я .  Нехай крива параметризована нату*. 
ральним параметром s. Точкам Р та Q кривої відповіда­
ють значення параметра 5 і s-f-As; t (s) і t (s -f As ) — 
одиничні вектори дотичних в точках Р та Q відповідно; 
Лц>— кут між т(5) та x(s-rA s). Розглянемо рівпобедре- 
ший трикутник ABC  (рис. 1.32):

ЛВ =  т (s); АС =  т (s +  As);

I ВС І =  І т (s +  As) — т (s) І =  2 sin у  ;
т (s +  As) — т (s)

As
s i n y

Дср_ A(f
As ~~ ' . Дсг

Якщо A s-*0, то і Дф —* 0, оскільки крива належить 
?класу С2. Тому

M s) =  lim I f  =  lim
A s ^  Acp-*l)

Aff

2 sin A<p lim T (.4 4- As) — x (s)
As

h f ( s ) | H r » | .



г

Рис. 1.32 Рис, 1.33

З цього безпосерелріьо випливає, що оскільки г '% спів- 
иапрямлений з вектором головної ’ нормалі v кривої, то

т* =  k^x (1,5)
Нехай задана довільна регулярна параметризація кривої 

г «= г (і). Виразимо г” через похідні по t: г\ =  r$st , але
г\

$) — ! г) І, тому rj ^  r - f j . Продифереиціюемо цю рівність по і:
I rt 1

гї <rr rJ>r't .
‘ S‘ ~~\r't \ \r\,* •

піднесемо цю рівність до квадрату, враховуючи, що г =  k\
і с -І о,

£бО

rt %l. Одержимо

** =  W W - < ' r

*1 (0

«г;.

І г' {0 X г’ (0 І
і ' '  (/) і3 ■

Зауваження. 1. Раніше було доведено, що крива в точ­
ці має єдину стичну площину, якщо в цій точці г 'Х ґ 'ф О ,  
і-нескінченно багато стичних площин, коли г 'Х г " = 0. 
Отже, крива має нескінченно багато стичних площин в 
точці, в якій k ) ~0 .

2. Пехай крива задана параметрично: x ~ x ( t ) y у=*у(і),  
2  =  г(/).  Тоді формула (1.4) запишеться в координатному 
вигляді:

К  (0 У ( х ’у* — у'х*)* Н- 0 /У  — г У )»  +  (X V  — * У ) ‘
()/ і/* +  / a-f 2'*)3

Підставивши в цей вираз г =  0, одержимо формулу для 
обчислення кривини плоскої кривої:

к І х'у" —- хпу' 1



Якщо плоска крива задана рівнянням -у=у{х), то
k  -  1 ^ 1  . т

3. Якщо /гі =  0 у всіх точках кривої у, то у — або пря­
ма, або інтервал на прямій, або промінь. Справді, роз­
глянемо натуральну, параметризацію r=r( t )  кривої у. 
Оскільки /?і =  0, г"~Ь . Звідси /'=/'o +  as, де г0, а — сталі 
вектори.

1.6.1. М сх а н іч  н а  і н т е р п р е т а ц і я  
к р и в и н и  к р и в о ї

Нехай матеріальна точка маси т під дією поля снл F 
рухається по кривій, рівняння якої г =  г(?), де t — час. 
Оскільки траєкторія руху точки однозначно визначається 
полем сил та початковими умовами, можна знайти кри­
вину траєкторії.

І Т* УС f N ІПідставимо у формулу кл (?) =  — j -ф  вектор г", знай*
дений із другого закону Ньютона mr” — F, і вектор ґ  =  V, 
де У — швидкість руху точки. Одержимо, що

F
v x m

ІК І*
IV X FI
m ! V І3

Нехай F — Fn +  Fy, де F„ — нормальна складова сили, 
тобто Fn перпендикулярна по V, a F v— складова сили, що 
колінеарна V. Тоді | V х  Р | =  | V | Fn і

Л *

Таким чином, якщо початкова швидкість \V \ точки 
велика, то кривина траєкторії руху в цій точці мала*

1.6.2. П ро з н а к  к р и в и н и  к р и в о ї

Згідно з визначенням кривина кривої — невід'ємне 
число. Ллє для плоских кривих можна природним обра­
зом ввести знак кривини.

Згадаємо, що всі базиси площини поділяються на два'  
класи. Два базиси належать одному класу, коли визнач­
ник матриці переходу від одного базису до другого до­
датний [4, розд. 1, § 6].

Зафіксуємо на площині ортонормований базис е — (еи е2), 
що задає її  додатну орієнтацію. Розглянемо регулярну криву

ЗО



на .площині, шо задана радіус-вектором г — г (/), т (0 є"С* 
k >  D, г'{1)=]Ь 0. Вектор г' (0 в кожній точці кривої задає 
напрям додатний, отже, і напрям обходу кривої, тобто вектор
г (і) задає орієнтацію кривої. Нехай т =  | ~7^y| — одиничний
вектор дотичної. Якщо кривина кривої відрізняється від 
нуля, то, як доведено вище, одиничний вектор головної 
нормалі v вибирається однозначно, і вибір не залежить від 
параметризації кривої.

Кривині плоскої кривої в точці Р припишемо знак 
«+», якщо базис (т(р) , v (/?)) орієнтований додатно, і знак 
«—», якщо базис (т(р), v(p)) орієнтований від'ємно.

Наприклад, кривина кривої, що зображена на 
рис. 1.33, в точці Р і від’ємна, а в точці Р 2 додатна.

Раніше показано, що кривина k\ плоскої кривої обчис­
люється за формулою

,2 _  ( aV  — t/х")*
+  •

де х «  х (*), */ =  # (f) — регулярна параметризація кривої. 
Радіус-вектор довільної точки кривої г (0 =  х (0 ех +  y(t)et . 
Звідси г ' (t) =  а:' (0 +  У (0 (0 =* *" (0 *і +  /  (0
Якщо кривина кривої відрізняється від нуля, то вектори 
г \ г "  утворюють базис площини і (х у ” — у хп) — визначник 
матриці переходу від базису (еІУ е%)% що задає орієнтацію 
площини, до базису (г \  г"). Але базиси ( г \  ґ )  і (т, v) задають 
одну і ту ж орієнтацію площини, оскільки вектори х та ґ  
однаково напрямлені, а вектори v та ґ  утворюють гострий 
кут (рис. 1.34).

Таким чином, кривина плоскої кривої x = x ( t ), y = y { t ) %
споряджена знаком, обчислюється за формулою

; _  х'у* — х*у9

Якщо крива задана явно рівнянням y = f(x) ,  то
Г

, =  0  +  П ' !/2‘
Зауваження. 1. Якщо орієнтація кривої фіксована, а 

орієнтація площини змінюється, то знак кривини зміню­
ється на протилежний. Якщо орієнтація площини фіксо­
вана, а змінюється параметризація кривої так, що орієн­
тація кривої змінюється на протилежну, то знак кривини 
змінюється.

2. Дзеркальний рух на площині, орієнтація якої за­
фіксована, переводить криві в криві з протилежною по

зі



I г '

Рис. 1.35

знаку орієнтацією (рис. 1.35). Нагадаємо, що дзеркаль­
ний рух на площині — не ковзна симетрія: композиція 
осьової симетрії та паралельного перенесення в напрям.-* 
ку осі симетрії [4, розд. VII, § 34].

1,6.3. З в ' я з о к  мі ж к р и в и н о ю  
і о п у к л іс т ю  п л о с к о ї  к р и в о ї

Нехай на площині задана регулярна крива. За іео- 
ремою 1 в околі будь якої юнки що криву можна задати 
явно. За пряму, на яку крива в околі точки Я проекту­
ється однозначно, можна взяти дотичну до кривої в Точці 
Я. Виберемо таку систему координат: вісь ОХ напрями­
мо но дотичній до кривої в точні Р, а початок координат 
розташуємо в точці Я. Нехай x=*x(t), y = y (t)  — регуляр­
на параметризація кривої в цій системі координат. Тоді, 
оскільки (* ')2-f (у ')2=£0 і дотична в точцГЯ співпадає 
з віссю 0/Y, то х 9 Ф  0, а у ' = 0 в точці Я. Отже, в околі 
точки Я крива може бути задана явно рівнянням y ~ f(x ) .  
Напрямний вектор дотичної кривої в точці Я ‘буде 
ґ х =  (1, /'(())) =  (1, 0). Отже, / '( 0 ) ~ 0  і кривина кривої 
в точні Я обчислюється за формулою kx =  /* (0).

Згадаємо, що функція y= f(x )  класу С2 на зв’язній 
відкритій множині її області визначення називається 
строго опуклою, якщо Г > 0 , і увігнутою, ЯКЩО /"< 0 . 
Звідси випливає, що опуклість функції y = f(x )  еквіва­
лентна тому, що кривина більше нуля.

У нашій системі координат в околі точки О (0, 0 ооз- 
кладемо функцію y ~ f ( x )  за формулою Тейлора:

? =  у Г ( 0 ) ^  +  о ( 4  .

З точністю до нескінченно малих третього порядку пове­
дінку кривої визначає доданок (0)х2. Таким чином, якщо 
кривина кривої в деякій точці не дорівнює нулю, то крива



лежить по одну сторону від дотичної в малому околі цієї 
точки. Зауважимо, що в цьому околі крива з похибкою до 
нескінченно малих третього порядку має форму параболи.

Розглянемо множину площини, що обмежена кривою 
y = f{x) та прямою {/ =  А, де значення h досить мале. Ця 
множина в кожній граничній точці має опорну пряму і 
по теоремі 15.2 курсу аналітичної геометрії [4, розд. III, 
§ 15| є опуклою множиною; тому і дуга кривої y —f{x) 
як частіша межі опуклої множини є опуклою.

Отже, коли кривіша плоскої кривої k і^О , то крива 
локально опукла. Ллє локально опукла крива не обов’яз­
ково опукла глобально.

Приклад. Розглянемо криву, що задана рівнянням 
(х2 -f у2 — 2ах)2 =  4ft2 (х2 +  у 2)у Ь < а  — завиток Паскаля, 
який є регулярною зануреною кривою. В кожній точці кривої 
кривина додатна; отже, крива локально опукла. Але гло­
бально крива опуклою не буде, оскільки вона не є межею 
опуклої множини (рис. 1.36).

Між кривиною та опуклістю вкладеної кривої є тісний 
зв’язок, відбитий нижче.

Теорема 6. Нехай L — регулярна вкладена криво, го- 
меоморфна колу, і нехай кривина цієї кривої 0 
у всіх точках. Тоді крива L є опуклою, тобто L — гра­
ниця опуклої області.

Донести самостійно.
Зауваокення. 1. Диференціальна геометрія в основно­

му вивчає локальні властивості кривих та поверхонь. Тео­
рема 6 — перша глобальна теорема, теорема геометрії в 
цілому, яку тут сформульовано.

2. Вимога гомеоморфності кривої L колу істотна в тео­
ремі 6.

Приклад. Розглянемо криву, що задана в полярній си­
стемі координат рівнянням р =  £<*>, —оо <  гр <  оо (рис. 1.37). 
Це вкладена крива, що гомеоморфпа прямій, ЇЇ кривина ^ > 0  
у всіх точках. Ця крива не є глобально опуклою.

і

Рис. 1.36 Рис. 1.37



1.6.4. І н д у к о в а н а  о р і є н т а ц і я

Нехай кривина плоскої кривої не дорівнює нулю в 
кожній точці. Виникає природне питания: як вибрати 
такий обхід на кривій, щоб кривина була додатною?

Нехай базис (еи е2) задає орієнтацію площини. Роз­
глянемо спочатку пряму І на площині. Вона розбиває пло­
щину на дві півплощини. Зафіксуємо одну з них і напря­
мимо нормаль v прямої в цю півплощину. Виберемо на І 
напрям вектора т так, щоб базис (т, v) задавав додатну 
орієнтацію площини. Так вибраний напрямок т задає 
орієнтацію прямої, яка називається індукованою орієн­
тацією. Якщо напрямити вектор v в другу півплощину, 
індукована орієнтація буде протилежною.

Нехай тепер на площині задана крива, кривина якої 
не дорівнює нулю. Нехай І — дотична до кривої в точці Р. 
Вище доведено, що в околі точки Р крива лежить по одну 
сторону від дотичної. В цю ж півплощину напрямлена 
головна нормаль v кривої. Вектор т виберемо так, щоб 
він задавав орієнтацію на пряму /, яка індукована цією 
півплощииою. Тепер параметризуемо криву так, щоб 
г'(Р) і т мали одинаковий напрям. При цій параметриза- 
ції кривина кривої буде додатною. Одержаний в такий 
спосіб напрямок обходу кривої задає індуковану орієн­
тацію кривої.

Індуковану орієнтацію можна вводити не тільки для 
локально опуклих кривих, але і для будь-яких вкладе­
них кривих, що гомеоморфиі колу. Скористаємося теоре­
мою Жордана: будь-яка регулярна вкладена крива на 
площині, що гомеоморфна колу, ділить площину на дві 
зв'язні області, що не перетинаються, причому одна з них 
обмежена.

Індукована орієнтація вводиться так: вектор v на­
прямляємо всередину обмеженої області, вектор т виби­
раємо так, щоб базис (т, v) задавав додатну орієнтацію 
площини. Тоді на кожній дотичній буде обрано напрямок, 
тобто буде обрано напрямок на кривій, узгоджений з орі­
єнтацією площини.

Індукований напрямок обходу кривої називається ще 
додатним напрямком. Якщо змінити орієнтацію площини, 
додатний напрямок кривої буде протилежним відносно 
початкового.



1.6.5. І н т е г р а л ь н а  к р и в и н а  к р и в о ї

В и зн а ч е н н я . Поєною кривиною просторової кривої L 
називається величина Q =   ̂ kx (s) ds, якщо вона існує. Оче­

ви д н о го  0 «  Q «  +оо. Д ля плоскої кривої кривину можна 
брати зі знаком.

Фіксуючи орієнтацію площини, обхід кривої, введемо, 
як раніше, кривинуkx (s). Тепер можна дати визначення.

В и зн а ч е н н я . Нехай L — плоска С2-регулярна крива, 
s — натуральний параметр на ній, (5) — кривина. Поє­
ною кривиною со називається інтеграл со =  \ (s) ds, якщо

він існує.. Абсолютною кривиною називається величина 
Q =  11 kx (s) I ds. і раніше, 0 <  Q <  +  оо.

Із визначення випливає, що повна кривина просторо­
вої кривої дорівнює сумарному значенню кута обертання 
дотичної при обході кривої. Повна кривима плоскої кри­
вої дорівнює сумарному куту обертання дотичної з вра­
хуванням знака обертання. Наприклад, повна кривина 
кривої, що зображена на рис. 1.38, дорівнює нулю.

Теорема 7. Д ля замкнених регулярних кривих Q -> 2л 
і Q =  2л тоді і тільки тоді, коли замкнена крива є плос­
кою та опуклою.

Задачі. 1. Довести, що для плоских замкнених вкладе­
них кривих w «  2л.

2. Нехай R — радіус кулі, в якій лежить замкнена регу­
лярна крива L. Довести, що довжина кривої s(L)<zRQ. 
З'ясувати, коли s =  RQ.

L

Р



Зауваження. Розглянемо на площині ламану L з обраним 
напрямком обходу (рис. 1.39). Якщо Q, Р та S — три послі­
довні вершини, то визначимо кривину kx (Р) ламаної L в точці
Р як орієнтований кут обертання від вектора QP до век­
тора PS . Очевидно, що kt =  я — а, де —л <? (Р) <  я.

Повна кривина ламаної L визначається як со =  }j (я—аі)>
де я*— кількість вершин ламаної; (я — а,-) — кривина лама­
ної в t-й вершині.

Знайдемо інтегральну кривину вкладеного багатокутника, 
тобто багатокутника без самоперетинів (рис. 1.40). Згадаємо, 
ідо сума внутрішніх кутів «-кутника дорівнює я (п — 2).

а
Звідси со ~  геп — 5] at =  2я.

і=і
Порівняйте наведений результат із твердженням задачі 2.

1.7. Скрут кривої

Кривина кривої — це кількісна міра відхилення кри­
вої від дотичної.

Введемо кількісну міру відхилення кривої від стичної 
площини.

В и зн а ч е н н я . Нехай Р — довільна точка регулярної 
кривої у, Q — точка кривої, що близька до Р . Позначимо 
через Да кут між стичними площинами кривої в точках 
Р та Q} а через As — довжину дуги PQ кривої. Тоді
1ІШ“  , якщо він існує, називається абсолютним скрутом

Q- Р
кривої у в точці Р і позначається через | кг |.

Теорема 8. Нехай у — регулярна крива класу С3. Тоді 
в кожній точці кривої, в якій кривина kx Ф  0, визначений 
абсолютний скрут | k21. Якщо r =  r (s) — натуральна па­
раметр изаці я кривої, то

(гs»

де p.(s) — вектор-функція одиничних бінормалей кривої у, 
У довільній регулярній параметризації г =  г (і)

U  =_  І (г\.
м . 
г1)1

( Г \  X Г р г •

Д о в е д е н н я .  Нехай крива у параметризована на­
туральним параметром s і нехай в точці Р кривої кривина
зе



Рис. 1.40
k і^Ф-0. Тоді, оскільки функція k \—k\ (s) неперервна, то 
кривина не дорівнює нулю в точках, що близькі до Р. 
У кожній такій точці вектори г' та г" не колінеарні. 
Отже, в кожній точці Q, що близька до Р, існує єдина 
стична площина (див. теорему 4) і вектор-функція p(s) 
належить класу С1.

Нехай (?(s) та p (s-f As) — одиничні вектори бінорма­
лей відповідно в точках Р та Q кривої у. Кут Л а  між 
стичними площинами кривої в точках Р та Q дорівнює 
куту між векторами p(s) та p (s+ A s ) . Вектори P(s) та 
p(s-f-As) є сторонами рівнобедреного трикутника 
(рис. 1.41),

Да

Звідси
Аа
і As І

Р (s +  As) — р (s) І =  2 sin Y  •

Да р (s +  A 5) —  P (s) I
Л . A® 2 sin “2* As

Оскільки крива у належить класу С3, то lira Аа =  0. Тоді 
із першої визначної границі та належності P(s) класу С1 
випливає, що !іт існує і дорівнює

Ііт
Да-*0

Да
2 sin

Д а
Ііт

As-*0
P j l ± ^ L z l ( ! ) |==|p '( S)| =  | ^ (S)|.

Вектор \У перпендикулярний ДО I? =  T X  v, оскільки ф ', (З) —
=  тг (р, Р /  =  0. Вектор р' перпендикулярний до т тому,
що р '  =  У  X  v +  т X  v' =  k t v  X  V - f  т  X  v '  =  т X  v \  ос­
кільки за формулою (1.5) т ' =  k^v. Отже, вектор р' пара 
лельний вектору V і

І * . ! » І Ф > Н  (1.6)



Але v — г  , звідси v =  --------.і k\. Підставимо знайдені вира-

зи в формулу (1.6) і одержимо, що

І —

/ т  X

/ f t '  / \
\ р ’ £ //Пг - 1 h'
kl k \ l

\ Х Х V' ’ J /  
ґ \  _ |  (Л г", г'") 
k l / kl

(1.7)

Знайдемо вирази для | kt | у випадку довільної С3-регуляр- 
ної параметризації r — r{t) кривої у. Виразимо похідні г j , 
т ", r j  через похідні г \ , г", г"(:

'І r'it's\
, I f ' ("•

r':= ґ ;с  +  3 r ;/ ,- t+ r /c -

it я - оr * - r tls2

Зауважимо, що ґ$ 
мулу (1.7):

I'I
Підставимо r's, " гш ' s > ' s

, L , rt> n)\ і (c;, r”, r't) і
l^al — *~ТЇ v  r "\2(Г\ X  O ’

У фор-

( 1.8)

Раніше введено знак для кривини плоскої кривої. По­
дібним чином можна ввести знак скруту просторової кри­
вої. В подальшому скрутом кривої у будемо називати

«. (г\ г", Г )
2 ~ (ґ  х г")2 ’

де г — г (()—регулярна параметризація. Введений знак 
скруту інваріантний відносно параметризації кривої. Справді, 
нехай r = r(t) і г — г(о) — дві регулярні параметризації 
кривої у, і — і (о) — регулярна функція заміни параметра, 
причому V0 Ф  0. Тоді

W. г;, =  с  (/*;,/•;, г?).

Згадаємо, що знак кривини плоскої кривої залежить від 
вибору напрямку на кривій, тобто залежить від парамет­
ризації кривої.

Нехай зафіксована орієнтація простору. Скрут кривої 
r ^ r ( t )  додатний в точці Р, якщо в цій точці вектори ґ 9 
Ґ ,  гш задають від’ємну орієнтацію простору, і від’ємний, 
коли вектори г \  ґ 9 г,п задають додатну орієнтацію про­
стору. • —



Таким чином, знак скруту пов’язаний з орієнтацією 
простору: якщо орієнтацію простору поміняти, скрут змі­
нить знак.

Нехай крива параметризована натуральним парамет­
ром: г—r{s); у ході доведення теореми 8 одержано, що

< Р \ V ) =  -
f ,г  „н тт \(Г , Г , F )

ft*
тобто < р ', v>  = k2. Звідси випливає, що коли при русі 
вздовж кривої в напрямку зростання s вектор бінормалі 
(і обертається до вектора v, то скрут додатний. Якщо век­
тор обертається в другу сторону, то скрут від’ємний 
(рис. 1.42). Оскільки вектори (■$' та v колінеарні, то

|У -  V -  (1-9)

г і

Зауваження. Дзеркальний рух у просторі переводить 
дану криву в криву з протилежним за знаком скрутом. 
Нагадаємо, що дзеркальний рух у просторі — це дзер­
кальне обертання, тобто композиція обертання навколо 
осі та симетрії відносно площини, що перпендикулярна до 
осі обертання, а також ковзна симетрія, тобто симетрія 
відносно площини та паралельного перенесення на век­
тор, що паралельний цій площині.

Приклад. Обчислимо кривину та скрут гвинтової лінії, 
що задана параметрично (рис. 1.43):

х (/) — a cos а>і; 
y(t) — a sin a>t\ 
г{і) — Ы, а >  0.

Це траєкторія руху точки, проекція якої на площину ХОУ 
рівномірно обертається по колу x2-f- t/2 =  a2 з кутовою



швидкістю со^О, а проекція на вісь OZ рівномірно руха­
ється з лінійною швидкістю Ь. Оскільки

rt = (—mo sin О)/, асо cos (0/, b)\ 
r 'l =  (— <7(0~ cos со/, — aco'2 sin со/, 0);
Г/ =  (асо* sin со/, — a®8 cos со/, 0), 

то ( г 'у г') =  <Ло2 +  62, <г\ г"> =  а2со4, (г7, г") =  0; (г' х  
X г"? = г '2 г"2 — ( / ,  /-">2= (а 2(о2 +  fr2) а3©4; (г', г", г"') =  
=  йа*о>5.
Тоді

, аю*’2 в ш _ bw
(1 ’ 2 о2ша +

Таким чипом, кривина та скрут гвинтової лінії сталі. 
Розглянемо іншу гвинтову лінію (рис. 1.44):

х =  я cos со/;
/у == — r? sin о/;
Z «а /;/.

Кріїиііпи обох гвинтових ліній однакові, а скрути рівні 
за абсолютним значенням але протилежні за знаком.

Покажемо, то  якщо скрут кривої дорівнює нулю, то 
крива плоска.

Д о в е д е н н я .  Нехай скрут /г2=0. Оскільки в при­
родній нараметризації \k^\ =  IP' |, то ( ї '= 0 , звідси р =  я =  
=  const Ллє вектори т та р ортогональні, тобто <т> 
р >  — 0, або </*', м>*= 0. Отже, < r , /i>  =  const, що і по­
трібно було довести.

Задача. Радіус-вектор траєкторії руху точкового за­
ряду в магнітному полі з напруженістю Н задовольняє



рівнянню г"= с (г 'Х Я ), де c = const. Довести, що траєк­
торією руху зарядженої частки в однорідному магнітно­
му полі (#«=const#0) може бути тільки одна з таких 
кривих: 1) пряма, що паралельна вектору Я; 2) коло, 
площина якого перпендикулярна до Я; 3) гвинтова лінія 
з віссю, що паралельна Я

1.7.1. Ф о р м у л и  Ф р е н е
З кожною точкою ненульової кривими регулярно па­

раметризовано! кривої класу С3 з радіус-вектором r =  r(s) 
можна зв’язати три взаємно перпендикулярних одинич-- 
них вектори r(s), v (s), p(s). Три промені з початком 
у точці кривої, що відповідають параметру s, і з напрям­
ками відповідно t (s ), v(s ) , P(s) є ребрами тригранного 
кута. Цей тригранний кут називається природним три­
гранником, або тригранником Френе.

З'ясуємо, як змінюється тригранник Френе при русі 
вздовж кривої. Згадаємо, що г\ =  т і за формулою (1.5) 
т =  £ivt а за формулою (1.9) р7 =  k2v. Оскільки v =  p x t ,  
то

v7 о  f/ х  т +  р х т7 = k2v х  т +  Р X kxv =  — ky? — k $  
Формули

IT «  fcjv;
v =  ft,x •—£2p; (1.10)

p ' =  м
називаються формулами Френе.

Зауважимо, що матриця коефіцієнтів розкладання векто­
рів т', v7, р7 по базису т, v, р

/  0 kt 0 \
-А , 0 -А .\ 0 0 J

кососиметрична. Це не випадково. Одержимо формули Френе 
як наслідки більш загальної теореми.

Розглянемо групу ортогональних 3 х  3-матриць А =  (а{). 
Нехай A (s) =  (af (s)) — гладка крива класу С1 в просторі
ортогональних матриць (тобто всі функції a[(s) можна непе  ̂
рервно диференціювати),

— дотичний вектор до цієї кривої.



Якщо крива А =  A (s) в просторі ортогональних матриць 
така, що Л(0) =  £ , де Е — одинична матриця, то дотичний 
вектор Л'(0) до цієї кривої — кососиметрична матриця. 

Справді, оскільки А =  (а[) — ортогональна матриця, то

Е  а!-а[ =  Ь1к(і, k =  \,  2, 3).

Звідси

s=»‘)

але а[ (0) =  б{, тому
da]
ds S—0

dal 
Ч----і =  0.

Повернемося до тригранника Френе. Нехай т (s) =  ел (s), 
v (s) =  et (s), fl (s) =  е.д (s) і матриця А — (af) — матриця 
переходу під ортоіюрмованого базису ех (0), еа(0), е3 (0) до 
ортопормошиюго базису ех (s), е2 (s), eg(s), тобто

е, (s) -  £  a{(s)ef(0), і =  \, 2, 3. (1.11)
/«1

Тоді Л =  (а\) — ортогональна матриця і А (0) =  Е. Отже, 
А' (0) --кососиметрична матриця. Ллє це матриця коефіцієн­
тів розкладення векторів е\ (0) по базису е{ (0), і =  1, 2, 3. 
Якщо продиференціювати рівності (1.11), одержимо

з
dej (б) 

ds s—0 -S da1 (s)
ds s=-0 e, (0).

/-і
Якщо тепер написати кососиметричну матрицю з пер­

шим рядком (0, k\, 0) і третім (0, k2, 0), то вона з необ­
хідністю буде мати вигляд

/  0 kj 0 \
0 - * а )

\  0 о /
і формули Френе одержано.

Задача. Вивести формули Френе для кривих в гс-ви- 
мірному просторі.

Перехід від репера т (s), v (s), р (s) до репера x(s-f 
+  A s), v(s +  A s), p (5 + A s) здійснюється з допомогою



ортогональної матриці, яка задає власний рух. Перене­
семо всі репери Фреие регулярної кривої в одну точку. 
Власний рух, що лишає точку на місці, — це обертання 
навколо деякої осі [4, розд. VII, §34]. Отже, при переході 
від репера Фреие до нескінченно близького репера відбу­
вається миттєве обертання навколо деякої осі.

Знайдемо вісь миттєвого обертання. Якщо x(s), v(s), 
|3(s) і x(s + ds), v (s+ d s )y $ (s + d s )— два нескінченно 
близьких репери Френе, то вісь о миттєвого обертання від 
першого репера до другого ортогональна нескінченно ма­
лому перенесенню векторів т, v, р, тобто ортогональна 
векторам d% =5. х (s +  As) — т (s) == x'ds, dv =  v'ds і d£> =* 
=  P'ds. Тому (cox') =  <co, v ') =  (со, p') =  0 . Якщо © *=

и
=  I со2 і — координати- вектора со в базисі (т, v, Р), то 
• \0)3/

/  о кх 0  \  /со1\
( - * 1  0 - к % о>Ч =  о,
V 0 Іг2 0 /  \© у

отже, со® с- 0 , со1 -я со3 =з —k i% тобто со =  k2x — k§ .
Кінематичне тлумачення формул Френе належить 

Дарбу. Вектор со ще називають вектором Дарбу.

1.7.2. Н а т у р а л ь н і  р і в н я н н я  к р и в о ї

Якщо крива аналітична, то вона одназпачно (з точні­
стю до власного руху в просторі) визначається кривиною 
Та скрутом як функціями природного параметра.

Справді, розкладемо вектор-функцію r =  r(s) в ряд 
Тейлора в околі нуля:

Г (S) - г  (0) +  Ґ  (0)5 +  і  г" (0) s2 +  і  г'"  (0) s3 —{— . . .

Ряд збігається, оскільки крива аналітична. Виберемо в 
просторі спеціальну систему координат: початок коорди­
нат помістимо в точку кривої, що відповідає значенню 
параметра s-=0; за базис беремо репер Фреие т, v, р кри­
вої в цій точці. Тоді, враховуючи формули Френе, одер­
жимо

г (0) =  0; 
т  (0) =  т;



г'  (0) =  т'  =  V .  
гт (0) =  k\ v — kt (ktx +  k.fi)]

Зазначимо, що координати похідних радіус-вектора 
кривої в точці s = 0 в базисі (т, v, Р) виражаються через 
кривину, скрут та їх похідні. Зауважимо, що коли крива 
аналітична, то її кривина та скрут — такі ж аналітичні 
функції. Підставимо знайдені значення г(0), г'(0)> 
г"(0), ... в ряд Тейлора для радіус-вектора кривої:

тобто одержимо координати вектора r ( s ) , що виража­
ються через k\% ІІ2 та їх похідні.

Довільність у знаходженні аналітичної кривої із за­
даними кривішою та скрутом пов’язана із вибором ба­
зису та початку координат. Репери Френе переходять 
один в другий за допомогою власного руху в просторі. 
Тому аналітична крива із заданими кривиною та скрутом 
визначається однозначно з точністю до власного руху 
в просторі.

Ці міркування дають грунт для того, щоб вважати, 
що кривина та скрут в певній мірі визначають криву.

Теорема 9 (основна теорема теорії кривих). Нехай за­
дані дві функції: k) ~ k {(s) >0 класу С1 та k2= k2(s) кла­
су С°. Тоді існує єдина з точністю до власного руху крива 
в просторі> для якої ці функції як функції природного 
параметра є кривиною та скрутом.

Доведення теореми в загальному випадку викладе­
не в підручнику [15]. Розглянемо плоский випадок, тоб­
то доведемо, що коли задана функція k = k{s) класу 
C°(/?2 =  0), то існує єдина з точністю до власного руху 
на площині крива з такою кривиною, як функцією при­
родного параметра.

Нехай для визначеності крива розташована в пло­
щині. Якщо дотична цієї кривої утворює кут ер з додатним 
напрямком — напрямком осі ОХ, то із визначення кри­
вини випливає, що k =  ~  . Звідси



Обчисливши цей інтеграл» одержимо
Ф (s) — А (s) +  ф0,

де ф0 — стала інтегрування.
З іншого боку, дотичний вектор шуканої кривої

т ®  5=8 %  “  <cos Ч> (s)> sin Ф (s))> 
ввідки випливає, що

* (s) «  J COS (A ($) +  <p0)d$ =  В, (s) +- 

У (s) =  j  sin (A (s) +  Фо) ds =  B2 ($) +  &2,

Де ft|, fe2 — сталі інтегрування.
Сталі b i, b2 визначають паралельне перенесення, 

а фо— кут обертання однієї ортогональної системи коор­
динат відносно другої. Таким чином, рівнянням k = k (s ) 
крива визначається з точністю до власного руху на 
площині.

Приклад. Раніше з'ясовано, що кривина та скрут 
у гвинтової лінії сталі. Із теореми 9 випливає, що лінія, 
н якої сталі ненульові кривима та скрут,— гвинтова. 
Плоска лінія, кривина якої /<? =  const =>*0,— коло.

Задача. Довести, що лінія із сталими кривиною та 
скрутом — гвинтова, без використання основної теореми 
теорії кривих.

В к а з і в к а .  Використати вісь миттєвого обер­
тання.

Зауваження. Регулярні та нерегулярні криві зв’яза­
ні між собою. Справді, згадаємо розклад радіус-вектора 
(1 12) регулярної кривої, зберігаючи в цьому розкладі 
тільки перші члени:

х =  s;

y =  j

г =  —j  k.k^s3.

Проекції дуги кривої, що розташована поблизу початку 
координат на площинах tv, тр, vp, зображені на 
рис. 1.45—1.47. Видно, що проекція на стичну площи­
ну — регулярна крива, проекція на площину, яка пер­
пендикулярна до v, містить точку перегину, на нормаль­
ну площину — зворотну точку першого роду.



Рис, 1.46 Рис. 1.47

Таким чином, особливі точки одержуються при про­
ектуванні регулярних кривих.

1.8. Криволінійні координати в «-вимірному просторі

У курсі аналітичної геометрії [4, розд. IV] було роз­
глянуто різні системи координат: полярні та еліптичні 
координати на площині; сферичні, циліндричні та еліп­
соїдальні координати в просторі.

Дамо тепер визначення криволінійних координат в 
області «-вимірного евклідового простору. Згадаємо, 
що областю називається зв’язна та відкрита множина 
евклідового простору.

Нехай U, V — дві області в «-вимірних евклідових 
просторах. Нехай в області U введено декартові коор­
динати и\  . . .  , ип, в області V — декартові координати 
v \  . . .  , v \

В и зн ач ен н я . Відобраоюення R :U  -* V  називається 
дифеоморфізмом класу Ср U на V , коли: І) відображення 
R належить класу Ср; р >  І; 2) R <= б секція; 3) обернене 
відображення R~l також належить класу Ср,

Якщо р = 0  (тобто вимагається лише неперервність 
відображень R та R~г), то відображення R називається 
гомеоморфізмом.

Знайдемо необхідні та достатні умови того, що R — дифе- 
оморфізм. Розглянемо спочатку функцію однієї змінної 
о =  / (и) (тобто U та V — області на прямій). Я кщ о/ — 
дифеоморфізм, то / є С р, р >  1, f  — взаємно однозначна 
функція і Г 1 ^  Ср. Продиференціювавши тотожність v =  
— (Г1 (у)), одержимо

1 = Г ( / - 1)/.



Звідси випливає, що необхідна умова — це /* (и) ф  0. Нехай 
тепер дифеоморфізм R заданий функціями

Vі =  / ' (и \ , ип), (1.13)
Л*1 — функціями «1 =  ф/(о1, , ип), І, j — 1, , п-
Продиференціюємо по vk ( k = \ ,  . . .  , п) тотожності

г/ ^ f  (Ф1(и), . . . .  ф” (и)).
Одержимо

_а/£ 0ф/
к ди1 dv>‘

(нагадаємо, що по однаковим верхньому та нижньому індек­
сах відбувається підсумовування). Матриця R' — нази-

нає'іься матрицею Якобі відображення R\ {R"1)' —
матриця Якобі RT1. Одержано, що R' (R"1)' — Е. Звідси 
del /?' det («-*)' =  1 і необхідною умовою того, що R — 
дифеоморфізм, є умова det R' Ф  0.

Зауваження. Позначення матриці Якобі R' не випадкове. 
Розглянемо функцію однієї змінної v = f  (и) і розкладемо 
її за формулою Тейлора: v =  / («0) -Н / ' («?) (и —- ип) +  . . .  • 
Ясно, що і  (и0) — це коефіцієнт при лінійній частині роз­
кладення. Розглянемо тепер відображення R, яке задане 
у вигляді (1.13), і розкладемо функції f ‘ за формулою 
Тейлора. Для спрощення запису будемо розкладати функції 
в околі точки u =  0 і вважати, що R{0) =  0. Тоді

v ди* и ^  ди2 ^ + orjV)
дип ип +

+  o ( l /V ) 2 +  . . . 4 -  (ипП

r a - ^ L B u i  > дЛ М и2 +  + дЛ Ш и” ФV - ~ м г и -т- ви* и +  ••• +  ай» “ +
+  о (V V )2 +  . . .  +  («"і2).

Виписані доданки утворюють лінійне відображення v =  Аи, 

де /4 *= ( ^ / )  — матРиця Якобі відображення R.

Таким чином, нелінійному відображенню R можна 
в кожній точці поставити у відповідність лінійне відоб­
раження, що задається матрицею Якобі /?'.

З ’ясуємо геометричний зміст того, що det R 'Ф 0 .



Нехай R відображає область евклідового простору Е в якій 
введено координати и1, . . .  , ипу на область евклідового
простору £" з координатами и1, . . .  , vtl. Нехай е =  (е,}/Ц— 
ортонормований базис простору £ ”, а саме:

тобто образ вектора в/ при відображенні R' є вектор, коор­
динати якого утворюють /-й стовпець матриці Якобі. Те, 
що визначник матриці Якобі (він називається якобіапом 
відображення R) відрізняється від нуля, означає, що базисні 
вектори простору £* перейшли в лінійно незалежні вектори 
простору £ ” при відображенні R'.

Геометричний зміст якобіана відображення R такий: 
det R' дорівнює об’єму багатовимірного орієнтованого пара­
лелепіпеда в просторі £ 2, який натягнуто на вектори R'eu 
R'e2, . . .  , R'en. Для тривимірного простору це випливає 
з аналітичної геометрії [4, розд. І, § 7 1, для багатовимір­
ного— легко виводиться із властивостей матриці Грама.

Знайдена нами необхідна умова того, що відображен­
ня R є дифеоморфізмом, в малому є і достатньою.

Справді, згадаємо теорему про обернену функцію [10] 
Нехай відображення R області U е: Fn на область V а  Епі 
задане у вигляді V і  =  • • • » 0 =  U . . .  , п), має так
властивості: 1) функції / \  . . .  , fn належать класу Сру р >  1;
2) £ (п 0) =  и0; 3) матриця Якобі R '(и0) невироджепа, тобто 
det R' (и0)Ф  0. Тоді існує такий окіл точки uQi що обмеження 
відображення R на цей окіл є дифеоморфізмом класу Сг.

Отже, теорема стверджує, що коли виконані умови 1, 2 
та лінійне відображення має обернене, то і нелінійне від­
ображення v =  R (и) локально має обернене.

Глобально теорема невірна.
Приклад. Розглянемо відображення £ : £ 2-> £ 2, що за­

дане рівняннями
jv l =  еиі sin «2; '
[и2 =  еи' cos и \



Функції, що задають відображення, регулярні. Матриця 
Якобі

det R' =  — е2*1 Ф  0. Локально можна застосувати теорему 
про обернену функцію, глобально— ні. Образ будь-якої 
смуги

при відображенні R е вся площина vlv2, крім початку коор­
динат. Таким чином, відображення R не є взаємно одно­
значним, тим більше дифеоморфізмом.

1.8.1. В и з н а ч е н н я  к р и в о л і н і й н о ї  
р е г у л я р н о ї  с и с т е м и  к о о р д и н а т

Нехай О — область у n-вимірному евклідовому про 
порі £>, п якій задано декартові координати х \  . , .  , хп; 
V — область н /;" з декартовими координатами и \  . . .  t ип. 
Вважається, що в області G визначено регулярні криволі­
нійні координати, якщо заданий дифеоморфізм R :V  -+G.

Якщо зафіксувати всі змінні, крім и*-координати, то 
обмеження R на кожну зв’язну компоненту цієї множи­
ни е функцією однієї змінної і воно задає криву, що на­
зивається координатною кривою криволінійної системи 
координат.

В області простору £ 3, в якій задані криволінійні 
координати, через кожну точку проходять три коорди­
натні лінії.

Якщо у просторі Е п зафіксувати одну змінну и'=* 
••const, то одержимо координатні поверхні.

Запишемо матрицю Якобі таким чином:

•* 1, . . .  , п) лінійно незалежні. Нехай до кожної точки 
«о області U прикріплений ортонормований базис е =  
«■ {<?|, . . .  , еп}. Він утворює базис дотичного простору 
и точці и0і який, за визначенням, складається із усіх век-

;Єиі sin и2 e“l COS li 
\e? cos a2 — etl' sin и •

/ —« 
\2nk

OQ <  +  TO'.
6 « и 2< 2 л (6  +  1).



торів з початком у точці и0. Базис е перейде в базис дотич­
ного простору області G у точці x0 =  R(u0) за допомогою 
відображення /? ': R ' (и) eL =  RU(, і  =  1, . . . »  я. Вектори 
/?ц< дотичні до координатних кривих.

Нехай R — таке відображення, що на множині t /0 c :V  
det /?' =  0 і /?— дифеоморфізм К/6/0 на G/R(U0). Тоді на 
G/R (U0) введені регулярні криволінійні координати, а точки 
R(U 0) називають особливими точками криволінійної системи 
координат.

Приклади. 1. Розглянемо полярну систему координат. 
Відображення R задане рівняннями

(х == р cos ер;
(У =» Р sin ф,

G — площина XOY без променя у =  0, х >  0; И — смуга:

(Р >  0;
\0 с  Ср <  2 я

Функції, що задають відображення /?, — аналітичні, R є 
взаємно однозначним відображенням. Матриця Якобі

/cos Ф —р sin ф\ 
\sin ф р cos ф/ det R' =  р

Якщо р > 0 , то полярна система координат є регулярною 
криволінійною системою координат на площині без 
променя.

Можна розглядати відображення R при р=0, але годі 
порушиться умова взаємної однозначності. Точка 
у = Ь є особливою точкою полярної системи координат.

Звичайно розглядають кут 0 ^ ф < 2 л , і тоді G — пло­
щина XOY без початку координат.. Але в цьому випадку 
обернене відображення /?-1 не є неперервним Якщо роз­
глядати інші межі зміни кута ф, то відображення R*1 
при ф =  0 буде регулярним, але порушиться його непе­
рервність при інших значеннях ф.

Вправа. Встановити область визначення та знайти 
матрицю Якобі циліндричної системи координат.

2. Розглянемо сферичні координати. Відображення/?

х — р cos ф cos ф; 
у =  р sin ф cos ф; 
z =  р sin ф;



О — простір X Y Z  без п'вплощйни у  — 0, х >  0; V — брусок 
у просторі змінних р, ф, ф:

[ Р >  0;
U =1 0 <  ф <  2я;

[— л/2 <  ф <  я/2.

Функції, що задають відображення R, — аналітичні; обчис­
лимо якобіан відображення R:

COS Ф COS Ф —Р sin ф COS ф 
sin ф COS Ф Р COS ф cos ф 
sin ф 0

—р COS Ф sin ф 
•—Р sin ф sin ф 

р cos Ф
— р2 cos ф.

тсЯкобіан дорівнює нулю, коли р =  0 або ф =  у  . Отже,
неї точки осі z — особливі точки сферичної системи коорди­
нат, Поза віссю z сферична система координат буде регу­
лярною. Подібно до прикладу 1 тут кут ф можна розгля­
дати п межах 0 < ф < 2 я .

Задача. Знайти формули переходу від сферичної си­
стеми координат до декартової в п-вимірному евклідо- 
ному просторі та обчислити якобіан цього відображення.

З Розглянемо сім'ю співфокусних еліпсів та гіпер­
бол на площині XOY, що задані рівняннями

де параметри X, р належать області V, причому

X >  —а;, — сі\ <  р <  — а\ (а* >  а;).

Через кожну точку площини, де хуФО, проходять один 
еліпс та одна гіпербола кожної із сукупностей. Таким 
чином, кожній точці (х, у), де х у ф 0, ставиться у відпо­
відність пара чисел X, р, що називаються еліптичними 
координатами [4, розд. V, § 27]. Щоб записати відоб­
раження R, потрібно знайти х=х{Х, р), у= у(Х , р). Із 
ріинянь сімей одержимо

(«і -f- X) («і +  р) (а| -f- X) (aj -f- р)Vа ==z ----------------- - • ffi -- ■л 2 2 у U -- 2 2 *£2j[ —

і ., і . . . ♦



Доведемо, що в квадранті G: * > 0 , у > 0 еліптичні коор­
динати є регулярними координатами. Відображення R 
задають регулярні функції

х = і
(а, +  X) (я, +  р)

а, — я., У
1 /  (а2 +  М (а2 +  і1)

---  І /  О 2V а-2 — я.

Обчислимо якобіан відображення R:

det R'

дх
дХ

dJ
дХ

дх
др
ду
д\\

S3 ^___-__  ф  0л /2  2v ^іх у  (Я, — Я.,)

ОСКІЛЬКИ Х=5̂ М ,  ДС >  0 , І) >  0 .
Подібним чином можна довести, що еліптична систе­

ма координат є регулярною в будь-якому відкритому 
квадранті.

4. Розглянемо сім’ю еліпсоїдів, одно- та двопорож- 
нистих гіперболоїдів, що задані рівняннями

X2 у 1
+

22

-f" X
г

a l +  X а\ +  х
X2

+
У2

-І-
2а

2 . 2 ,
я, -f* Р а2 +  а а:< +  Р

+
.Vа -1- 22

+  v Я^+ V
1 2 •

+  V

— а; <  v <  —аі <  р <  —агя <  X.

Через кожну точку області простору XYZ, де х у гФ  
Ф 0, проходить но одній поверхні з кожної сім’ї. Таким 
чином, кожній точці (х, у, г), де х у гФ 0, ставиться у від­
повідність трійка чисел X, jx, v, що називаються еліпсо­
їдальними координатами.

Вправа. Довести, що в будь-якому відкритому октанті 
еліпсоїдальні координати є регулярними координатами.

5. Розглянемо регулярну функцію z — / (х , у ), що задана 
в деякій області. Позначимо fx через a1, fy — через їх1. 
Нехай відображення R —

(ul = fx (x, у);
\и2 =  /,( *, г/).



З'ясуємо, коли частинні похідні можна розглядати як 
криволінійні координати. Для цього обчислимо якобіаіі 
відображення:

ди1 ди1 fxx fxyдх ду
ди2 ди2 '

дх ду f ху f у у
ІXX fyy f.ху

Отже, якщо в деякій точці fxxfyy — f%yzт^О, то локальна 
fx, fy можна взяти як криволінійні координати в око лі цієї 
точки.

(и 1 f  .
Перетворення __ і  називається перетворенням Ле-

жжідра і застосовується для розв’язування диференційних 
рівнянь у частинних похідних.

1.8.2. М е т р и ч н а  ф о р м а  е в к л і д о в о г о  
п р о с т о р у  в к р и в о л і н і й н и х  к о о р д и н а т а х

Розглянемо вектори а та b з початком у деякій точці 
Області G і розкладемо їх по базису {Ru. } в цій точці: 
(і х* a1 Rut\ b*mblRuf, Скалярний добуток векторів а, Ьі 
(о, Ь) alb! <Rut, R j >. Позначимо <Ruty Ruf) через g ifu 
У курсі аналітичної геометрії вводилися коефіцієнти g y 9 
коли вивчалася косокутна декартова система координат 
а базисом {еи е2% ев} [4, розд. І, § 5].

Запишемо тепер елемент довжини дуги кривої ds в кри­
волінійній системі координат. Нехай в області U задана 
регулярна крйва u = u(t). Образом цієї кривої в області 
0  є крива, рівняння якої х =  R{u(t)). Координати х \  . . .  , хп
декартові, тому ds3 =  але ^  =  RU'%  • Під-
ставимо одержаний вираз у формулу для обчислення дов­
жини кривої і одержимо

ds2 =  \  Rttt R .A "'х d f  =/  п du<
\ Ииі dt ’ Аи' dl /

=  (Rui, R j ) du‘ dui =  gij (и) dll' dui. (1.14>

Ця додатно-визначена квадратична форма називається 
метричною формою евклідового простору в криволіній­
них координатах.

У випадку вибору прямокутних декартових коорди­
нат Із (1.14) одержимо вже відомі формули (див. ПІД- 
роад 1.5).

із.



ж&г*

Справді, якщо (х, у) — прямокутні декартові коор­
динати на площині, то метрична форма (1.14) набере 
вигляду

ds2 =  dx2 +  dy2.

а • Іх =  х (і);Якщо на площині задана регулярна крива
то квадрат диференціала довжини дуги цієї кривої запи­
шеться у вигляді

ds2 = {{x'y +  (y'Y)dt2:
У просторі в прямокутній декартовій системі координат

ds2 =  dx2 +  dy2 +  dz2.
А квадрат диференціала довжини дуги регулярної кривої 
х  =  x(t)f у  =  у ({), z — z(t) запишеться у вигляді

ds2 = ((x y  +  (y')2 +  ( z y )d t \
Приклади* 1. Нехай на площині задано полярну систему

координат, відображення R : 
Матриця Якобі

х = r cos <р; 
У = r sin ф.

/COS ф — r s i n q A  
\sin ф Г COS ф / ’

=  1.
бій ~  ^  0*
^22 == ^ф) ^

Метрична форма площини в полярній системі координат 
має такий вигляд:

ds- =  dr2 -f г 2гіф2.
2. Розглянемо коло з центром у полюсі полярної сис­

теми координат і радіусом г0; його рівняння г =  г0. Знайдемо 
елемент довжини дуги цієї кривої та довжину кола. Оскільки 
dr =  0, то, використовуючи результат прикладу 1, одержимо,

2л

що ds2 = г \ гіф2, звідки s =  j г0 гіф =  2пг0,
о

З* Знайдемо довжину дуги логарифмічної спіралі, що 
задана в полярній системі координат рівнянням г==гф:

гіг =  =  e*dq>; ds2- == 2е2ф гіф2; 

ds =  1^2 еф d<p; s =  V 2  j є*гіф == Y  2 (еР* — є*1)-
Фі



4 Запишемо метричну квадратичну форму простору 
і» сферичній системі координат. Відображення R задає­
ться системою рівнянь

'x = r  cos Ф cos ф: 
у =  r sin ф cos ф; 
г =  г$іпф.

Звідси
8 и 5 = 5 Rr) =

^22 =  Лф> — г* c°s2 ф; =  <R*f R*> =
/?Ф) =  \/?<р, /?*ф) “  (Rfy Rr>в  о,

тобто g l2 =  g l8 =  £28 =  0, і метрична форма простору має 
вигляд

ds2 =  dr2 +  r2 cos2 ф dtp2 +  г2 йф2.

Матриця (g*/) діагональна, отже, вектори Rr, /?ф, 7?̂ , які 
утворюють в кожній точці, крім точок осі 2 , базис простору, 
Є взаємно ортогональними.

5. Запишемо метричну квадратичну форму першого 
відкритого квадранта площини в еліптичній системі 
координат. Відображення R задане таким чином:

\ F («1 +  ^)(«1 +  Р) -1 /  (а2 +  (а1 +  И-)
X =  1/ ' 2 2 » У 1/ ' 2 2 •У ау — а2 У а2 — аг

Д'іатриця Якобі
«і +  Р а?+ *

2л: (я J — а%) 2х (а{ — а2)
Сі 2 р ої+А

.2і/ (и 2 —  « і) 2у («І — «ї)
матриця

X — (Д.

(gii) =
4 (а! +  X) (в; -і- X)

0

0 Р — Я,
4 (а, +  |і) (я 2 + и )

ЩІЛКИ ds2 =  gu (ciX)2 +  gS2
Зауваження. 1. Можна було не обчислювати коефі­

цієнт gi2, оскільки рівність нулю цього коефіцієнта ви- І

І



пливае із доведеного в курсі аналітичної геометрії факту 
ортогональності еліптичної системи координат.

2. У механіці, якщо метрична форма площини має 
діагональний вигляд, то коефіцієнти g п, gw називаються 
коефіцієнтами Ламе та позначаються відповідно через 
Ни Н2.

Вправа. Записати метричну квадратичну форму про­
стору в еліпсоїдальній системі координат.

Знайдемо вигляд елемента об’єму в криволінійній системі 
координат простору Еп. Згадаємо спочатку деякі відомості 
із аналітичної геометрії: якщо афінне перетворення задане 
метричним рівнянням у  => Ах, де А — невироджена матриця, 
то образом паралелепіпеда, натягнутого па вектори еІ9 ... , еп, 
що має об’єм V х, є паралелеціпед, натягнутий на вектори 
Aelf . . .  , Аеп, з об’ємом

Vv =  Vx \d e tA \.
З курсу алгебри відомо, що об’єм паралелепіпеда, який 

натягнутий иа вектори о,, . . .  , а,„ в ортогональній системі 
координат обчислюється за формулою vol (аи . . . .  ап) =
=  I det (а)) І.

Розглянемо тепер дифеоморфізм X =  R(u), де (Xі, ... , Xа),
Си\  . . .  , ип) — відповідно декартові та криволінійні коорди­
нати області w\ (іи1, , ип) — декартові координати обла­
сті и. Дифеоморфізм R породжує матрицю Якобі R' (и) =
=  (flu, , Ru„).

Об’єм нескінченно малого паралелепіпеда в області и 
можна обчислити за формулою dVu =  du1 . . .  dun, в області 
w — dVx =  dx1 . . .  dx!1. Тоді

dxldx2 . . .  dx.n =  I det R' (и) | duldu2 . . .  dun.

Одержані формули дозволяють знаходити елемент орієн- . 
товаиого об’єму області w в криволінійній системі коор­
динат.

Згадаємо метричну форму евклідового простору в 
криволінійних координатах:

ds- =  і dulduf =  (Rui, R j )  dulduf.

Коефіцієнти метричної форми утворюють матрицю G =  (g*/)= 
=  « R ut, Rul)) =  R' (и)' R‘ (и). Але det R' — det' R', тому
det2 R' (и) =  det G, або | det R' (и) j =  V  det G. Таким чином, 
елемент об’єму в області w дорівнює

V M G  du1 . . .  dun.



Приклади. 1. Знайдемо елемент площі площини в поляр­
ній системі координат. Згадаємо, що ds2 =  dr2 +  г2 dcp2.
Звідси G =  (g ^  j , отже, ds =  rdr dcp.

2. Знайдемо елемент об’єму простору £ 3 у сферичній 
системі координат:

звідси dV =  г- I cos ф | dr d ф гіф.
Вправа. Записати елемент площі площини в еліптич­

ній системі координат та елемент об’єму простору в еліп­
соїдальній системі координат.

Нехай на площині є С2-регулярна крива L. В околі 
кожної точки кривої L можна ввести таку регулярну 
криволінійну систему координат и \ и2, в якій рівняння 
кривої L буде мати вигляд и] = 0. Дійсно, нехай на пло­
щині введені декартові координати (х, у ), а крива L 
задана радіус-вектором г(о) =  (л:(о), у (о)), де о —-нату­
ральний параметр.

Введемо в околі L криволінійні координати (a, t ) r 
використовуючи таке відображення R:

де v — одиничний вектор нормалі кривої L . З ’ясуємо, 
в якій області площини криволінійні координати (a, t) 
будуть регулярними.

Вектор R0 =r'<j -}- Ы0 =  т(1 — /є/), де т — одиничний 
вектор дотичної; k — кривина кривої L, /?, =  v. Отже, 
вектори R0l Rt лінійно незалежні, якщо \ — МфО. Тоді 
якобіан відображення R відрізняється від нуля. При І =  0 
точка Р(а, 0) лежить на кривій L і І — к іф  0. У досить 
малому околі точки Р кривої L введені памп криволінійні 
координати є регулярними.

У цій криволінійній системі координат рівняння дуги 
кривої І  має вигляд 0. Метрична форма площини в цій 
системі координат

1.9. Еволюта плоскої кривої

R (o , 0 — r(o) + lv(o), (1.15)

ds*** dt% +  (1 —• k t fd o 2, 
де k — кривина базової кривої L.



Якщо 6 =  О, то
ds2 =  dt2 +  da2.

Це метрична форма площини в прямокутній системі коор­
динат.

Якщо 6 = 1 ,  тобто крива L — коло радіуса 1, то 
.ds2 =  df“ +  ( l — і)2 do2.

Перейдемо до нової системи координат де г —
довжина відрізка, відкладеного від центра кола; криволі­
нійна система координат (a, г) — це полярна система коор­
динат площини. .Метрика площини в полярній системі коор­
динат задається формою ds2, =  dr2 -ф r 2da2.

Знайдемо точки площини, в яких порушується регуляр­
ність системи координат (a, t). Щоб вектори Rn та R { стали 
лінійно незалежними, потрібно, щоб і — 6/ =  0, тобто /==
=  Підставимо це значення t в рівняння (1.15) і одер­
жимо параметричне рівняння множини / особливих точок 
криволінійної системи координат:

/?(a) =  r(a) +  |v .(a ) . (1.16)

Якщо радіус-вектор кривої L належить класу С3, то 
вектор-функція множини особливих точок криволінійної 
системи координат належить класу С1.

За визначенням р=  1/6 — радіус кривої L. Точка, що 
визначена радіус вектором R ( і .16), називається цент­
ром кривини кривої L

В и з н а ч е н н я .  Еволюта кривої — це геометричне 
місце центрів кривини цієї кривої.

Крива називається евольвентою своєї еволюти. 
Знайдемо умову, при якій еволюта є регулярною 

кривою:

* +  і ’ 1— ? ’ •'
Отже, якщо всюди 6'^=0, то еволюта регулярна. Якщо 
в деякій точці б '^О , то в околі цієї точки параметриза­
ция кривої нерегулярна або у кривої І є особливі точки. 
Доведено також, що коли еволюта І регулярна, то її 
дотична є нормаллю кривої L.

Рівняння (1.16) — це рівняння еволюти кривої £, що 
параметризована природним параметром. Запишемо рів­



няння еволюти кривої, параметризація якої довільна 
Нехай крива L задана системою рівнянь
(X =  X , /
{y==y\t). Тоді вект0Р дотичної т =  (х \ у '), 
вектор нормалі

/  у '  \

одиничний

кривина
V x ' ' + У ' ’ ї

х 'у "  —  х " у ■ 
(%'* +  у ' У ' 2 ’

Підставимо ці вирази в рівняння (1.16) і одержимо рівняння 
еволюти:

X(t) Х ( й - и '  ?  +  *— - У Х' у » — х"и' »х У ,2
Y(t) —  y(t) +  х ' ^  .

Приклади. 1. Еволютою кола радіуса R є точка — 
центр кола. Якщо радіус кола /?= 1, то криволінійною 
системою координат, що породжується цим колом, є по­
лярна система координат. Раніше зазначено, що центр 
полярної системи координат — особлива точка цієї си­
стеми. Зараз одержано той же результат.

т т2. Нехай еліпс заданий рівнянням ^  +  р  =  1 (рис. 1.48).
У вершинах еліпса кривина досягає екстремального значен­
ня. їм відповідають особливі точки еволюти. Рівняння 
еволюти еліпса — (ах)2'3 +  (Ьу)2/3 =  (а2 ft2)2/3. Еволюта зоб­
ражена па рис. 1.48, причому дузі еліпса відповідає дуга 
MN  еволюти. Зауважимо, що рівняння х2& +  У2/3 — 1

X

Л



задає астроїду, отже, еволюта еліпса — це афінний образ 
астроїди.

З'ясуємо фізичний зміст еволюти. Нескінченно близь­
кі нормалі кривої перетинаються в точках еволюти. Якщо 
на кривій розташовані джерела випромінювання, то в 
точках еволюти відбувається концентрація цього випро­
мінювання.

Задані. L Знайти плоску криву, що має таку влас­
тивість: відрізок її дотичної між точкою дотику і віссю 
ОХ є величина стала, яка дорівнює а. Ця крива нази­
вається трактрисою.

2. Довести, що еволюта трактриси є ланцюгова лінія, 
тобто лінія, яка задається рівнянням у =  oh д ,

3. Записати рівняння поверхні, їло одержується при 
обертанні навколо осі ОХ: а) трактриси; б) ланцюгової 
лінії.

4. Одержати рівняння евольвенти.
5. Знайти довжину дуги еволюти кривої L, що вмі­

щається між точками, які відповідають значенням пара­
метра а = о і та 0  = 0 2 , де а — природний параметр U

6. Циклоїдою називається крива, що змальовується 
нерухомою точкою кола, яке котиться по прямій без 
проковзування. Знайти рівняння циклоїди та її ево­
люти.

Задача. Довести, що коло, радіус якого дорівнює 
радіусу кривини кривої L, а центр розташований в цент­
рі кривини, має з кривою L стик більш високого поряд­
ку, ніж дотична.

Вк а з і в к а .  Записати явні рівняння кривої та кола
І РОЗГЛЯНУТИ рІЗПИЦЮ г/к р — г/кола.

Зауваження Еволюта та евольвента застосовуються 
при проектуванні зубчастих передач.

Розглянемо ще одне застосування еволюти. Якщо 
потрібно зробити зручний мішечок ріжком із листка 
паперу, що має форму крута, то лист розрізають по 
радіусу і скручують із нього конус. Нехай лист паперу 
має довільну форму. Як зробити з нього найбільш зруч­
ний мішечок ріжком? Відомо, що нормалі кривої доти­
каються її еволюти. Отже, потрібно розрізати лист по 
еволюті граничної кривої і зробити мішечок. Є жуки- 
листокрутки, що роблять собі гнізда із листків дерев; 
вони розрізають листок по еволюті його межі і скручу­
ють листок навколо розрізу.



Нехай на площині задана параметрична сім’я кривих 
рівнянням F (.х, у , ф) =» 0, де ф — параметр сім'ї. У бага­
тьох випадках сім'я допускає існування кривої, яка в кож­
ній своїй точці дотикається деякої кривої сім'ї.

В и зн а ч е н н я . Крива І класу С1, що задається пара-

{х __х (A.VУ у ^ ц  називається обгорткою сім'ї кривих,
F (х, у, ф), де функція F має неперервні частинні похідні 
по всіх змінних, коли задана функція Ф =  ф (Я) — травило 
прикріплення» кривих сім’ї до кривої І, що задовольняв 
таким умовам; 1) F{x(k), у  (К), ф(>.)) == 0; 2) при кожному 
фіксованому Я0 крива F (х, у, ф (ї.0) =  0 дотикається кри­
вої І; 3) функція ф =  ф (Я) не є сталою ні на якому 

інтервалі зміни І.
Приклади. 1. Еволюта кривої — це обгортка норма­

лей кривої.
2. Розглянемо сім’ю кіл радіуса г, ідо лежать з одній 

півплощииі і дотикаються осі ОХ. Обгорткою цієї сім’ї 
е вісь ОХ та пряма у —2г.

3. Гладка крива, що не має прямолінійних ділянок, 
є обгорткою своїх дотичних.

Одержимо рівняння обгортки.
Теорема 10. Якщо обгортка сім’ї F (х, у,ф )= 0  існує, 

то її точки задовольняють системі рівнянь
\Р{х, у, ф) — 0; 

У, ф) =  0. (1.17)

Д о в е д е н н я .  Нехай крива І класу С1, задана системою

{X  X (Jt)‘
у  — у (X) є обгорткою сім’ї Fix, у, ф) =  0. При­

пустимо, що в деякій точці Р обгортки Fq, Ф  0. Тоді і в 
деякому околі цієї точки /ф ф  0. За теоремою про неявну 
функцію множина точок в околі точки Р, що задовольняють 
рішіяшію F(x, у, ф) =  0, задовольняє рівнянню ф =  tp(x, у), 
причому F(x, у, tp(де, у) )" » 0 і ф =  ф (х, у) належить 
класу С1. Звідси умова 1, якій задовольняє «правило при­
кріплення» кривих сім’ї  до обгортки, набирає вигляду ф =  
=  ф (.ї (Х), /у(Х)), Продиференціюємо що тотожність і одер­
жимо

фК -  ф* +  фу у'.
Але х', у ' — компоненти дотичного вектора кривої І, а фж, 
Фу — компоненти вектора нормалі кривої сім’ї. За умовою

в!



2 криві сім’ї дотикаються обгортки, тому фл х' +  сруу ' =  0; 
звідси одержимо, що щ  =  0 і, таким чином, ер — const 
в деякому околі точки Я, що суперечить умові 3. Отже, 
Яф(х, у , ф) =  0.

Приклади. 1, Розглянемо сім'ю прямих, ідо утворюють
3 осями координат трикутники сталої площі S =  2, розта­
шовані в першому квадранті. Рівняння сім’ї =  1; ab =
=  4 (а УЬ >■ 0). Можна записати рівняння сім’ї так: 4* +  а2# — 
=4а. Тоді система рівнянь (1.17) набере вигляду

[ 4х +  а2 у  =  4а;
12 ау =  4.

Із другого рівняння знаходимо а =  —, підставимо це зна-
У

4 8чення в перше рівняння: 4х Н—  =  —; звідси ху =  1 (х,
у > 0 ) .  Отже, обгорткою сім’ї прямих 4х +  а2у  — 4а (а>0) 
є вітка рівнобічної гіперболи.

2. У курсі аналітичної геометрії показано, що траєк­
торією польоту снаряда, що випущений з фіксованої 
точки зі сталою швидкістю V0 під кутом а до горизонту, 
є парабола [4]. Максимальна дальність польоту дося­
гається при а  =  45°, максимальна висота, що дорівнює

, — гри а  =  90°. Розглянемо сім'ю траєкторій, що зале-
^ #/2 жать від а: х = V0t cos а; у — V0t sin а  — у  . Обгорткою

цієї сім’ї є парабола, що називається параболою безпеки, 
її рівняння

х =  V j\  
у =  И» — €LSJ 2g 2 •

Коли літак знаходиться вище параболи безпеки, а швид­
кість вильоту снаряда не перевищує V'o, то літак невраз­
ливий.

. Задача. Вивести рівняння параболи безпеки.
3. Розглянемо сім’ю кіл з центром у початку координат, 

що задана рівнянням х2 -}- у2 =  <p2. Системі рівнянь (1.17),
й l*2 +  f/2 =  ф2;що набирає вигляду |2ср Д  о задовольняє тільки точка

0(0, 0), тобто ця сім’я не має обгортки.
4. Розглянемо сім’ю кривих, що задана рівнянням

(X — ф)3 +  (у — ф)8 +  з (у — ф) (X/ — ф) =  0 (рис. 1.49). Сис­



темі рівнянь (1.17) задовольняє пряма у  =  х, яка не є об­
горткою сім’ї. Ця пряма складається із особливих точок 
кривих сім’ї. Таким чином, системі рівнянь

[F(x, у, ср) =  0;
\F<? (х, у, ф) =  0

можуть задовольняти криві, ідо не є обгортками.
Зауваження. Системі рівнянь

(Р(х, У, ф) =  0;
\Fv (x,.y, ф) =  0

задовольняють такі точки: 1) в яких функція F не належить 
класу С1; 2) в яких Fх =  Fy — 0; 3) що належать обгортці 
сім’ї F(x, у, ф) =  0.

Достатні ознаки існування обгортки сім’ї плоских 
кривих є, але тут не розглядаються; вони викладені в 
роботі [9]. Задачу знаходження обгортки можна розв’я­
зати, знаючи необхідні ознаки. Якщо функція F нале­
жить класу С1, то крива, яка визначається системою рів­
нянь (1.17), є обгорткою, якщо вона не складається із 
особливих кривих сім’ї.

Розглянемо ще деякі трактування обгортки. Нехай 
на площині задана сім’я кривих F (х, у, ф) =  0. Коорди­
нати точки перетину нескінченно близьких кривих сім’ї 
задовольняють системі рівнянь

[ Р -к х ґу , ф) =  0;
/\p \y - , у, ф +  Дф) =  о,

ЗВІДСИ

Л т  р (*, У> ф +  Д Ф) — Z7 ( ЛГ, у, ф) _  ^
Acp-vO

X  або
Аф

Fq> (X, У, ф) =  0.
Отже, обгортка складається з точок перетину нескінченно 
близьких кривих сім’ї.

Розглянемо дві криві Lt та L2 сім'ї, що відповідають 
значенням параметра та <ра. їх рівняння відповідно 
F {х, у , Фі) =  0 та F(xy у, ф2) =  0. Відстань між кривими 
p(Llf L2) =  inf [ PQ| 4 Якщо 'Ф 0, то відстань між кри­

т і
вими — величина порядку Дф. Якщо =  0, то відстань 
між кривими — нескінченно мала більш високого порядку, 
ніж Дф. Отже, на обгортці криві сім'ї, «зближуються».



Запишемо
формі:

рівняння прямої на площині в нормальній 

х cos ср +  у sin 9  =  hf
де h — довжина перпендикуляру, ідо опущений на пряму 
з початку координат; *ф — кут, який утворює цей перпен­
дикуляр з додатним напрямком осі ОХ\ (coscp, sin ср) -— 
одиничний вектор нормалі. В однородних координатах рів­
няння будь-якої прямої запишеться так:

игхг +  и2х2 +  ийх3 =  0,
де (ии и2, и3) — тангенціальні координати прямої. Заува­
жимо, що тангенціальні координати визначаються з точністю 
до множника: якщо (ии и2, и9) — координати деякої прямої, 
то (pa|f pwa, р//а), р Ф  0 — координати цієї ж прямої.
ІІронормуемо тангенціальні координати так, щоб и\ +  и*= 1, 
ти перейдемо в останньому рівнянні до неоднорідних коор­
динат:

U1 р  +  U2 3̂ +  U$ в  0‘»
ихх +  и2у  =  — и8, ії\ +  иі =  Ь

Порівняємо одержані рівняння з рівнянням прямої в нор­
мальній формі. Координати (costp^sincp, — h) — це танген­
ціальні координати прямої.

Плоску криву можна задати дйО-Ма способами:
J) точками* якщо- задаємо криву радіу^нзектором;
2) прямими, якщо задаємо криву як обгортку с§оїх до- 
іичних. Подібним чином двома способами визиачаТШ^я 
опуклі множини на площині: точками та опорними криг\ 
ними [4, розл. н і г

Розглянемо більш детально другий спосіб задания 
кривої. Дотичні до кривої можи а задати за допомогою 
додатно однорідної функції першого степеня h (п ) =  
==</•, п> , яка називається опорною функцією.

З курсу математичного аналізу відомо, що додатно 
однорідна функція першого степеня пг) задоволь­
няє тотожності

К ,  я І - |- /і„, Пл гш ft.
З іншого боку, рівняння дотичної ft нормальним вектором 
п — (п1г /г2) (І л | — 1), відстань якої від початку координат 
дорівнює ft, має вигляд хпх \- її (рис, 1.50.)

(
1



Порівняємо два останні рівняння і одержимо, що 
координати точки дотику знаходяться за формулами

їх =  hnx\
\ у ^ К г.

Якщо обмежитися тільки одиничними нормалями п =  
«= (COS Ф, sin ф), то опорна функція буде функцією від 
Ф: h =  h (ф). Сім’ю дотичних до кривої можна задати рів­
нянням х cos ф +  у sin ф =  h (ф). Дана крива — обгортка 
цієї сім’ї.

За теоремою 10 із системи рівнянь
X COS Ф +  У sin ф =  

;—X sin Ф у COS ф =
/і(ф);
h'{ Ф) (1.18)

знаходимо рівняння обгортки
\х =  * (ф);
\у  =  у{  Ф),

якщизбна існує.
**-*Таким чином одержано параметричне рівняння об­
гортки, і параметр — це кут, який утворює нормаль кри­
вої з додатним напряхмком осі ОХ. З'ясуємо, як пов’я­
заний параметр <р з природним параметром о кривої.
Відомо, що кривина плоскої кривої & =  Де а  — орієн­
тований кут, який утворює дотична до кривої з додатним 
напрямком осі ОХ. Але ~  ^ , отже, k =  і dcр =  kdv.

Якщо кф О , тобто крива локально опукла, то ~̂=у£=0 і ер
задає регулярну параметризацію кривої. Якщо k — 0 на 
деякому інтервалі, то <р =  const і тому не задає регулярну 
параметризацію кривої.



Особливо ефективно використовувати опоону функцію 
для вивчення опуклих кривих.

Нехай крива задана опорною функцією /z =  ft(<р). Вира­
зимо через опорну функцію кривину кривої. Підставимо

.. /* =  л;(ф); . п  1Q4рівняння кривої уу =  у ^  в систему рівнянь (1.18):

х (q>) cos ф ~|- у  (ф) sin ф ее* h (ф);
>.х (ф) sin ф +  у  (ф) cos ф яе Л' (ф).

Продиференціюемо другу тотожність по ф;
— X COS Ф — у sin ф — Xе sin ф +  у 9 COS Ср 2=2 hn (ф).

Одержане рівняння складемо з першою тотожністю і знай­
демо, що

—Xі sin ф +  у ' cos ф =» h +  h \
Вектор т =  (х у у') — дотичний вектор кривої, заданої рів­
нянням Отже, вектор N ж (у\ —^  — нормаль­
ний вектор кривої; вектор п =* (cos ф, sin ф) — одиничний 
вектор нормалі. Виберемо напрямок обходу на кривій так, 
щоб вектори п та N були співнапрямлені. Тоді (п% N) =
=* І N 1  або — х' sin ф +  у' cos ф =  К (х')2 +  (у')3. Але

d o __1
У (х Г  +  (уУ р .

' •**■©>
де р — радіус кривини кривої. Тому* ‘ •

р =  h +  h \
Розглянемо на площині замкнену опуклу криву- (гра­

ницю обмеженої опуклої множини). Відстань-між дв'дМЗ 
паралельними опорними прямими опуклої множини на- 
зийається шириною опуклої множини в даному напрямку.

Приклад. Розглянемо рівносторонній тілесний три­
кутник. Максимальна ширина цієї множини дорівнює 
довжині сторони трикутника, мінімальна — довжині ви­
соти трикутника.

Крива називається кривою сталої ширини, якщо 
ширина опуклої множини, що обмежена цією кривою, 
у всіх напрямках одна І та ж.

Приклади. 1. Коло — крива сталої ширини.
2. Розглянемо рівносторонній трикутник. Дугою 

кола, центр якого знаходиться у. вершині трикутника, 
а радіус дорівнює стороні трикутника, з’єднуємо дві
ее



вершини трикутника. Опукла крива, що складена з трьох 
таких арок, е кривою сталої ширини (рис. 1.51).

Теорема II. Довжина кривої сталої ширини d дорів­
нює nd.

Д о в е д е н н я . Доведемо теорему для регулярної С2-
2 Я

кривої. Крива замкнена, тому її довжина / =  Ц ds(ер).
_ / 0  
Згадаємо, що d$ =  pdcp, де р — радіус кривини кривої, 
а р =  h +  h \  де h — опорна функція кривої. Тому

2л 2л л я
І =  j  {h -+- h") dep =  j  M<f =  I h (cp) dip +  j  h (<p +  л) dip =

V 0 0 0
Я Я-

=  J {h (cp) -f h (л -f- cp)) dep =  j ddip =  nd.
о 0

Задачі. 1. Знайти площу замкненої опуклої області, 
шо обмежена кривою з опорною функцією =  р).

2 Розглянемо криву, радіус кривини якої р^ро, де 
Рі, — фіксоване число. Довести, що криву можна розта­
шувати в крузі радіуса р0.

В к а з і в к а .  Використати опорну функцію.
Згадаємо, що полюс та поляра вводилися відносно 

кривої другого порядку, що задана в однорідних коор­
динатах. Але всі криві другого порядку проективно екві­
валентні. Тому,/йе обмежуючи загальності, можна роз­
глядати подЮс та поляру відносно кола.

Згадаємо, що коли точка А лежить поза колом та 
через неї проведені дві дотичні до кола, то пряма, що 
"з’єднує точки дотику, називається полярою точки А. 
Якщо точка А лежить всередині кола, то поляра точ­
ки А будується так: проводиться тятива (хорда) через 
точку А; через кінці тятиви проводяться дотичні до кола, 
які перетинаються в деякій точці. Другу точку одержи­
мо, розглянувши ще одну тятиву кола, що містить в собі 
А. .Пряма, що з’єднує дві побудовані точки, є поляра 
точки А.

Нехай задані коло та пряма. Як побудувати полюс 
прямої відносно кола? Якщо пряма І перетинає коло в 
точках Вь В2, то точка перетину дотичних до кола, які 
проходять через точки В і, В2, є полюс прямої І. Якщо 
пряма І не перетинає коло, то робимо таким чином.

Через будь-яку точку А\ прямої І проводимо дві до­
тичні до кола і з’єднуємо .точки дотику тятивою. Взяв-



ШИ Іншу точку А І прямої I, одержимо ще одну тятиву. 
Точка перетину побудованих тятив — полюс прямої І.

Зауважимо, що поляра центру кола лежить на нескін­
ченності, є нескінченно віддаленою прямою.

Побудуємо поляру точки А відносно кола радіуса R 
з центром в точці О. Нехай точка А лежить всередині 
кола. Проведемо тятиву ВС, що перпендикулярна до від­
різку ОА. Через точки В та С проведемо дотичні до кола. 
Вони перетинаються в точці 5. Пряма, що проходить че­
рез точку 5 та перпендикулярна до прямої OS, є полярою

точки А (рис.Ч.52),
Зауважимо, що коли

\O A \~ r ,  
то

| O S | - £ \

Нехай початок координат розта­
шований в центрі кола О. Кожній 
точці А площини поставимо у від­
повідність пряму, що перпендику­
лярна до радіуса-вектора цієї точкиD2
і знаходиться на відстані — від по*

чатку координат. Таке перетворення називається полярним.
Нехай на площині задана крива "r-= г (/). Кожній точці 

цієї кривої відповідає при полярному перетворенні деяка 
пряма. Обгортка сім'ї прямих називається полярним образом 

. кривої r — r(t) відносно кола радіуса R з центром в"початку 
координат. Полярний образ кривої r — r(t) можна зайати 
з допомогою опорної функції

Приклади, і. Коло радіуса г з центром у' початку 
координат при полярному перетворенні відносно кола х2 +

с п2
+  у2 =* R2 перейде в коло радіуса — з центром у початку 
координат.

2. Нехай в коло, відносно якого здійснюється поляр­
не перетворення, вписаний трикутник. Він перейде в опи­
саний навколо кола трикутник, причому сторони описа­
ного трикутника дотикаються кола у вершинах вписаного 
трикутника.

Полярне перетворення має такі властивості:

В

. . Рис. 1.52



1. Прямолінійні ділянки кривої при полярному пе­
ретворенні переходять в одну точку, і ця точка е кутовою 
точкою полярного образу кривої.

2. Кутові точки кривої при полярному перетворенні 
переходять у відрізки.

Зауваження. З точки зору полярного перетворення 
умови «Кривина не дорівнює нулю» та «Ісйує дотична» 
еквівалентні, оскільки полярне перетворення переводить 
криву, для якої не виконана одна з цих умов, у криву, 
для якої не виконана друга.



Глава 2
Т е о р і я  п о в е р х о н ь

Нагадаємо визначення поверхні, які були введені в 
курсі аналітичної геометрії [4, розд. IV, §201.

Елементарною поверхнею називається топологічний 
образ внутрішності одиничного круга в тривимірному 
евклідовому просторі.

Якщо на площині введені прямокутні декартові коор­
динати и1, и2, то внутрішність U одиничного круга за­
дається нерівністю (н> )4 -(«*)*<!• Образом взаємно од­
нозначного та взаємно неперервного відображення мно­
жини U в простір є елементарна поверхня, яку можна 
задати параметрично рівняннями

X і  =» X і  (и 1, ї ї 1 )-,

■ х2 — х2 (и1, и2)',
X* = г5 (в1, и2),

де Xі, х 2, х3 — координати точок простору.
Зауважимо, що внутрішність одиничного круга ю- 

пологічно еквівалентна, наприклад,, площині або внут­
рішності квадрата. "X.,

Простою (вкладеною) поверхнею називаються зв’язна 
множина в просторі, кожна точка якої має'йкіл, що 
гомеоморфний внутрішності круга. '

Приклади. 1. Усі невироджені поверхні другого по; 
рядку [4, розд. VI, §31] є вкладені поверхні. У даопо- 
рожмистого гіперболоїда необхідно розглядати одну зв’яз­
ну компоненту.

2. Циліндр над вкладеною плоскою кривою — вкла­
дена поверхня.

3. Конус не є вкладена поверхня. Дійсно, розглянемо 
_окіл вершини конуса. Якщо видалили вершину, множи­
на стане незв’язною. Якщо ж із внутрішності круга ви­
далити точку, множина лишиться лінійно зв’язною А лі­
нійна зв’язність — де топологічний інваріант. Строге до­
ведення наведене в підрозд. 4.6.

Згадаємо, що будь-яка вкладена крива гомеоморфна 
прямій або колу. Не гомеоморфних між собою вкладених 
поверхонь значно більше.



Приклади. 1. Еліпсоїд гомеоморфний сфері S2.
2. Одноиорожнистий гіперболоїд гомеоморфний ци­

ліндру S 'X £ \  де 5 і— коло.
3. Порожнина двопорожнистого гіперболоїда гомео- 

морфна площині Е2.
4. Тор — це декартовий добуток S 'X S 1.
б. Розглянемо поверхню, що називається сферою з 

р  ручками. Вона будується таким чином: із тора вирі­
заємо область, що гомеоморфна кругу, і 
одержимо поверхню, яка називається 
ручкою (рис. 2.1). Із сфери вирізаємо р 
областей, які гомєоморфні кругу. До кож­
ної граничної кривої на сфері «приклею­
ємо» ручку (тобто гомеоморфізмом ото­
тожнюємо граничні точки кривої на сфері 
і на ручці). Одержимо поверхню, яка на­
зивається сферою з р ручками. Якщо 
Р\ =•’0 то поверхня — сфера; якщо р=  1, рис 2 1 
ТО поверхня — тор. Якщо Ріт^р2 ТО сфера 
» р і ручками та сфера з р-г ручками не гомєоморфні [2].

Зауваження. Занурена поверхня подібно до зануреної 
кривої визначається як локально топологічний образ 
вкладеної поверхні. Точне визначення див. у підрозд. 4.7.

Далі поверхні розглянуто в основному локально, в 
околі точки.

Познайомимося з двома спеціальними класами 
поверхонь: з поверхнями обертання та лінійчастими 
(4, розд. IV, §21^-^

Нехай нд^гґлощині XOZ задана вкладена крива
X х г Iх =  х(и);

L'U = z(u),

Обертаючи криву навколо осі OZ, одержимо поверхню 
обертання. Параметричне рівняння цієї поверхні —

х — х (м) cos v; 
у — х{и) sin V,

[2 — Z(и), a < u < b , О с и < 2jt.
Приклади. І. Розглянемо трактрису, що задана рів­

няннями
■X — asina;
г =  a ^cos и -j- In tg , 0 <  и <  n.

x > 0 ,  a < u < b .



Рис. 2.3

При обертанні трактриси навколо осі OZ одержимо по 
верхню, яка називається псевдосферою (рис. 2.2). Рів 
Няння псевдосфери —

х =  a sin и cos v\ 
у be a sin a sin v\

г шш a (cos и +  In tg y j , 0 <  и <  я, О <  v <  2л.

2. Розглянемо ланцюгову лінію

Нехай р =  р (и), U&U — радіус-вектор кривої; нехай 
через кожну точку кривої проходить пряма з напрямним 
вектором s(u). Тоді радіус-вектор точки поверхні, що 
утворена цими прямими, буде мати такий вигляд:

R («, а) =  р (м) + s (и) у, и ( U, — оо <  у <  +  оо.
Ці поверхні називають лінійчастими. Вони можуть мати 
точки, в околі яких поверхні не є елементарними.



Приклади. 1 Конус, циліндр, однопорожнистий гіпер­
болоїд, гіперболічний параболоїд — лінійчасті по­
верхні.

2. Розглянемо поверхню, що утворена таким рухом 
прямої: пряма, що перетинає вісь OZ під прямим кутом, 
обертається навколо цієї осі із сталою кутовою швид­
кістю (в і одночасно ковзає вздовж осі OZ з лінійною 
швидкістю а. Ця поверхня називається гвинтовою повер­
хнею або гелікоїдом (рис. 2.4). її параметричне рівняння:

X  —  U C O S ( i ) t \

у — и sin
,2  =  at, — 00 < f < +  00, — о о < ы < +  оо.

Поверхні, як і криві, можна задавати різними спосо­
бами [4, розд. IV, § 20J: 1) параметрично, тобто системою 
рівнянь

х — х{цг, игУ,
у — у («\ и2);
z =  г ( « \  иг);

2) неявно, тобто за допомогою рівняння F{x, у, z )= 0 ;
3) явно, тобто рівнянням z= f(x , у).

Приклади. 1. Розглянемо систему рівнянь
4 х =  и +  о;

■ У = ( и  +  п)2;
z =  (и +  о)3, — оо <  н, v <  +  оо,



що визначає гладкий радіус-вектор r=*r(u, v) Ця си­
стема задає криву. Справді, позначимо u+ v  через t. Тоді 
рівняння будуть мати вигляд

Іх =  /;
у —

г «з»
Приклад показує, що гладкості радіус-вектора г =  
(и, v) ке досить для того, щоб він визначав поверхню; 

потрібні додаткові вимоги,
Розглянемо матрицю Якобі нашого відображення 

г = г (« , о):

/  1 1
2 (и +  о) 2 (« +  о)

\ 3 ( « + у)2 3 (и +  о)‘
Ранг цієї матриці дорівнює одиниці для будь-яких и, о, 
тобто

2. Ранг матриці Якобі відображення 
х =  2 и +  v; 
у — 4 и2 +  4 uv +  о3;
2 =  Єги Є0, — оо <  и, V <  -+ оо

дорівнює одиниці у і>ємн?ГГ.'ЛХ. Легко показати, що си­
стема задає криву.

Можна показати, що коли ранг матриці Якобі відоб­
раження х**х(и, О), у — у(и, о), 2 =  2 (U, V) У ВСІХ ГОЧКЗХ 
доріинюе одиниці, то множина точок, що задовольняють 
системі рівнянь, є регулярною кривою.

Повернемося до розглядання прикладів та вивчимо 
менш вироджені випадки.

З, Система рівнянь
х — и cos и; 
у — и sin v ;
г =  и, —оо < «  <  -poo, 0 «  о < 2 л

задає конус обертання. При « = 0 одержимо особливу, 
конічну точку поверхні. Ранг матриці Якобі
coso —и sin о \ 
sin v и cos о 

1 0 /
при и — 0 дорівнює одиниці, при и ф ії — двом, тобто
ГиУ /лф  О,



4. Система рівнянь
( х =  и9\

У = и*-
I z =  v, —o o < a , t ;< + o o

визначає циліндричну поверхню з ребром (рис. 2.5). 
У точках ребра ранг матриці Якобі

дорівнює одиниці.
5. У поверхні, що задана системою рівнянь

{ х +  іу =  (ч +  iv?\
\ г =  Re (и +  го)8

або
х =  и2 — о3;

■ у =  2  ио; 
z — us — 3 uv2,

Є особливості, які називаються точками розгалуження. 
Це точки з координатами w =  0, у = 0. Легко показати, що 
ринг матриці Якобі даного відображення в цій точці до- 
ріммюе 0.

Таким чином, розглянуті приклади показують: для 
того щоб радіус-вектрр.-г*=7 {и, v) локально задавав еле­
ментарну попер^иб( па ранг матриці Якобі цього відоб­
раження шюбкТдно накласти деякі обмеження.

В н^Ж а ч е н н я. Лінійно зв’язна множина точок про- 
сгор^називаеться регулярною поверхнею, якщо в кож- 

точці цієї множини є окіл, який допускає параметри- 
мцію регулярним раді усом-вектором r v) класу Ck,
It >  І (С°°, аналітичним) і таким, що ги х  гьф  0.

Зауважимо, ідо коли крива регулярна, тобто в околі 
будь-якої точки допускає регулярну параметризацію, 
то Існує єдина (глобальна) регулярна параметризація 
ВСІЄЇ кривої. Для поверхонь подібне твердження непра­
вильне.

Приклад. Розглянемо сферу, яка задана системою рів-
иянь

х — R cos и cos V) 
у  =  R COS и sin v\
z =  ft sin u, 0 < v  <  2 л.

t



Ранг матриці Якобі дорівнює одиниці в північному та пів­
денному полюсах сфери, тобто в точках N та S  з коорди­
натами відповідно и =  ~  , о — 0 та а =  — у , о =  0. Але
ці точки нічим не відрізняються від решти точок сфери. 
Якщо повернути систему координат так, щоб вісь OZ не 
проходила через точи kjV га 5 , то ранг матриці Якобі буде 
дорівнювати двоій в цих точках. Отже, сфера — регулярна 
поверхня, але глобальна параметризація, яка тут розгляда­
ється, має особливі гонки.

Природно виникає питання: чи існує регулярна пара- 
метризація всієї сфери? Докладна відповідь на це пи: 
.таішя міститься в гл. 5.

Але, звичайно, існують поверхні, що допускають гло­
бальну параметризацію.

Приклади. 1. Круговий циліндр можна задати так:
х =  R coso;
у =  R sin v\
z — и, —оо <  и <  +  оо, 0 с  v <  2л.

/О —R s \n v \
У всіх точках ранг матриці 0 /? cos ^ ) дорівнює двом.

\\ 0  /
2. Тор можна задати системою рівнянь

х =  (а + b cos и) cos о; 
у (a -f b cos ufstn о: 
z =  b sin и, 0 <  иу v <  2л.

Це глобальна регулярна параметризація тора.
Розглянемо поверхні, що задані неявно.
Приклади. 1. Точка 0(0 ,0 , 0) є особливою точкою ко­

нуса F (ху у у г) =  х2 +  у 2 — z2 =  0, оскільки в цієї точки 
немає околу, гомеоморф ного кругу. Відзначимо, що в цій 
точці Fx =  Fy =  Fz =  0, тобто в точці О grad F =  0.

2. Нехай F (*, yy z) =  (х2 +  г/3 +  г2) (*2+У2 +  г2 — 1)=0. 
Ця множина точок має ізольовану точку 0 (0, 0, 0), і в пій 
grad F f= 0.

Для того щоб множина точок, що задані неявно рів­
нянням F(x, у, z )=  0, була регулярною поверхнею, в 
розумінні даного нами визначення, на функцію F необ­
хідно накласти деякі обмеження.

Теорема 12. В околі точки (локально) всі три спо­
соби задания регулярної поверхні еквівалентні між со­
бою, а саме:



1. У кожної точки регулярної поверхні їснує О К ІЛ , и^о 
допускає явне задания того ж класу регулярності, тобто 
вона локально є елементарною поверхнею.

2. Нехай множина точок простору Е3 задана рівнян­
ням F(x, //, z) =  0, причому F (fe >  1) * grad О 
<9 точці P0. Тоді існує окіл точки Р0І в якому ця мно­
жина може бути задана явно, і функція явного задания 
належить Ckt тобто ця множина локально є елементар­
ною поверхнею,

До в е д е н н я .  1. Нехай в точці Р0 регулярної поверхні, 
що задана радіус-вектором г =  r (и, v) 1), векторний
добуток ги х г  „Ф 0. Це еквівалентно тому, що ранг матриці 
Якобі відображення г =  r(a, v) в цій точці дорівнює двом. 
Не обмежуючи загальності, можна вважати, що в точні Р0

Отже, за теоремою про обернену функцію в деякому околі 
Томки F 0 існує обернене відображення

того ж класу регулярності. Підставимо знайдені значення и 
та V в параметричні рівняння поверхні і одержимо задания 
поверхні у вигляді

також випливає
Ія теореми про неявну функцію. Довести самостійно.

Таким чином, доведено, що локально будь-яка регу­
лярна поверхня є елементарною поверхнею. Більше того, 
гомеоморфізм околу точки регулярної поверхні кругу 
задається ортогональним проектуванням цього круга на 
координатну площину і є дифеоморфізмом відповідного 
класу гладкості.

У курсі аналітичної геометрії [4, розд. VI, § ЗО] було 
визначено дотичну площину до поверхні другого порядку 
F (x \ х \  X*) =  0 в точці Р (х10, х\у лф як площину, в якій

w =  и {к, у)\ 
V =  v(xf у)

2.2. Дотична площина поверхні

t



лежать дотичні до всіх плоскик перерізів поверхні, що про­
ходять через точку Р. Було доведено,-що рівняння дотичної 
площини

р х< (*J. К< *3) (* '— *•) =  о-

/Міркуючи подібним чипом, введемо поняття дотичної 
площини до регулярної поверхні. Нехай в оКолі точки Р 
поверхня задана параметрично радіус-вектором г — г (а1, и2) 
(ru. X гиг Ф  0) і нехай точка Р — образ точки «0'К» ul)- Р03' 
глянемо на площині и1и2 регулярну криву

I а1 =  а1 (/);
І «2 -  и2 (0, (и))2 +  («•)» Ф  0,

що проходить через точку и0. Образом цієї кривої на по­
верхні буде крива, що проходить через точку Р. Її радіус-

du*вектор Г — Г (и1 {(), и2 (0); ДОТИЧНИЙ вектор — Г, — Ги' —  +
І п

г«. ф  0, оскільки поверхня та крива на площині іди2

регулярні. Дотичний вектор Г( в точці Р до кривої, що 
лежить на поверхні, розташований в площині я, яка натяг­
нута на вектори Г„> («о), Гцг(н0).

Розглянемо регулярні криві на площині и'и2, що про­
ходять через точку и0. їх образ — це множина регулярних 
кривих на поверхні, що проходять через точку Р, Дотичні 
вектори до цих кривих будуть'ЛЄЖ-2ТП в площині я.

{^1 ==: ц}~ Cl t' ■
и2 =  х2 +  a j  al + аІФ  0 — криза -в площині

иЧг. її образ має в точці Р дотичний вектор а =  Г&Щ Н- 
+  ги>аг. З огляду на довільність аг та а2 дотичні до кривИХ 
па поверхні, які проходять через точку Р, заповнюють пло­
щину я. Площина я  називається дотичною площиною по­
верхні в точці Р.

В и з н а ч е н н я .  Дотичною площиною регулярної по­
верхні в деякій точці називається площина, яка утворена 
дотичними до регулярних кривих, що лежать на поверх­
ні І проходять через цю точку.

Ясно, що напрямний вектор нормалі площини я  є вектор 
Ги'ХГиг. Тому рівняння дотичної площини до поверхні г =  
=  t {и1, и2) в точці Р з радіус-вектором r (а*, и20) має такий 
вигляд: . . . .

(R — r (4 , и*),, г и 1 (wj, ttj), гиг(а\Л «;)) =  0. (2.1)



Нехай поверхня задана неявно рівнянням F ix1, х2, х8)= 0 , 
причому g ra d ^ ^ O . Запишемо рівняння дотичної площини 
до поверхні в точці (xj, дСд, х;5). За теоремою 12 в околі 
точки (х1, де8, аг8) поверхню можна задати явно, а це — окре­
мий випадок параметричного задания. Отже, в околі точки 
(Хд, ac'q, х8) існує регулярна параметризація поверхні

Xі  —  Xі ( м \  м2); 
хг — х2 (и \  м2);
X 3 =  х 3 ( и \  и 2)

I F (х1 (и1, и2), х2 (и1, и2), Xs (и1, и2)) s  0. Продиференціювавши 
тотожність, одержимо:

або

п д*1 . п 
F * 1

дх'

дх2 . п  дх» 
2 ^  -f F,*ди '

д х 2
ди2

*' д и ' 
дх3 
дї?

=  0.

=  0,

(grad F, гиі) =  0; 
(grad /*', r u«) =  0.

Оскільки rU', ги* лінійно незалежні, вектор g rad /7 є напрям­
ний вектор нормалі дотичної площини. Тому рівняння до­
тичної площини поверхні F (де1, х2, ха) =  0 в точці (xj, х 2, х8) 
має такий вигляд: --------  .

b ( x \ , x \ , x $ { x ‘ - x $ > = G .  (2.2)

Якщ£Г поверхня задана явно рівнянням х8 =  / ( х \  х2), то 
^^фТвняння дотичної площини (2.2) в точці (xj, х2, х8) набере

вигляду
ft' {*1, ХІ) {Xі —  Xі ) +  f r i x 1, хі) (Xа —  X а) =  Xs —  Xа.

Приклад. Запишемо рівняння дотичної площини в точ­
ці (R, 0, 0) до сфери радіуса R з центром у початку коор­
динат. Нехай сфера задана параметрично:

х =  R cos и cos v, 
у — R cos и sin о;

JTz =  R sin u, — -ту- «  и «s ~  , 0 «  v <■ 2я.

Точці (R, 0, 0) відповідають значення параметрів и =  О, 
V -  0. Тоді ru (0, 0) = (0, 0, R), rv (0, 0) = (0, R, 0) і рів­
няння дотичної площини (2.1) запишеться у вигляді



x — R у г
О О 
О R

R =  О,
О

або х — R.
Ця ж сфера неявно може бути задана рівнянням

F(X;y , z ) ~ x*  + y* + z * - R *  =  О,

і рівняння дотичної площини (2.2) буде таким: x = R .
Зауваження. 1. Дотичну площину поверхні можна ви­

значити подібно до того, як раніше визначено дотичну пряму 
для кривої. Нехай Р — точка на регулярній поверхні, я — 
площина, що проходить через точку Р. Візьмемо на поверхні 
точку Q і позначимо її відстань від точки Р та площини я 
через d та h відповідно (рис. 2.6). Площина я називається

hдотичною площиною до поверхні в точці Р, якщо lira -т —

Задача. Довести, що два визначення дотичної площи­
ни для регулярної поверхні еквівалентні.

2. Вище зазначено: якщо розкласти радіус-вектор r(t) 
кривої за формулою Тейлора (або функцію F(x, у), коли 
крива задана неявно) та залишити тільки лінійну частину, 
то одержимо рівняння дотичної до кривої,

Подібне твердження має місце для поверхні. Нехай 
г= г(м ‘, м2) — радіус-вектор регулярної поверхні. Роз­
кладемо г(и1, и2) за формулою Тейлора в околі точки

тоді
grad F =  (2х, 2у, 2г), grad F |<д.о, о> =  (2R, 0, 0),

0 [15].

г (и \ и2) =  г (и\, «5) +  rUi («}, ц2) (а1 — м‘) +

+  '  «* К  ««) (“ * -  и*) +  О ( V V  -  u f f  +  (и2 -  u ff) .

Рис, 2.6 Рис, 2,7



Якщо залишити в розкладі тільки лінійну частину, а до­
данки більш високих порядків відкинути, одержимо па- 
рямегричне рівняння дотичної ПЛОЩИНИ.

Нехай поверхня задана неявно рівнянням Г (х1, х2> х3) =0. 
Розкладемо функцію F ix1, х2, х3) за формулою Тейлора 
в околі точки (xj, х2, х3);

F (х \  х2, *3) »  Fxі (х0) (х1 — 4 )  +  Рхг (х0) (х2 — х2) +

+  /V  (*о) (-Ї3 — *о) +  О (К(ж1 — Xі/  +  (*2 — *о)2-Н*3 — 4Г2)-
Прирівнявши до нуля лінійну частину розкладу, одер­
жимо рівняння дотичної площини.

Таким ч и н о м , локально дотична площина е лінійним 
наближенням поверхні.

3. За теоремою 12 регулярну поверхню в околі довіль­
ної точки Р поверхні можна задати явно, тобто поверхня 
однозначно проектується на свою дотичну площину.

Справді, виберемо прямокутну систему координат у

ЙЮСТОрі спеціальним чином: початок координат — точка 
і з* площину я1*2 беремо дотичну площину поверхні 

и іОЧЦІ Р, за вісь х3 — нормаль до поверхні в точці Р. 
Тоді вектор нормалі до поверхні в точці Р має коорди­
н а т  (0, 0, 1). З іншого боку, координати вектора нор- 
МйЛІ — це мінори матриці Якобі

\

/

ФО

І поверхня явно задається рівнянням Xй — f  (де1, де2).
За вибором системи координат / (0, 0) =  0. Крім того, 

(0,0) *» /*« (0, 0) =  0, оскільки вектор нормалі (/,<, f„t, —1) 
дотичної площини в точці Р колінеарний вектору (0, 0, 1)’.

2.2.1. С ф е р и ч н е  в і д о б р а ж е н н я  п о в е р х н і

Згадаємо, що криву можна задати двома способами: 
радіус-вектором, якщо розглядати криву як мнбжину



точок простору, сім’єю прямих, якщо розглядати криву 
як обгортку своїх дотичних.

Те ж саме має місце для поверхні, а саме: поверхню 
можна задати радіус-вектором як множину точок просто- 
ру; дуальний спосіб задания — задания через сім’ю до­
тичних площин, обвідною поверхнею якої (обгорткою) е 
поверхня.

Нехай F — регулярна поверхня в просторі Е3. У кожній 
точці поверхні існує дотична площина. Нехай г =  г (а1, и2)

Т j ^  f 2
— регулярна параметризація F, вектор п — , “ ■ ■ ; е

одиничний вектор нормалі поверхні. Початок одиничного 
вектора нормалі п в точці Р поверхні розташуємо в центрі 
одиничної сфери. Тоді кінець вектора п попадає в точку Р, 
що належить сфері, Р — сферичне зображення точки Р. 
Сферичним зображенням області G, яка лежить на поверхні, 
буде деяка множина б, що складається із сферичних зоб­
ражень точок області G.

Приклади. 1. Сферичним зображенням площини є точ­
ка на сфері.

2. Сферичним зображенням прямого кругового ци­
ліндра є велике коло одиничної сфери.

3. Сферичним зображенням еліпсоїда є вся сфера. 
При цьому в силу опуклості еліпсоїда кожній точці сфери 
відповідає одна точка еліпсоїда.

Вправа. Самостійно розглянути сферичне відображен­
ня тора.

Нехай поверхня задана явно рівнянням х3 =  f  (a;\ х2). 
Тоді вектор /V «  (/*., fxa9 —І) — вектор нормалі до поверхні

В ТОЧЦІ Р (Xі, X2, /(Xі, X2)), вектор п as --f*-’ *̂2’ -L  —
У 1 -+&  + &

одиничний вектор нормалі. Нехай центр одиничної сфери 
розташований в початку координат. Рівняння дотичної пло­
щини до сфери в точці (0, 0, —-І) буде х3 =  —1. Промінь 
з початком в точці О в напрямку вектора п перетне цю 
площину в точці Ру яка називається нормальним зображен­
ням точки Р (рис. 2. 7). Координати точки Р — (/*»,/*»)• 

Приклад. Знайдемо сферичне зображення еліптичного
параболоїда х3 =  ^  \ .i t  •*-!-. Вектор N =  (х1, х2, —1) —
вектор нормалі поверхні, тому нормальним зображенням 
еліптичного параболоїда є вся площина. Звідси випливає,



ідо образом еліптичного параболоїда при сферичному відо­
браженні е відкрита півсфера.

Вправа. Самостійно розглянути сферичне відображен­
ий гіперболічного параболоїда.

Згадаємо, що на площині криволінійні координати вво­
дилися и1, и '2 таким чином: и 1 =  f xi, и2 =  f x>, де f ix 1, х2) — 
регулярна функція. Це перетворення Лежапдра. Дамо його 
геометричну інтерпретацію. Розглянемо поверхню, що задана 
рішіянням .v3 =  f i x 1, х2); координати (/*., /**) — це координати 
нормального зображення точки поверхні.

2 . 2 .2 . О  р  і е  н  т о  в  а  н  і  і  н е о р і є н т о в а н і

п о в е р х н і

1 Іехай F — регулярна класу Ск' поверхня в просторі £ 3; 
U, V — дві області на цій поверхні, які перерізаються, і 
КОЖНА з яких гомеоморфна відкритому кругу, і у кожної 
и ЯКИХ існує регулярна параметризація: г =  г , (и1, и2) — 
И#і|>йм(ітрняаиія області U, г — г2 (о1, о2) — параметризація 
облисТІ У. У перерізі областей U га V є дві параметризації.

ІІОХйй відкрита множина U настільки мала, що в ній 
ЦОМрХІїИ може бути задана явно рівнянням х3 — fix 1, х'2). 
Тоді точки перерізу множин V  та V допускають однозначне 
нроекгушнт на площину х1х2. Отже, відображення

F 1
І Обернене »Ідобр^»ИГння

К 1 =  X і  ( и 1 ,  и 2 ) 

х 2 =  х 2 ( и 1 ,  и 2 )

и1 =  и2 (де1, X2) 
ї ї2 =  и~ (Xі , X2)

Ш іЄЖйть класу регулярності Ск.
( X  ̂ =  X'̂  (X)̂Відображення G : |  =  х 2 ^ і ’ ^  та обернене відобра­

ження О*1: { Z  % ^1; $ , де Vі , v- ч и  Л V,
КЛвсу регулярності Ск. Отже, відображення

належать

F-Ю-. и1 —  U1 (Xі  ( о 1, V2), X2 ( о 1, V 2))
и2 =  и 2 (Xі  ( V і ,  V2), X2 ( о 1, V2)) 

f ^  ш  IIі (Р1 Р2)•бо І иі в  мз ^  є регулярним класу Ск взаємно одно-

•начним відображенням області ґ 1 (U Л V)— r' 1 (U f| V). 
Те Ж саме має місце для оберненого відображення О"1 © F,



<*ДЙЗДШ*е4»*

тобто відображення f &1 о G 
є дифеоморфізмом І ЙОГО яко- 
біан відрізняється від нуля 
(рис. 2.8).

Можна довести, ідо

ді ус-вектор в U ґ) V е
г =  г 2 (Vі, V2) =  гг (и1 (и \ v2)yРис. 2.8 

Vі)). Звідси

ді ус-вектор 
г =  r j v \  V

дих . ди* ди1 ди*
г'>{ “  г“* W  ; 8585 гГи2№

rv і X Гу* =  del dvx dv1 
ди1 ди2
55і 55*.

(гаі X /V). (2.3)

Із того, що гіііХ / ,ц»^0; х г о* ^ 0 ,  випливає

В и з н а ч е н н я .  Регулярна поверхня називається 
орієнтовною, якщо її можна вкрити околами, що гомео- 
морфні відкритому кругу, в кожному з яких поверхня до­
пускає регулярну параметризацию, . причому в області 
перерізу околів перехід від одних криволінійних коорди­
нат до других відбувається за допомогою перетворення, 
визначник матриці Якобі якого додатний. Якщо не існує 
вкриття поверхні такими околами, то поверхня не може 
бути орієнтованою. 1 4

Розглянемо одну область U з криволінійними координа­
тами и1у и \  Координатні лінії задаються рівняннями а1 == 
=* const; и2 =  const; г«*, ru*— дотичні вектори до коорди­
натних ліній. В кожній точці області U вектори гич ги* 
можна прийняти за базисні вектори відповідної дотичної 
площини, вони задають орієнтацію дотичної площини. Від 
точки до точки орієнтація змінюється неперервно, оскільки 
вектори ТиІ, Тир також змінюються неперервно.

Розглянемо переріз областей (/ га 1/. В кожній точці 
області перерізу є два базиси однієї і тієї ж дотичної пло­
щини: (Ти}у тиг) та (гуі, /•„*). Якщо матриця переходу від 
одного базису до другого (а це і є матриця Якобі відобра­
ження, яке зв’язує одні криволінійні координати з другими)



мас додатний визначник, то ці базиси задають одну і ту ж 
Орієнтацію дотичної площини.

Розглянемо ще один перехід до з'ясування змісту визна 
чеиіія поверхонь, які можуть або не можуть бути орієнто 
В!НІ. Нехай в просторі задана орієнтація. Якщо (Гці, ги>) — 
базис дотичної площини поверхні r = r (u \  .u2)t то нормаль 
п до поверхні вибираємо так, щоб базис простору (/■«« ги*, п) 
МДШВ додатну орієнтацію простору, тобто п =  ru> х ги%. 
Формула (2.3) показує, як зв'язані нормалі, що визначаються 
Пірвметризаціями сколів U та V. Із неї випливає, щб м о ж ­
ливість орієнтувати поверхню гарантує можливість вибору 
Шфимстризації околів, які вкривають поверхню, а також що 
нормаль буде неперервно змінюватися при переході від 
ТОЧКИ до точки і в перерізі околів різні параметріізації

П ть визначати один і той же одиничний вектор нормалі.
'ОЗГлянемо па поверхні шлях у з початком у точні Р0. 

Нирнемо його околами 0 а (гомеоморфыими відкритому кругу), 
И ЯКИХ задана регулярна параметризація шляху Оскільки 
ШЛИК у в неперервне відображення / відрізка [0, 1], то 
/  1 ((/* П V) вкриють відрізок [0, 1]. З цього покриття можна 
ВИбрИТН СКІЙЧешіе вкриття / -1 (0 0 f] у), . . .  , /“* (Uk П у). Тоді 
ОКОДИ Ufa Uu , , , , Uk здійснюють скінченне вкриття шляху у. 

И« Підрізку |0, ІІ виберемо впорядковану послідовність
п шIW *1, . , хн-і таких, що х„ =  0, Хк+\ — 1 і Р0 — 

1 *• f (,*ч-0 { Uk, Pi — f (**) і Ui-i П Uі

(рІК), 2.9). Уздовж відрізка шляху Р0Р1 визначимо одиничне
Ги, хги,

нормально неперервне векторне поле поверхні п0 =  гу~ттг— -и*
JHS f**r(ul , и*) — регулярна параметризація околу U0. У точці 
ft. нормаль задається також у вигляді п. =  . , деІ Г Vі * *V2 І
г м  г (0і , 0s) — регулярна параметризація околу Uv  Якщо 
Нормалі по та п1 у точці Рг співпадають, то нормальне не­
перервне векторне поле буде визначено на відрізку шляху 
РиР,, Якщо вони протилежні, то змінимо параметризаціго



околу таким чином: ц1 =  б1, vz =  — 5.2. Тоді в новій пара- 
метризації в точці Рх нормаль пх буде співпадати з нор­
маллю п0. В точках Рі будемо робити аналогічно. В ре­
зультаті вздовж шляху у побудуємо неперервне нормальне 
векторне поле.

Нехай у — замкнений шлях, тобто Р0 =  Ри+и Після об­
ходу у повернемося в точку Р0 з нормаллю пкУ яка або 
співпадає з п0і" або протилежна.

Вправа. Покажіть, що ця властивість не залежить від 
вибору нормального векторного поля.

Якщо поверхня може бути орієнтована, то неперервне 
поле нормалей вздовж будь-якої замкненої кривої має 
ту властивість, що після обходу кривої повернення у ви­
хідну точку здійснюється з нормаллю того ж напрямку. 
Це випливає безпосередньо із рівності (2.3).

Якщо на поверхні існує замкнена крива у гака, що 
після обходу кривої повернення у вихідну точку відбува­
ється з протилежно напрямленою нормаллю, то поверхня 
не може бути орієнтована. Крива у називається петлею, 
що дезорієнтує, Таким чином, у нас є ознака поверхні, 
що не може бути орієнтована.

При обході замкненої кривої можна слідкувати не за 
полем нормалей, а за базисами дотичних площин. Будемо 
вважати, що вздовж шляху у задане поле дотичних ре­
перів, коли вздовж нього задані два неперервних дотич­
них векторних ПОЛЯ (в, (0, ( 0 К ЯК1 в КОЖНІЙ точці утво­
рюють базис дотичної площини^

Аналогічно тому, як при побудйбїнеперервного век­
торного поля нормалей, вкриємо ШЛЯХ̂ >̂ ОТНЧЄННОЮ по­
слідовністю ОКОЛІВ Uа, и и  , Uk з упорядкованою послі­
довністю ТОЧОК Ри  . . .  , Pfc+ь Вздовж в і л р І З К а ДІ/1Я X у 
/ У \  визначимо дотичний репер {ruи ги*}> де г =  г (я1, і?2) - -  • 
регулярна параметризація в околі 0 0. В точці Рг є також 
базис дотичної площини (гг;і, г**), де r =  r(v1, V-) — регулярна 
параметризація в околі Uv  Розкладемо вектори базису 
{/V, гиг) по базису {Г'Л, г&}:

г и і =  a\rv і +  a\rv%\

ru 2 =  a\rv* +

Змінимо параметризацію U{ таким чином:
j цг == а} Vі -f
I v2 =  ajv1 +  alv2.

т



Тоді в н о в ій  параметризації в точці Рх г~, =* ги>, г~г =  ги* 
І тепер дотичний репер буде визначений на відрізку Р0Р2. 
Н Інших точках Р[ будемо, робити подібним чином. У ре- 
•ульт-аті вздовж шляху у одержимо поле дотичних реперів.

Нехай у — замкнений шлях, тобто Р„ — Р/,+\. Після об­
ходу у вернемося в точку Рп а базисом, що задає ту ж 
орієнтацію, що і початковий базис, або протилежну.

Вправа. Показати, що ця властивість не залежить від 
вибору поля дотичних реперів.

Якщо поверхня може бути орієнтована, то повернення? 
відбувається в точку Р0 з базисом, що задає ту ж орієн­
тацію, Якщо ж відбулося повернення в початкову точку 
й 0»інсом, що задає протилежну орієнтацію, то поверхню 
Орієнтувати неможливо і крива називається петлею, що 
двіоріентуе.

Приклади. 1. Усі елементарні поверхні можна орієп- 
іумети Елементарні поверхні гомеоморфні кругу, тобто 
ВОНИ можуть бути вкриті однією областю (околом), мо­
жучі* бути задані однією параметризацією.

5J Сфера — це поверхня, що може бути орієнтована. 
Сферу Можна задати рівнянням x2- f {/2-+-г2—Я2 = 0. Нор­
маль Д**(я, у, г) напрямлена по радіус-вектору точки 
* фори Таким чином, у всіх точках сфери однозначно ви- 
ОрйИі'і нормаль, що неперервно змінюється від точки до

% Розглянемо пойррх’іііо,Що'задана параметрично:

І)Н поверхня називається листком Мебіуса. Листок Ме- 
біупі одержується з прямокутника ототожненням двох 
Його сторін, як показано на рис. 2.10 (ототожнюються 
точки І І б. З і 4. 2 і 5). Можна одержати листок Мебіу- 
ск, обертаючи півплощину хг, в якій розташований відрі­
зок АВ. навколо осі OZ та обертаючи сам відрізок навко­
ло ОСІ, паралельній осі ОХ, що проходить через середину 
Відрізка, так, щоб швидкість обертання була в два рази 
мийне швидкості обертання півплощини (рис. 2.11). Коли 
ПІйИДОїШіна обернеться на кут 2л, відрізок обернеться 
Пй кут я і змалює листок Мебіуса.

a т  t sin J  , —-J  , 0 <  0 <  2я



Рис. 2.10

Доведемо, що листок Мебіуса — це поверхня яка не 
може бути орієнтована. Для цього покажемо, що крива 
/ =  () є петля, яка дезорієнтує. Справді,

rt (0, 0) =  (cos cos 0, cos у  sin 0, sin y j ; 
re (0, 0) =  (—sin 0, cos 0, 0);

/ *
n =

i
0 О* . Л . 0COS у  cos 0 COS у  Sin 0 Sin у

cos 0 0I — sin 0
/ . 0 a . 0 . a 0 \=  I—Sin 2 COS 0, — Sin у  sin 0, COS у  I .

Зауважимо, що \rt X re | =  1 у всіх точках кривої і =  0. 
Отже, параметризація поверхні регулярна вздовж цієї кри­
вої. Тому поверхня регулярна в околі кривої, тобто нормаль 
змінюється неперервно при руці вздовж Кривої. Но, маль 
п =  (0, 0, 1) при 0 =  0 і ґі =  (0, 0, —1) при 0-52S-2я.

4. Довести самостійно, що поверхня, яка задана си­
стемою рівнянь

х =  cos и cos 2 v; 
у  — cos гг sin 2 v; 
z =  (cos v — cos и sin y) sin w,

є поверхнею, яка не може бути орієнтованою. Знайти пет­
лю, іцб дезорієнтує.

Зауваження. Поверхні, які не можуть бути орієнтова­
ні, називаються ще односторонніми.

2.3. Перша квадратична форма поверхні

Розглянеш регулярну поверхню, що задана парамет­
рично: г = г (и1, и \  г„і X ги» =т̂ О, та регулярну криву на 
площині и1, и2, що задана системою рівнянь .



ОбрАдОМ цієї кривої па поверхні буде регулярна крива, 
MU) мдниа параметрично: r= r(u l (t), u2 (t).

t?.
вийдемо довжину кривої на поверхні як s =   ̂ds. Відомо, 

ЩО ds2 «* (r„ rt) dt2. Але г, =  ги, —  +  ги* - jj ■ Тому

<Ги', Ги*)
\ 2

_L 9 /Г r \duldu* ,
I t  +  2 (r“s Г“а> 1 Г 1 Г +

f* <'«*, / »  (7^ ) “) dt* =  ru/) du‘ dui, i, / = 1, 2 .

Ци КІібдрятнчна форма називається першою квадра­
нтними формою поверхні і позначається через І.

МКже, І -  g,/duf dult де gif -  (гиі9 гиі), і, /  =  1, 2 .
Ч.чгіо коефіцієнти першої квадратичної форми позна- 

НИІМг к минім ЧИНОМ: / ї -tfii; / =^12; G = g 22.
•ififlHHlM nepiUy миідритичму форму поверхні та рівнян­

ня bpinmf ни hnhi’ps til и іфішоліпійних координатах, мож­
на анйЙтн ДниЖИИУ ЛУПІ кривої.

Обчислим.і діп крнміїїинт першої квадратичної форми:
A Ом) «•» /*н*) (.г 3=81 ^ X  ги-' І".

« щ о  ІШйІфКіЩ г г (а1, п2) регулярна, то дискримінант 
Мнимої ііі̂ їіп'ііішої форми д > 0 , g n  =  <гц., /■„.)> 0  і 
''•■іниа лшяратична форма е позитивно визначеною. Позитивна 
«Шічічіість першої квадратичної форми порушується там, 
Ар порушується регулярність параметризації.

Приклади. І. Нехай и \ и2 — пр'ямокутні декартові коор- 
йНМАіН ИЛОШИНИ. Перша квадратична форма площини
І *  Ш у ч  (du*)*.

(Іврщй квадратична форма площини в полярних коор- 
линящ* мне такий вигляд (див. підрозд. 1 .8 .2 ):

УііЖ 1 a  dr- +  г* ац

й Розглянемо сферу радіуса R. Раніше обчислено сле- 
М#)!1 дуги кривої в сферичній системі координат (г, <р, ф) 
і одержано (див. підрозд. 1.8 .2 ):

ds2 «■ dr2 -|- г • (с/ф3 соз2 ф гіф2).
XT’ . .

РШ&, %■.'
-ЇЛ>



Із останньої рівності можна одержати першу квадратичну 
форму сффи, якщо підставити в неї г — R =  const. Отже, 
перша квадратична форма сфери радіуса R І =  R2 (<іфа +  
*f cos2 ф d(p2). '

Той же результат одержимо, якщо будемо шукати 
першу квадратичну форму сфери, що задана рівняннями

та користуватися при цьому лише визначенням першої 
квадратичної форми.

Зауважимо, що коли сфера задана системою рівнянь

то І =  R2 (d \f +  sin- ф d<p°).
З’ясуємо геометричний зміст коефіцієнтів g... На поверхні 

розташовані дві сім’ї координатних ліній и1— const; и? =  const- 
Вектори ru>, rU’ дотикаються координатних ліній. Знайдемо 
елемент довжини дуги лінії и2 — const: dsf — (ru-., ru>) (du' f .

=  const. Нарешті, розглянемо ru*). Нехай «> —
кут між дотичними векторами гиі, г и> до координатних ліній

і навпаки. Тобто рівність нулю коефіцієнта g 12 — необхідна 
та достатня умова для оргогональності координатних ліній.

Якщо gu  ~  1 , то du1 — елемент дуги кривої и2 — const, 
тобто и1 — натуральний параметр на цій кривій.

Повернемося до сфери. її перша квадратична форма

отже, координатна мережа ортогональна, gu — R2\ g r2 — 
=  R 2 sin2 ф. Розглянемо нову параметризацію сфери — таку,

ординатах (ф, ф) перша квадратична форма сфери ds2 —

х — R cos ф cos ф; 
у == R  sin ф cos ф;
г =  R sin ф, 0  <  ф <  2л, — <  Ф <

х — R cos ф sin ф; \
у =  R sin ф sin ф;
z — R cos ф, 0 <s ф <  2л, 0 «S ф <5 п,

І =  R2 (d \f  +  sin2 ф f/ф2), g 12 — 0,



т t y  -і- R2 sin1 -5- dtp2. Зауважимо, що коли ф — кут, який 
утворює радіус-вектор точки сфери з центром у початку 
КООРДИНАТ з додатним напрямком осі OZ, то ф — довжина 
нуги великого кола на сфері, що стягує кут ф. Якщо R — 1, 
то і - * ф .

Обчислимо довжину малого кола на сфері. Мале коло 
можна задати рівнянням ф =  ф0, де ф0 — const, ф0— довжи* 
ІШ НІДріака меридіана від полюса до малого кола. Елемент 
ЛУГИ малого кола знайдемо, підставивши в першу квадра­
тичну форму ф =  фо- ds => R sin ї? dtp. Звідси довжина ма- 
Ш  КОЛЙ

S «
ЇП 2rt

І М
R sin ^  dtp — 2nR sin

ЙКЭДО I , to s — 2ji sin фо.
і /шпомогою першої квадратичної форми можна знайти 

КУТ між будь-якими двома кривими, що лежать на поверхні, 
нехай криві

■:
■ ■ '

8®
I I P

t l  Л и 1 -  ф1 (0; „ Л " 1 - / 1 W;
'Li } \ и,, -  ф1 (0 ; {L*] і u2 =  / 2 (t)

'".:ЛШЬ нй моиерхні Г««г (іЛ, ш/.-Тоді криву /., можна за­
дній рІйШИПМ г (ф1 (/), <г(0 ). криву L2 — рівнянням 

/*(/)). Напрямний вектор дотичної кривої Ej,
буд»'А* %

о; ж .
*

'■rR-
и р ш и , -

.,•{4

afep1 , ^ФаГ|, «  ги. +  гы. ,

, df1 . rf/2Га/г и. dl + r u> dt

HttWO Kpiiel t j ,  /,

K 'l* '«>
••.у e.

перетинаються під кутом сс, то
d(pl dji І

ш<х
■ШВш и

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ dt dt _ _ _ _ _ _ _
гйлт^  і /  i^_dtpiл Г 7 Ш

f 8 Ч dt dt V /її
л'.У.ч*■%*

dt dt

ікц/тження. Позначимо а‘ =  Ы =  , і, j — 1, 2 ,
іишрШНй'Ш векторів а(Р) та Ь(Р) в косокутному базисі



i ru' (P)t Гц*{Р)) логичиої площини в точці Р. Тоді кут а  між 
векторами а{Р) та Ь(Р) знайдемо з формули (4, розд. І, §5]:

Розглянемо па площині область G, що обмежена регу­
лярною кривою, в якій введені прямокутні декартові коор­
динати цг,и 2. Площа області 0 дорівнює S = \ \ d u l du2.

Нехай г =  аи -) bv -\-с, де а9 Ь— ііеколіиеарпі вектори, 
— оо < u ,  v <  + о о ;  параметричне рівняння площини я; 
а — образ одиничного вектора осі //; Ь — образ одиничного 
вектора осі v. Розглянемо прямокутник на площині и, v> 
сторони якого паралельні осям координат та мають довжину, 
що дорівнює Ди та Лі». При вказаному відображенні цей 
прямокутник перейде в паралелограм па площині я, 
що натягнута на вектори а Д  и9 Ь д  v. Площа паралело­
грама 5 =  \а х  b І А и Д  и. Таким чином, коефіцієнт розтя­
гування прямокутника при відображенні площини и, о 
в просторі у всіх точках площини один і той же і дорівнює 
'а X Н

Будемо тепер розглядати площину к  як поверхню в три­
вимірному просторі і а знайдемо коефіцієнти її першої ква­
дратичної форми: г и =  а\ r р »  b\ gu ^ i q ,  а)\ gu  =  (а, Ь); 
g2£ =  <b> Ь).  ̂ Звідси І а х b |a =  (at а) — (a, b) 2 =
=  gng 22 — gi2 і площина елементарного паралелвдаша на 

’ площині п буде

Нехай у просторі рівнянням г« г (м | , и2) задана регу­
лярна поверхня. Координатні лінії a 1 «const, wa«con$t 
площини и 1 и2 переходять при відображенні r —(ul, и2) 
в координатні лінії поверхні, які ділять її на координатні 
криволінійні чотирикутники. Розглянемо на площині и \  
и2 елементарний прямокутник, сторони якого паралельні 
осям и \ и2. Не втрачаючи загальності, можна вважати, 
що точка 0  (0, 0) лежить всередині прямокутника. При 
відображенні г = г (и [, и2) прямокутник перейде в коор­
динатний чотирикутник, що лежить на поверхні, точка 
О — в точку Р0 поверхні. Рівняння дотичної площини 
поверхні в точці Р0: R =  гиі (0, 0) а1 +  (0, 0) и* +  С. Пря­

cos а  =ч. Wo 'Л “ /- ■ і— ■ і ■ — •
Qifalâ  V

2.3.1. П л о щ а  п о в е р х н і

а

5 =  — ^ 2  АаАо.



мокутник на площині н \  и* при відображенні R перейде 
в паралелограм на донічній площині. Якщо прямокутник 
малий, то площа паралелограма на дотичній площині повинна 
бути близькою до площі криволінійного чотирикутника 
поверхні.

Враховуючи наведеш вище міркування,s визначимо площу 
поверхні, що задана рівнянням г = г ( м \ и 2); п1, иа ({/, та­
ким чином:

S =  j* j І г и» X ru * I du{ du2 2 —  g \ 2 du1 d u \

Отже, площу поверхні визначено аналітично. Тому вини* 
кають три запитання:

1. Чи виконується властивість адитивиості площі?
2. Чи коректне визначення площі, тобто чи не зале­

жить воно від параметризації поверхні?
3. Чи співпадає запропоноване формулювання з визна­

ченнями площі для плоских областей, площі сфери, які 
вводилися в шкільному курсі?

Властивість адитивиості площі поверхні випливає 
з адитивиості інтеграла.

Щоб відповісти на друге запитання, згадаємо форму­
лу заміни змінних в подвійному інтегралі. Нехай в обла­
сті U змінюються змінні и[, и2, в області V — v l, v2, і

і и1 =  ux{v \ v2);
\ U? == и г {V і , V2)

Годі

И  u 4) d u l d u 2 «  [  f  I  ( и 1 (о 1, о 2) , и 2 ( u \  о'1 ))

X
дм10м1 ди1ди2 dvl dv2.

дві рагу мирні параметризації поверхні: г — 
і r ^ r ( v \ v %), Раніше показано, що функції
хз

Розглянемо 
=» r  (a1, w3)

IIі
&' ло криволінійних координат и \  а* регулярні 

випадку регулярності обох параметрИвацій поверхні 
Іди*'

переходу 
динат о1

и '( и \и и) (І «  1,2) ПІД криволінійних коор-
Л 4,4

det і- .W .
^  0. Зауважимо, що

і
Т —? (v ', І'2) Г (и1 (0і , о“), «*)

Г0і X rvt ди' ди8 <?м1 <5м“\  ,
J55» д? -  Ж* Жї) (г“' X Г ці) ,

і



Повернемося тепер до формули, що визначає площу по­
верхні:

S =  ^  І ги' X гиі \ du1 du? =  
и

1 v x V I du1du2 du1 du2
du1 du2 
Ж ? dv2

du1 du2
dv2 d v 1

dv1 du2 d iP d v i
dv1 dv2 =

=  ^  1 x r 0i | dv'dv

Отже, коректність визначення площі поверхні доведено.
Відповімо на трете запитання. Для цього розглянемо 

приклади.
Приклади. 1. Знайдемо площу круга радіуса гр на 

площині. Нехай на площині введені полярні координати 
г, ф. Круг радіуса г0 можна задати системою нерівностей

{0 ^  Т т *
0 <  (р <  2я ^ етРична форма площини в полярній системі

координат має вигляд dS2 =  dr2 •+- г2 сйр2; елемент площі — 
dS = r dr d<p. Отже, площа круга

S
'2д r0

J ^  sО О
r dr — nr p.

2 . Знайдемо площу круга радІуса-То на сфері
их — R cos v sin — , 

у — R sin v sin — j

2 =  R COS -£• .

ї ї  перша квадратична форма:

dS2 =  du2 4 - R2 sin2 — dv2-,

матриця коефіцієнтів першої квадратичної форми;
1 0 

0 R2 s\n2 j
Отже, елемент площі сфери

dS =  R sin 4- du dv.



Круг радіуса г0 иа сфері можна задати системою нерів­
ностей

І 0  с  и <  г„;
\ 0  <  v <  2л.

Площа цього круга, якщо обчислити ТІ за введеним вище 
визначенням, буде

2 П
S — І" dv

в о

Зауважимо, що якщо г0 =  л /?, то кругом радіуса г0 иа
jy О

сфері е сфера. Площа П S — 4лR2 sin2 ^  — 4л/?2, що спів­
падає з одержаним раніше результатом.

Таким чином, за допомогою першої квадратичної фор­
ми можна знаходити довжини кривих, що лежать на по­
верхні, кути між кривими та площі областей, що розта­
шовані на поверхні.

Зауваження. Нехай поверхня задана явно рівнянням 
X і  — f (х1, х2). Перейдемо до параметричного її задания:

г (х \  х2) =  (х1, X2, /(Xі, X2)).
Тоді гху =  (1, О, /V =  (0, 1, /**) і gn  =  (гхЧ гхі) =  1 +
4 “ / * і» 8 і2 =  &  х ' і ТXі)  e  8 22 5=8 ^ * а)  1 +  /**•
Таким чином, коефіцієнти першої квадратичної форми явно 
заданої поверхні мають вигляд g {. =  бц -f f xj xi* Вище роз­
глянуто спеціальну систему координат: початок координат 
розташований в точці Р0 поверхні, дотична площина до по­
верхні в точці Р0 — це площина х1х \  вісь х3 напрямлена 
по нормалі до поверхні в точці Р0. В деякому околі точки Р0 
в такій системі координат поверхня задається явно рівнян­
ням х3 =  / (х1, х \  причому / (0 , 0) =  0 ; fxі (0 ) =  /** (0 ) =  0  
і gij =  б// в точці Р0. Тобто в спеціальній системі координат
матриця першої квадратичної форми поверхні (/ =  (о 
в точці Р0.

Таким чином, вибір спеціальної системи координат 
суттєво спрощує обчислення.

Якщо поверхня задана явно рівнянням х8 =  f (xl , х2), то
У 8 и ё 22 — 8 І2 =  V 1 +  Гхг +  Jft І площа області X  поверхні 
обчислюється ва формулою

S =  И Щ  +  f t  +  п ,  dx1 d x \
X

иR sin du R 2 л /?2 cos -~ 4n/?2 sin2 ^ .



Задача. Знайти першу квадратичну форму поморхлі, 
що мілині) неявно рівнянням F(x\ х2, Xі ) = 0 ,  цгші /-уь0, 
І формулу для обчислення площі області, що лежить на 
ііонерхні;

ЧЛ .'І. П о в н і  п о в е р х н і

І Ід регулярній іТоверхні за допомогою першої квадра- 
иічііої форми можне знаходити довжини регулярних кри­
вих, ЩО й'хднукл И ДВІ точки.

ІІехдіІ / рсгулирнн поверхня, точки Р та Q лежать 
(їй ноиерхні /' Мере) /, (Я, Q) позначимо криву скінчен­
ної довжини, що лежить іів поверхні і з’єднує точки Р, 
Q-, через iV (Я, Q) — її довжину.

Визначимо відстань р між точками Я, Q таким чином:
Р (Р, Q) =  in( S(P,Q ). (2.4)

L(P,Q){F
Довести, що коли так ввести поняття відстані між 

двома точками поверхні, то вона перетвориться в метрич­
ний простір, тобто функція відстані р задовольняє трьом 
аксіомам: 1) р (Я, Q) =  р (Q, Я); 2) р (Я, Ц) =  0 Я =  Q;
3) р(Я, Q )< p{P , R) +  p(R, Q), де Я, Q, Я — точки по- 
верхні F.

Згадаємо, що метричний простір називається повним, 
якщо будь-яка його фундаментальна послідовність має 
гра гін цю, т о  належить цьому метричному простору.

В и з н а ч  с и н я. Поверхня, відстань між точками 
ЯКОЇ обчислюється ви допомогою формули (2.4), назива­
ється поєною, якщо вона е повним метричним простором.

Приклади. 1. Область площини, що не співпадає 
я усісю площиною, не є повною поверхнею. Коли додати 
до області всі граничні точки, то.одержимо повний мет­
ричний пройтір, який може не бути поверхнею.

2. Сфера, еліптичний параболоїд — повні поверхні. 
Сфера та еліптичний параболоїд — дві різні повні поверх­
ні: сфера — повна компактна поверхня, еліптичний пара­
болоїд— повна некомпактна поверхня. Зауважимо, що 
компактність — поняття топологічне, а повнота — мет­
ричне.

Крива, яка з’єднує дві точки поверхні і довжина якої 
дорівнює відстані між цими точками, називається най- 
коротшою.

Приклади. 1. На площині нійкоротшою є відрізок, 
що з’єднує дві точки.
№ І



2. Розглянемо область площини, що зображена на 
рис. 2.12. Очевидно, що не кожні дві точки цієї неповної 
поверхні можна з’єднати найкоротшою. Справді, відстань 
між точками Р, Q дорівнює довжині ламаної PAQ, але 
точка А не належить поверхні. Якщо приєднати до обла­
сті граничні точки, то одержимо повний метричний про­
стір, будь-які дві точки якого можна з ’єднати найко­
ротшою.

3, Знайдемо найкоротші на сфері. Розглянемо сферу 
одиничного радіуса та тригранний кут з вершиною в 
центрі сфери. Нехай а ь «2, аз — плоскі кути при вершині

тригранного кута. Відомо, що кожний кут а*, і =  1, 2, З 
не більший, ніж сума двох інших кутів. Тригранний кут 
вирізає на сфері трикутник, що складається з дуг вели­
ких кіл сфери, причому довжини дуг (сторін сферичного 
трикутника) дорівнюють а ь а2 і аз. Але а3< а і + а 2. 
Отже, найкоротшою на сфері, що з’єднує точки Р, Q, є 
менша дуга великого кола, яка проходить через точки 
Р, Q (оскільки будь яку криву скінченної довжини на 
сфері можна скільки завгодно наблизити ламаними з дуг 
великих кіл). Зауважимо, що коли точки Р, Q не є діа­
метрально протилежними точками сфери, то через них 
проходить єдине велике коло.

Виявляється, що на повній поверхні будь-які дві точки 
можна з’єднати найкоротшою. Розглянутий приклад 2 
показує, що вимога повноти суттєва.

Природно виникає питання: як знайти найкоротшу на 
довільній регулярній поверхні? Або можна поставити пи­
тання більш слабке): які криві є «претендентами» на 
найкоротші регулярної поверхні? Нижче розглянуто ці 
питання.



В и з н а м е н  її и. Д ві поверхні F{ та F2 називаються 
ізометричними, коли існує взаємно однозначне відобра­
ження f  однієї поверхні на другу, при якому зберіга­
ються довжини відповідних при відображенні кривих. 
НіОображвння ) називається ізометрією.

Якщо поверхні F\ та F2 співпадають, то /  задає ізо­
метричне відображення поверхні на себе, яке назива- 

. ється рухом.
Плоскі рухи, або ізометричні відображення площини 

па себе вивчалися в курсі аналітичної геометрії [4, 
розд. VII, § 341. Сукупність усіх рухів на площині утво­
рює групу, що складається з двох компонент, які не 
перерізаються: множини власних рухів та множини не­
власних рухів.

Розглянемо сферу S2 та групу 0 (3 ). Нагадаємо, що 
група 0(3) — це група ортогональних матриць третього 
порядку. Якщо матриця А належить групі 0 (3 ), а х  — 
довільний вектор, то <Ах, Ах>  =  <* , х> . Звідси випли­
ває, що під дією груші 0 (3 ) сфера з центром у початку 
координат переходить у себе, причому довжини кривих 
зберігаються. Виявляється, що групою 0(3) вичерпують­
ся всі рухи сфери (це буде доведено пізніше). Власні 
рухи сфери утворюють групу S 0(3). В курсі аналітичної 
геометрії доведено, що група 50(3) має топологічний тип 
дійсного проективного простору RP3; друга компонента 
групи 0 (3 ), яку складають невласні рухи сфери, також 
має тип RP3.

У загальному випадку не існує відображення поверхні 
на себе, що зберігає довжини кривих, крім тотожного. 
Якщо такі відображення існують, то у поверхні є си­
метрія.

Знайдемо критерій ізометричності поверхонь.
Теорема 13. Д л я  того щоб деякий окіл точки Р і ре­

гулярної поверхні F{ можна було ізометрично відобра­
зити на деякий окіл точки Р2 регулярної поверхні F2, 
необхідно ти достатньо, щоб існували регулярні пара- 
метризації околів цих точок такі, при яких відповідні 
цим параметризация перші квадратичні форми поверхні 
були однаковими;

Д о в е д е и и и. І. ІІехай перші квадратичні форми 
регулярних поверхонь Fі та F2 однакові. Поставимо у від­
повідність точки поверхонь з однаковими криволінійними 
координатами. Криві, що відповідають одна одній при

о*



цьому відображенні, будуть мати однакові параметричні 
р і в н  ЯІІІ1Я

І и{ =  и' (0 ; 
\ и2 — и2 {{).

Довжини цих кривих співпадають, оскільки співпадають 
перші квадратичні форми поверхонь F\, F2, і, отже, вка­
зані відображення є ізометріями.

2. Нехай точка Р \(и1, и2) — довільна точка поверхні 
Fu r ~ r x{ux, и2) — деяка регулярна параметризація по­
верхні F\ в сколі точки Р\. Нехай точка Р2 відповідає 
точці Р і при ізометричному відображенні поверхні F\ 
на F2. Параметризуемо поверхню Р2 так, щоб точка Р2 
мала такі ж криволінійні координати, що і точка Р\. Така 
параметризація г—г2(и[, и2) поверхні F2 буде регуляр­
ною. Сприймемо цей факт без доведення; він буде дове­
дений при вивченні внутрішньої геометрії поверхні. Точ­
ки, що відповідають одна одній при ізометрії поверхонь 
Fі, F2 із околів точок Р і та Р2, будуть мати однакові 
криволінійні координати. Відповідні за ізометрією криві, 
що лежать на поверхнях F\, F2t задаються однаковими 
рівняннями Розглянемо криві, що задані рівнянням 
и* =  const. Вздовж цих кривих ds'l =  g ln {dul)2\ds: =  g2± (du1)2.

і іU 2 U 2
Ллє j  ds, =  \ ds2i оскільки поверхні Flt F2 ізометричні.

і і«і «і
Звідси g\x =  g2v  Розглянемо криві, що задані рівнянням 
U1 =  const, І одержимо, ЩО g\2 — gg2. Розглянемо криві, 
вздовж яких и1 = и2, одержимо V  g\x +  g\% +  2g}2 — 
=  У ёп  +  §І2 +  2g*2. Із останнього рівняння та того, що 
Єй =  g \v  =  812* випливає, що g }2 =  g2r

Приклади. 1. Циліндр локально ізометричний площині. 
Розглянемо циліндр, що заданий параметрично рівняннями

X =  R cos ср;
;/=/?sincp;
z — и, 0  <  ф <  2л, — оо <  и <  +  оо. 

Обчислимо коефіцієнти першої квадратичної форми циліндра:
х — 0 ’Ли
Уи =  0;
2и '̂

x<p =  — R sin (p; gu = l ;  
Уф — R cos cp; gXi =  0 ; 
гФ =  0; g.M =  R2.

Отже, перша квадратична форма циліндра ds2 —* dur +  R2d(.p2.



Розглянемо іншу параметризацію циліндра. Нехай нові 
координати ut v зв’язані зі старими координатами иу ср рів­
няннями І " . Перша квадратична форма циліндра
в нових координатах має вигляд ds2 =  du2 +  dv2.

І Іеріна квадратична форма площини в декартових коор­
динатах м, v буде ds2 =  du2 -f dv2. Таким чином, доведено, 
що циліндр локально ізометричний площині.

Зауважимо, що в цілому циліндр не ізометричний 
площині Він ізометричний смузі на площині, в якої ото­
тожнено граничні точки спеціальним чином (рис. 2.13).

2. Нехай r ^ r ( s )  — рівняння просторової кривої7 , кри­
вина та скрут якої відрізняються від нуля; s  — природ­
ний параметр кривої. Розглянемо поверхню Fy що утво­
рена півдотичними до цієї кривої. Радіус-вектор поверхні 
R(s, t) = r(s) + tx(s). Коефіцієнти першої квадратичної 
форми поверхні знайдемо, обчисливши

R t =  x (s); Rs = t (s) +  tf-.v (s); g n  =  ( R „  R t) =  1;
Rn = <Rt, Rs> = i; ih* = (Rs, Ю = ' + ^ ї-

Поверхня F локально ізометрична площині. Справді, на 
площині є крива у и натуральне рівняння якої k\ — k x(s), 
де k }(s) — кривина просторової кривої у. Введемо кри­
волінійні координати /, s на площині так само, як уве­
дено криволінійні координати на поверхні F, тобто про­
ведемо півдотичні до кривої У\\ вздовж них змінюється 
параметр t, a s — природний параметр кривої у\. Перша 
квадратична форма площини в криволінійних координа­
тах (, s буде мати вигляд l^ a t* + 2 d td s + (l+ i2k2yds2. 
Таким чином, доведена локальна ізометричність площи­
ни та поверхні F.

Регулярна поверхня, локально ізометрична площині, 
називається розгортною поверхнею.

У клас розгортних поверхонь входять також конуси 
та циліндри.

Вправа. Довести, що гелікоїд та катеноїд — ізомет­
ричні поверхні.

Природно виникає питання: чи ізометричні одинична 
сфера та площина? Ізометричність цих поверхонь можна 
було б використати мри складанні карт. Але відповідь 
на це питання негативна. Справді, припустимо, що сфера 
локально ізометрична площині. Розглянемо на площині 
круг малого радіуса г« з центром в точці О. При ізомет­
ричному відображенні ючка О перейде в точку О і сфери.



Радіуси круга на площині є иайкоротшими площини. При 
ізометричному відображенні радіуси круга па площині 
перейдуть у найкоротші сфери тієї ж довжини, які є ду­
гами великих кіл. Отже, круг радіуса г0 з центром в точ­
ці О на площині перейде при ізометричному відображен­
ні в круг радіуса г0 з центром у точці О\ на сфері, при­
чому граничне коло плоского круга перейде в граничне 
коло круга на сфері. За припущеннями довжини цих кіл 
співпадають. Але довжина кола радіуса г0 на площині 
дорівнює 2 лг0, а довжина кола радіуса г0 на сфері до­
рівнює 2 я$іп/о.

Одержана суперечність доводить, що сфера не ізомет­
рична площині.

Локально для більшості поверхонь існує ізометрична 
і не рівна початковій поверхня, яка одержується з почат­
кової неперервним згинанням. Таким чином одержуємо 
цілу сім’ю ізометричних поверхонь.

При клад. Шапочка, що відрізана від сфери, допускає 
неперервну ізометричну деформацію.

З точки зору згинання глобально поверхні ведуть себе 
по-іншому. Наприклад, розглянемо таке твердження.

Т в е р д ж е н  н я. Сфера і будь-яка ізометрична їй 
регулярна класу С2 поверхня співпадають з точністю 
до руху.

Таким чином, сфера однозначно визначена своєю пер­
шою квадратичною формою. Твердження залишиться 
правильним, якщо вимогу регулярності класу С2 заміни­
ти на вимогу опуклості поверхні. Вимога регулярності або 
опуклості суттєва.

Приклад. Розглянемо сферу та поверхню, яка одер­
жується із сфери таким чином: відрізаємо від сфери ша­
почку та приклеюємо шапочку до сфери так, щоб опук­
лістю шапочка була напрямлена ь другій бік (рис. 2.14). 
Очевидно, що ці дві поверхні ізометричні.

О В Погорєлов довів теорему про однозначну ви­
значеність загальних опуклих поверхонь.

Нехай дві замкнені опуклі поверхні ізометричні одна 
одній Тоді вони співпадають з точністю до руху.

Природно виникає питання: чи допускають замкнені 
неопуклі поверхні неперервне згинання? Відомо, ідо іс­
нують неопуклі багатогранники, гомеоморфні сфері, які 
допускають неперервні згинання. Для регулярних повер­
хонь питання поки що лишається без відповіді.

Результати, що одержані при вивченні згинань по­
верхонь, знаходять застосування в теорії оболонок.



Зпднчи теорії оболонок полягає о тому, щоб одержати 
деформації та напруження, які виникають в оболонці під 
дією зовнішніх сил. У оболонок є дві граничні поверхні: 
верхній та нижній шари. Деформація оболонки описує­
ться серединною поверхнею. Якщо оболонка зроблена 
з иерозтяжмого матеріалу, то при великих деформаціях 
серединна поверхня перейде в ізометричну поверхню. 
Таким чином, оболонки можна розглядати як ізометрич­
ні відображення серединної поверхні.

Оболонка жорстко закріпляється вздовж краю. При 
такому закріпленні в класі регулярних опуклих повер­
хонь серединна поверхня визначена однозначно. І якщо 
відомо, т о  деформація існує, то потрібно розглядати 
нерегулярні згинання.

Такий підхід до вивчення теорії оболонок був запро­
понований О. В. Погореловим
V'

2.4.1. К о н ф о р м н і  в і д о б р а ж е н н я

Необхідною та достатньою умовою локальної ізомет* 
ричиості двох поверхонь є існування таких криволіній­
них координат на кожній поверхні, в яких їх перші квад­
ратичні форми співпадають.

Вище доведено, що сфера та площина не ізометричні. 
Отже, неможливо зробити карту Землі, зберігаючи дов­
жини кривих. Але є практична необхідність в досить 
точних картах. Можна при складанні карт користуватися 
конформним відображенням — більш загальним, між ізо­
метричне.

В и з н а ч е н н я .  Регулярні поверхні Fі та F2 кон­
формні, коли існує взаємно однозначне відображення 
поверхні F і на поверхню І:2, при якому зберігаються кути 
між відповідними при відображенні кривими.



Приклади. 1. Перетворення подібності на площині — 
конформне відображення площини на себе.

2 . Інверсія відносно кола на площині — конформне 
відображення площини на себе. Нагадаємо, що інверсією 
відносно кола з центром в точці О радіуса R називається 
відображення, яке переводить точку X у точку Х \  що 
лежить на промені ОХ і таку, що \ОХ\ ]О Х '|= /?2. Якщо 
г, ґ  — радіус-вектори точок X, X'  відповідно, то тв е р ­

дасію можна задати рівнянням г =
3. Розглянемо функцію комплексної ЗМІННОЇ (0 =  / ( Х )  = 

= и(х, у )+ іи (х , у ), z —хл-іу. Функція со =  /(г ), яка задо­
вольняє рівнянням Коші — Рімана

ди до
дх ~д~У
ди dv
ди дх

називається голоморфною, або аналітичною. Голоморф­
на функція задає конформне відображення області зміни 
змінних х, у на область зміни змінних и, v за допомогою 
системи рівнянь

( и = и (х, у); 
\ v =  v (*, у).

Розглянуті приклади показують, що існує багато 
конформних відображень площини на себе. Із збільшен­
ням вимірності кількість конформних відображень про­
стору на себе зменшується А саме, всі конформні відоб­
раження f: Еп-+Еп, /О 53 — це композиція інверсії та пе­
ретворення подібності. З цієї точки зору вимірність /2 =  2 
особлива.

Повернемося до двовимірних поверхонь. Знайдемо 
критерій копформності поверхонь.

Теорема 14. Для того щоб деякий окіл точки Р, ре­
гулярної поверхні Fі можна було конформно відобра­

зити на деякий окіл точки Р2 регулярної поверхні Р2» 
необхідно і достатньо, щоб існували регулярні параметри- 
зації о колі в цих точок такі, що відповідні цим парамет- 
ризаціям перші квадратичні форми мали б пропорційні 
коефіцієнти.

Довести цю теорему самостійно
Раніше доведено, що існує широкий клас поверхонь, 

які локально ізоморфні площині. У випадку конформно­
го відображення має місце таке твердження.



Т в е р д ж е н н я .  Вуль-ЯКА регулярна класу О  по­
верхня локально конформна площині | ІЗ| .

Відомо, що (Is* • {(Іи1)* *)- (сіи*)* — перша квадратична 
форма площини. Із останнього твердження випливає, що на 
будь-якій регулярній класу Са поверхні можна локально 
внести такі криволінійні координати, в яких перша квадра­
тична форма буде мати вигляд ds2 =  Л (и \ u2)((dul)2 +
I -(<///*)*). Такі координати називаються ізотермічними.

Із твердження випливає, що будь-які дві регулярні 
класу СУ поверхні локально конформні.

2.4.2, С т е р е о г р а ф і ч н а  п р о е к ц і я

Розглянемо таке конформне відображення сфери на 
площину. Нехай центр сфери радіуса R розташований 
в точці 0(0 , 0, 0 ). Здійснимо центральне проектування 
сфери без точки на площину ху  із полюса 5(0, 0, R ) 
(рис. 2.15). Це відображення називається стереографіч­
ною проекцією.

Розглянемо параметричне рівняння сфери:
х ~  Reasср sin0;

< у — R sin ср sin‘0 ; 
z =  R cos 0, 0 <  0 <  я, 0 <  ер <  2л.

У  криволінійних координатах ( 0 ,  ф )  перша квадратична 
форма сфери має такий вигляд:

ds2 «  R2 (riO2 +  sin2 0 dip2). (2.5)

На площині ху введемо полярні координати г, ф, які зв’я-
(х =  г cos ф;за ні з декартовими координатами рівняннями

Перша квадратична форма площини в полярных координа­
тах запишеться як

dS2 =  dr2 +  г2 d(p2.

Стереографічна проекція ставить у відповідність точці X  
з координатами (0 , ф) на сфері точку X ' з координатами 
(г, ф) на площині (див. рис. 2.15). Знайдемо зв’язок між 
координатами (0, ф) та (г, ср). Для цього розглянемо три­
кутник SOX ' . Кут OSX' дорівнює ~----оскільки три­
кутник OSX рівиобедрений, кут при вершині дорівнює 0. 
Отже, ==ctg-|-. Ця рівність невизначена при 0 =  0, що



відповідає точці S. Таким чином, координати (г, <р) зв’язані 
s координатами (0 , ф) рівностями

r =  R ctg J ;
Ф =  q>.

Матриця Якобі цього відображення
, ____ R

'дг дг 
дб дер 
дер дф 

vd9 дер

2 sin2 у
О

О

ооернена матриця
0

.дії дО 
дг дер 
дер дер 
,дг дер,

2 sin8 у  О
R
О

Тому dO2 =  (2  dr +  I I  d<pf =  ( f )  dr2 =  dr*. Але

. Звідсиctg^- R ’
ЄSin“ -7Г =2 ~  0 

1 H~ ctg 2

dO2

* 4  I +  ДІ
d r2 =

4R2
(/?2 +  '-г)2 

4r2/?8

dr2;

sin2 0 =  4 sin2 cos2 +  r*)« •

Підставимо останній вираз у формулу (2.5) і одержимо 
першу квадратичну форму сфери в конформних коорди­
натах:

=  (R*4+ ri)i (df i  +  г Ч у 2).

У декартових координатах (х, у) перша квадратична 
форма сфери має вигляд

4R*



Запишемо mo квадратичну форму в комплексних позна­
ченнях:

dS2 — 1R*
(R2 +  гг)'

dzdz,

де г =  jt -{- /у; 2 - х  —/£/; гіг =  dx +  idy\ dz — dx — idy.

2.4.3. В і д о б р а ж е н н я  М е р к а р т о р а

Розглянемо конформне відображення сфери на пло­
щину, при якому паралелі та меридіани сфери пере­
ходять в ортогональну ьіережу прямих на площині. Ві­
добразимо спочатку конформно сферу на циліндр. Нехай 
сфера вписана в прямий круговий циліндр, Проведемо 
промінь із центру сфери. Він перегне сферу п точці X, а 
циліндр — в точці А". Відображення, що переводить до­
вільну точку X сфери в точку А'' циліндра, не буде кон­
формним. Але можна так перемістити точку X' вздовж 
твірної циліндра в точку X", що відображення, яке ста­
вить у відповідність кожній точці сфери X точку циліндра 
Х"> буде конформним (рис. 2.16). Цс відображення на­
зивається проекцією Меркартора. Воно переводить па­
ралелі та меридіани сфери в кола та прямолінійні твірні 
циліндра. Якщо розрізати циліндр по твірній і розгорну­
ти на площину, то паралелі і меридіани сфери перейдуть 
в ортогональну мережу прямих на площині.

Знайдемо аналітичні вирази для відображення Мер­
картора.

Розглянемо параметричні рівняння сфери та циліндра 
х =  R cos ср sin 0; 
у — R sin ф sin 0 ; і 
z =  R cos 0

Тоді відображення Меркартора
v =  q>\
и — f  (0).

х =  R cos v; 
у =  R sin v\
2 ~  it

У криволінійних координатах (<p, 0) перша квадратична 
форма циліндра запишеться так:

dS2= / '*  (0) гіва +  /?агіфа,

а перша квадратична форма сфери —
dS2 =  R2 (d02 +  sin2 0 d r ) .

ICG
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Із вимог конформності відображень та теореми 14 маємо:
JR* -М ? * 8 іп * 0 ;
\ Ґ  (0) *  \R*.

Звідси f  (9) =  + 0 , і, проінтегрувавши це рівняння,
жимо

cos 0 —  1
cos 0 + 1

одер-

Відображення Меркартора застосовується в мореплав­
стві. На проекції Меркартора курс корабля, який збері 
гає сталий кут з меридіанами,— це пряма, так звана 
локсодрома.

2.4.4. В і д о б р а ж е н н я  Л а м б е р т а

Нехай сфера вписана в круговий конус. При цьому 
розглядають одну половину конуса. Із центра сфери бу­
демо проводити промені, які перетинають конус в області, 
розташованій між вершиною конуса та лінією дотика 
його до сфери; кожний промінь перетинає сферу і конус 
в єдиній точці, точці X та X' відповідно (рис. 2.17). Ві­
дображення Х->Х' не буде конформним, але якщо кожну 
точку X' спеціальним чином перемістити вздовж твірної 
конуса в точку X"t то відображення Х-*Х" буде конформ­
ним. Це відображення Ламберта. При відображенні Лам­
берта меридіани та паралелі сфери переходять у твірні

Рис» 2,17



та кола конуса. Якщо розрізати конус по твірній та роз­
горнути на площину, то меридіани та паралелі сфери пе­
рейдуть відповідно н промені, що виходять з однієї точки, 
та ортогональні їм кола.

Задача. Знайти аналітичний вираз для відображення 
Ламберта.

2.5. Друга квадратична форма поверхні
Згадаємо, що кривина плоскої кривої визначається 

ступенем її відхилення від прямої. Дійсно, нехай на пло­
щині задана крива у, криви­
на якої в точці Р дорівнює к. 
Виберемо систему координат 
спеціальним чином: за вісь х 
беремо дотичну до кривої в точ- 

X  ЦІ Р> початок координат роз­
ташуємо в точці Р, вісь у пер­
пендикулярна до осі х і на­
прямлена в сторону опуклості 
(рис. 2.18). У цій системі коор­
динат в околі точки Р крива у 

задається явно рівнянням y = f(x ), причому f (0 ) =  
(0) =0- Звідси

y ~ j k x 2 +  О (X2).

але у — відхилення кривої від дотичної, проведеної в точці
Я, і визначається доданком ~ кх2. Таким чином, кривина
плоскої кривої — це кількісна міра відхилення кривої від 
дотичної.

Розглянемо тепер поверхню. Очевидно, що відхилення 
дотичної площини не можна задати одним числом, оскіль­
ки відхилення залежить не тільки від точки, але і від на­
прямку на поверхні.

Нехай регулярна класу С2 поверхня задана рівнянням 
г =  г (м\ ы2), точка Р0 (иі, и%) належить поверхні. Розкла­
демо вектор-функцію г(и19 и2) за формулою Тейлора в околі 
точки Р0. Не обмежуючи загальності, будем вважати, що
и\ — «о =  0- Тоді

г (и \ и2) =  г (0 , 0 ) +  г иг (0 , 0 ) dul +  г и . (0 , 0 )du2 +
+  ^Г„.И.(0, 0) (da1)2 +  г иги. (0, 0)du*da* +

+  }  ги*и* (0 . 0 ) +  о ((da')* +  (da2)2).



Відхилення точки Р(игу и2) поверхні від дотичної площини 
в точці Р0 (0 , 0) обчислюється за формулою h =  (r (и1, и2) — 
— г (0 , 0), п)у де п — одинична нормаль поверхні в точці 
Р0. Зауважимо, що оскільки параметризація поверхні 
задана, то напрямок нормалі обрано однозначно. Якщо 
точка Р розташована в півпросторі, в який напрямлена 
нормаль, то відхилення 1г додатне; якщо Р знаходиться 
в півпросторі, що не містить в собі нормаль, то відхилення 
h  від’ємне. У формулу для обчислення h  підставимо роз­
клад г(и1, и2) за формулою Тейлора і, враховуючи, що 
(ги п) =  (ги»9 п ) =  0 , одержимо:

h =  ~  (rn> п) (du1)2 +  (г12, п) du'du2 -]-

+  ^  (du2)2 +  0 ((du})2+  (d“2)2),

де

Ги =
д2г

ди* ди?
1, 2.

Таким чином, з похибкою до нескінченно малих більш 
високого порядку видхилення точки поверхні від дотичної 
площини визначає доданок

(гп , п) (du1)2 +  2 (r12> п) du'du2 +  (r22, п) (du2)2.
Зауважимо, що вектор (du',du2) задає напрямок в дотичній 
площині поверхні. Справді, dr =  r^d u 1 +  ru*du2.

Виз на ч е ння .  Другою квадратичною формою поверхні 
називається форма

II =  (г п , n)(du1)2 +  2 (r12, п) duldu2 +  (r22y n)(du2)2.
Позначимо через Ьц скалярний добуток (rih п) іу /  =  

=  1, 2.  Знайдемо вираз Ьц через радіус-вектор поверхні.
Для ц ь о г о  згадаємо, що п = ■Гі 2 Г'1 ■ і \rx x r 2 1 =  V g u g 22—Кі А ' 2 І

е\г. Де г, *=  1, 2. Отже,
( r „ ,  тх X r t )  

У ёп8ы ~  8п

( 'і . г .„ r i j )

У  §11 §22 ~  §12
Коефіцієнти другої квадратичної форми поверхні часто по­
значають через L — bn \ М — Ь12 =  Ьп \ N — Ьг2.

Нехай відома перша квадратична форма поверхні
ds* — gn du‘dui, G = {gij), і, /  =  1, 2.



и1 ~  и1 (v\ іг)
IIі  =* и2 (Vі , V2) *

причому det С =  det ^  0-

З ’ясуємо, який вигляд буде мати форма поверхні в нових 
координатах:

d*2 *  Вц (и (v)) —a ^ dv* dv*.

Позначимо через коефіцієнти першої квадратичної форми 
поверхні в координатах гЛ Одержимо, що

-  диі диі

або в матричному вигляді
б »  tCGC. (2.6)

Задача. З ’ясуємо, як зв’язані між собою коефіцієнти 
другої квадратичної форми поверхні при переході до но­
вої системи координат.

Зауважимо, що коли перша квадратична форма 
визначає внутрішню геометрію поверхні, то друга квадра­
тична форма визначає форму поверхні.

Приклади. 1. Друга квадратична форма площини то­
тожно дорівнює нулю.

2. Перша квадратична форма циліндра в деякій си­
стемі координат співпадає з першою квадратичною фор­
мою площини. Знайдемо другу квадратичну форму ци­
ліндра, заданого радіус-вектором г =  (Rcosu1, R s in u \ и2). 
Оскільки r t =  (—/? sin м1э R cos м1, 0); rt =  (0, 0, 1); rn  =  
=  (—tfcosa1, — R sinw1, 0); r 12 =  (0, 0, 0); r 23 =  (0, 0, 0), 
to bl2 =  b22 — 0; =  R2\ g l2 =  0; g22 =  1*, Ьц — R*
Отже, друга квадратична форма циліндра U = R (d u 1)2 
відрізняється від другої квадратичної форми площини.

3. Нехай поверхня задана явно рівнянням х3 =  /(х1, х2). 
Тоді gtj =  б и +  fxi f j )  gn  g2, — gf2 =  1 +  f% +  fit, де 8„ — 
символ Кронекера. Обчислимо коефіцієнти другої квадра­
тичної форми. Задамо для цього поверхню параметрично 
та обчислимо похідні радіус-вектора:

X і =  и \

х2 =  м2;
Xs — /  (и1, и2);

Хуі — 1.
4- =  0 ;
З г =  /ці;

—- 0 » 
== 1: 
== /и1»

по



\
%ихи} =  0; ' W * ?  0;

Хц'и1 - 0 ; у2 _-- 0;
3Хиіи' =  !и'и'\

.3Хц}и2 ~= !иги2>

т
Х и ги 2

2Хи2и*
ЗXU2UZ

0 ;
0 ;
fu*u*•

Отже, коефіцієнти другої квадратичної форми явно заданої 
поверхні

Ьц =
f іХ ' Х

V  і +  (grad /)2
4. Нехай задана довільна регулярна поверхня. Знай­

демо коефіцієнти другої квадратичної форми поверхні в 
точці Р в системі координат, вибраній спеціальним чином: 
точку Р беремо за початок координат, дотичну площину 
в точці Р — за площину ху\ вісь z напрямимо по нормалі 
до поверхні в точці Р. У цій системі координат в околі 
точки Р поверхню можна задати явно рівнянням z — f (х, у), 
точка Р  має координати (0, 0, 0). Крім того, / (0, 0) =  
~  fx (0, 0) =  f y (0, 0) =  0. Вище показано, що в точці Р в об­
раній системі координат gy =  by. Очевидно, що by —
=  / л /  (0 . 0 ).

2.5.1. Т е о р е м а  Ме н ь е

t Ш

Ш

Уг у.
Ж

Нехай г =  г (а1 у и2) — регулярна класу С2 параметризація 
поверхні F. Розглянемо на цій поверхні регулярну криву

/ и1 =  и1 (s);Y, що задана системою рівнянь | ц2 _  и 2 ^  де s — природнии
параметр кривої. Нехай точка Р з координатами (а1, и2) 
належить кривій у. В просторі радіус-вектор кривої задається 
так: г =  г (и1 ($), и2 (s)). Знайдемо вектор кривини цієї кривої, 
тобто вектор ґ  в точці Р. Відомо, що ґ  =» k (s), u (s), де (s) — 
кривина кривої у . З іншого боку,

г dи1 , duі* #
ds * ds * +  2  /■„ ds ds +

+  Г22
dtt!\ 2 , d!«l . d2u2 
~fc) + Г |^  +  '’a d ^  •

Отже,
_  ( rU> n '/ (duly  + 2 ( h v  n ) d u 1du’t +</■ „, n)(du2)2 

K ds2
=  fe (s) <v (s), n) — k (s) cos 0 ,

де rc— одиничний вектор нормалі до поверхні в точці Р; 
0  — кут між вектором п нормалі до поверхні та вектором 
v головної нормалі кривої у в точці Р.

НІ



Нехай у\ — інша регулярна крива на поверхні F, яка 
проходить через точку Р і має в цій точці той же напря­
мок (did, du2), тобто має ту ж саму дотичну, що і крива 
у. Вектор кривини в точці Р кривої у, відрізняється від 
вектора кривини кривої у, але проекція кривини на нор­
маль до поверхні буде та ж. Таким чином, для всіх кри­
вих, що лежать на поверхні, проходять через точку Р та 
мають у тбчці Р один і той же напрямок, величина 
fccosG стала. Останнє твердження і складає зміст тео­
реми Менье.

Величина A’cosO позначається через kn і назива­
ється нормальною кривиною поверхні вданому напрямку. 
Вище доведено, що

kn =  k cos 0  =
Ьц diddui 
gijducdu/

З ’ясуємо геометричний зміст нормальної кривини. 
Кривина kn в точці Р не залежить від кривої, що про­
ходить через точку, а залежить від напрямку кривої в 
точці Р. Нормальним перерізом поверхні називається 
крива, яка одержується в перерізі поверхні площиною, 
що проходить через нормаль до поверхні.

Через точку Р поверхні в даному напрямку т проведе­
мо нормальний переріз. Це плоска крива, головна нор­
маль якої в точці Р колінеарна нормалі поверхні. Отже,, 
0  =  0  або 0  =  л, і для нормального перерізу kn =kcosQ =  
=  ± й , Отже, з точністю до знака нормальна кривина 
поверхні в напрямку (du\ du2) дорівнює кривині нормаль­
ного перерізу, що має дотичний напрямок т =  (dul, du2). 
Кожний напрямок у дотичній площині визначає єдиний 
нормальний переріз.

Приклади. 1. На площині kn =* 0 в будь-якому напрямку.
2 . Розглянемо сферу радіуса R, kn — в буль-якому

напрямку, оскільки будь-який нормальний переріз є коло 
радіуса R .

3. Розглянемо прямий круговий циліндр радіуса /?. 
Його можна задати параметрично:

х =  R cos и}\ 
у =  R sin и1;
z =  и2.

У напрямку (duг, du2) нормальна кривина поверхні kn =  
=  -У. Для циліндра II — R (du1)2', І =  R2 (du1)2 +  (du2)2.



Отже,
и _  R (du1)2 
n R2 (<*«*)* +  (du2)2 •

Звідси випливає, що вздовж твірних циліндра и1 =  const 
нормальна кривина kn =  0 , в напрямку и2 =  const маємо
kn — -^,  Нормальна кривина циліндра в довільному на­

прямку задовольняє нерівності 0  «і kn <з .
4. Знайдемо другу квадратичну форму сфери радіуса R. 

v Відомо, що перша квадратична форма сфери ds2 =  (d02-f
+  sin2 0  dcp2), нормальна кривина в будь-якому напрямку
кп =  . Але kn =  у  . Тому

/Г =  к м ^  + "»**?*> ; звідси U=R{d&1 +  si" 20 d(p2)-

2.5.2. Г о л о в н і  к р и в и н и  і г о л о в н і  
н а п р я м к и

Згадаємо, що власними значеннями к матриці А на­
зиваються розв’язки рівняння clet(А—кЕ) =0. Розв’язки 
дійсні, якщо матриця А симетрична. Власними вектора­
ми матриці А називаються ненульові розв’язки рівнян­
ня Ах = кх. Власні вектори симетричної матриці, що від­
повідають різним власним значенням, ортогональні.

В и з н а ч е н н я .  Головними кривинами поверхні в 
точці називаються розв'язки рівняння det(B—XG) =0, 
де В =  (Ьц) ; G ^ ( g j i ) — відповідно матриці першої та 
другої квадратичних форм. Позначимо головні кривини 
через k\ та k2.

В и з н а ч е н н я .  Дотичний вектор а Ф 0 називається 
головним напрямком на поверхні в точці, якщо він за­
довольняє умові B a -kG a , де І*= k lt k2.

У координатному вигляді це рівняння запишеться 
таким чином:

/(*11 — Ч п )  а1 +  — l g Vi) а2 =  0 ;
№ і2 — bgn) й1 +  (*22 — *£22) й2 =  0 .

де (а1, а2) — координати вектора а в базисі (ги•. /■„=) дотич* 
иої площини поверхні г =  г (иг9 и2).

Природно виникають запитання:



1. Чи коректні наведені вище визначення, тобто чи 
залежать головні напрямки та головні кривини від па- 
раметризації поверхні?

2. Який геометричний зміст мають головні кривини 
та головні напрямки?

Відповімо на ці запитання.
1. Нехай г =  т(и1, и2)\ r =  r ( y \  у3) — дві різні регу­

лярні параметризації поверхні. Вектори е — (rw«, ги*) та 
в =  (Ги** задають базис дотичної площини поверхні. 
Координати и19 и2 та у1, у2 зв'язані системою рівнянь

Тоді *С— матриця переходу від базиса е до базиса е \ гСе. 
Справді,

Матриці першої та другої квадратичних форм поверхні 
в старій і новій системах координат зв'язані рівностями 
(2 .6): G =  'CGC, В =  'СВС. Тому det (В — XG) =  det (СВС — 
— )JCGC) =  det lC det (В — XG) det C. Оскільки det С Ф  0, 
to det (B — XG) =  0 «•* det (B — XG) =  0, і коректність ви­
значення головних кривин доведена.

Нехай а =  (а1, а2) — головні напрямки в системі коор­
динат (и1, ы2). Знайдемо головний напрямок у системі коор­
динат (у1, у2); це є вектор а =  a1 rvі +  а2 rvt, що задоволь­
няє рівнянню (В — XG)a =  0. Підставимо в останнє рівняння 
замість а вектор С~ха\ згадаємо, що G =  'CGC; В =  ҐСВС, 
і одержимо:

оскільки а — головний напрямок у системі координат (и1, и2). 
Отже, й =  С“1а — головний напрямок у системі координат 
(V і , у2). Але С~1а — це координати вектора а в новій системі 
координат (у1, у2). Таким чином, коректність визначені я 
головних напрямків доведена.

Матриця Якобі цього відображення

__ ди1 ди2 в
Ги1 G/1 і г и г "ifyi >

ды1 . ди* 
Гх}% ““ г</1 Г‘#І у о2 •

('CSC — XlCGC) (С-'а) = ‘С (В — XG) а =  0 ,



2. Розглянемо головні кривини та головні напрямки 
в точці Р поверхні F. Систему координат можна вибрати 
спеціальним чином, оскільки головні кривини та головні 
напрямки не залежать від системи координат. Розта­
шуємо початок координат у точці Р, дотичну площину 
до поверхні F  — в точці Р; беремо за площину х1х2\ вісь 
х3 напрямимо по нормалі до поверхні в точці Р. У цій 
системі координат в околі точки Р поверхня F  може бути 
задана явно рівнянням jcs =b / ( jca, х2), причому /( 0 , 0 ) =  
— fxг (0, 0) =  fx* (0, 0) =  0. Коефіцієнти першої квадратич- 
[ІОЇ форми ЦІЄЇ поверхні В ТОЧЦІ Р будуть gif =  6 */, тобто
матриця коефіцієнтів G =  . Коефіцієнти другої квад­
ратичної форми в точці Р такі:

V і +  Urad І ?

Головні кривини в точці Р знайдемо, розв’язавши рівнян­
ня det(S—Я£) =  0 , де В — симетрична матриця другого 
порядку. Звідси випливає, що головні кривини — дійсні 
числа. Головні напрямки — це власні вектори матриці В. 
Згадаємо, що власні вектори, що належать різним влас­
ним значенням симетричної матриці, ортогональні. Як­
що ж власні значення 62 , співпадають, то будь-який на­
прямок в дотичній площині є головним. Отже, не втра­
чаючи загальності, можна вважати, що головні напрям­
ки ортогональні.

Проведемо подальшу спеціалізацію системи коорди­
нат, а саме: нехай вектори (1 , 0 ) та (0 , 1) — головні 
напрямки поверхні в точці Р. Головні напрямки задо­
вольняють рівнянню Ва=Ка, тому

\ f x 'x *  fx*x* ) \0 / [ о

звідси fxix* — 0. Отже, в даній системі координат матриця 
коефіцієнтів другої квадратичної форми в точці Р  має
вигляд q*1 . Головні кривини ku k2 в точці Р ви­
значаються з рівняння

det

тобто кг =  кг =  fX2X 1.



З’ясуємо геометричний зміст fx 1*1 та fxtxU Для цього
b:,duldlJ

згадаємо, що к =  —— -—г . У даній системі координат
g(j du'du1

у точці Р цей вираз набере такого вигляду:
_/,■*■ (dx')* + fxix> (dx*)* 

п "* (dx1)* +  (dx*)*

Знайдемо нормальну кривину поверхні вздовж лінії 
X2=COnst у ТОЧЦІ Р. Оскільки dx2 =  0, ТО kn — fxlxl =  К  

Подібним чином можна довести, що нормальна кри­
вина поверхні вздовж лінії де1 «const дорівнює k2. Отже» 
головні кривини —  це нормальні кривини поверхні В ГО­
ЛОВНИХ напрямках.

Якщо ф — кут, який вектор (dx1, dx2) утворює з віссю 
Xі , то

d x 1 . d x *COS ф — —_ -_і   , ; sin ф =  ■■ — ___ __ ■ -т .
V  ( d x 1)* +  ( Щ *  у  ( d x 1)2 +  і d x * ) *

Підставивши останні рівності і рівності fxxx> =  kv\ \хгх% =  k2 
в формулу для обчислення нормальних кривим, одержимо 
формулу Ейлера:

кп =  /е3 cos2 ср к2 sin2 ф.

Розглянемо нормальну кривину поверхні як функцію 
кута ф: kn — кп(ср), 0 <  ср <  я. Знайдемо її найменше та 
найбільше значення. Для цього обчислимо похідну цієї 
функції: Нп =  (Іг2 — kx) sin 2 ф =  0 . Якщо k2 =  ku io 'k n =
=  const. Якщо Ф  k2, то kn =  0 при ф =  0 або ф =  -^
(кут ф =  я задає той же напрямок, що і ф == 0). При од­
ному з цих значень ф функція kn (ф) має найбільше значення,
а при другому — найменше. Але кутам ф =  0 та Ф =  у
відповідають головні напрямки. Отже, нормальна кривина 
поверхні досягає найменшого та найбільшого значень в 
головних напрямках; головні кривини в точці поверхні — 
це екстремальні значення нормальних кривин у цій точці.

Визначення головних кривив та головних напрямків 
поверхні дослівно переносяться на випадок гіперповерх- 
ні в багатовимірному просторі.

lie



2.5.3. Г а у с с о в а  ? с е р е д н я  к р и в и н и
п о в е р х н і

В и з н а ч е н н я .  Гауссовою кривиною поверхні на­
зивається добуток головних кривин поверхні: K = k {k2. 

В и з н а ч е н її я. Середньою кривиною поверхні пази-
вається півсума головних кривин поверхні; Н =  j  (£х +  k2),

Зауваження. Якщо замінити напрямок нормалі в кож­
ній точці поверхні на протилежний, то головні кривини 
k\, k2 також змінять свої знаки на протилежні. Тому 
середня кривина //  змінить знак, а гауссова кривина К 
не зміниться.

Приклади. 1. На площині ^ 1= й2= 0  в кожній точці, 
тому R — H =  0 .

2. Знайдемо гауссову та середню кривини сфери радіуса 
R. Нормальна кривина в кожній точці в будь-якому на­
прямку дорівнює , тому k і =  k2 =  ~ . Звідси к  =  ^2 *

3. Розглянемо прямий круговий циліндр, що заданий 
параметрично:

х =  R cos и1; 
у =  ft sin и1;
2 =  а2.

(с/н1)2 ?Нормальна кривина fe„ =  -R {dJ -2 ^  {du2)2, звідси > kn>0. 

Отже, £ ,= ( ) ,  /г2 =  Д . Таким чином, гауссова кривина

/С — 0, середня кривима Я =  .
Запишемо рівняння для визначення головних кривин 

поверхні у вигляді det (б' " 1 В — ХЕ) =  0. Позначимо G^B  
через А =  (Oij), Тоді головні кривини ku k2 поверхні ви­
значаються із рівняння det (А — ХЕ) =  0 або

X2 — (ап  +  а22) X + аїї а12

а21 а22 =  0.

За теоремою Віета k^k2 =  det Л; kx +  -■= Тг Л, де Tr А—
слід матриці А. Тоді

К — det G~l В — ; Я — ~  Tr G' 1 В.Get О 2



Тому формули для обчислення гауссової та середньої 
кривив поверхні в точці можна записати у вигляді

К 1̂1 Л22 ^12

£п §•« §ц
(2.7)

І оскільки

G~l В del G
( §22 §12̂  f^ll ^1?\ .
\ §12 §11/ \̂ 12 2̂2/

І Г ( /  Б  “  det 0  (§22 ^§12 §11 ^22)»

ТО

и  _ J_ §эа 1̂1 1̂2 ~Ь §п^ааі і л * - .
1 §11

Часто можна зустріти позначення G" 1 =  (g2/); тоді

(2.8)

Тоді

Я -  !  «*/ Ьц.

Нехай поверхня задана явно рівнянням х3 *  / (х1, х2).

Б = / їх'Xі txl Xі
К 1 +  (grad /)2 l/W * / 2:2‘)  *

л  „ Л  +  ї ї 1 їх 1 їх*  \  . 
\ / * ‘ їхш І  +  їх*) '

det G == 1 +  /її +  їхг\

det В — ~~ їххх*
1 +  & + &

" “ І

ш » /vlvl /  X2v2 — b rZ_,**_.**— і**-; (2.9)

! (І +  /**) /*і*« —  2/̂ 1̂ * +  (1 +  f \ і) / *V . (2 . 10)
(К  і +  /*, +  / у 3

Приклади. І. Знайдемо гауссову та середню кривини 
еліптичного параболоїда х3 =  ~  ((х1)2 +  (х2)2):

їх1 ~  Xі> їX* ~  X f fхІдД =  1 , /дДд-2 =  0, fXіXі =  !
» +  f t  +  f t  -  1 +  (*1)4 +  (*Т-



Тоді за формулами (2.9) та (2.10)
w — ______ 1_______ .
Л (1 +  (*1)® +  (*•)*)■ ’ 
н  ^  г +  +

2(1 +  U'1)2 +  (*2)г)3/2'
2. Знайдемо гауссову та середню кривини гіперболічного 

параболоїда х3 — — ((х1)2 — (х2)2):

fx ‘ ~  Х г̂ }хг ~  ~~ X , ІX іXі ~  Jх'х* ~  f  хгхг

1 +  &  +  £  =  1 +  (X ') *  +  (X3)3.9
За формулами (2.9) та (2.10)

к  _ _ -1  н  (х1)2 -  (х*)*
(1 +  ( *1)2 +  (х 2)2)2 ’ 2(1  +  (х 1)2 +  (х а)2)3/2 *

2.6. Класифікація точок поверхні

В и з н а ч е н н я .  Точка поверхні називається еліп­
тичною, якщо в ній К > 0. Якщо при цьому k \= k 2¥=0, 
то точка називається омбілічною.

Точка поверхні називається гіперболічноюм коли в ній 
К <  0.

Точка поверхні називається параболічною, якщо в ній 
/С ===== 0, але k\ +  k\ Ф  0.

Якщо & ,= £2= 0 , то точка поверхні називається точ­
кою сплощення.

Розглянемо форму поверхні в околі точки кожного з 
перелічених вище типів.

Нехай F — регулярна класу С2 поверхня і Р — точка 
на ній. Виберемо в просторі спеціальну систему коорди­
нат, узявши точку Р за початок координат, дотичну пло­
щину в точці Р — за площину х [х2 і нормаль поверхні — 
за вісь Xs. Тоді в околі точки Р поверхня може бути 
задана явно у вигляді х:8 =  / ( х \  х2); / (0 , 0 ) =  (0 , 0) =
=  (0 , 0 ) =  0 .

Площина, що проходить через точку Р і не є дотичною, 
перерізає поверхню в околі точки Р по елементарній ре­
гулярній кривій. Не обмежуючи загальності, будемо 
вважати, що ця площина проходить через вісь х х і тому 
її рівняння має вигляд х2= а х 3. Координати точок пере­
різу цієї площини з поверхнею F задовольняють система 
рівнянь

(х2 = ах8;
\х* =  / (х \  X2).
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Ортогональна проекція цих точок на площину х2 =  0 за­
дається рівнянням Ф (х \ Xs) =  х9 — / (х1, ш:3) =  0. У точці 
Р Фху =  0; 0 хз ям 1 — afxг =  1. За теоремою 2 в досить 
малому околі точки Р ця множина точок е явно заданою 
регулярною кривою. З огляду на взаємну однозначність 
ортогонального проектування лінія перерізу площини та 
поверхні F є регулярною кривою.

Множина перерізу дотичної площини дс3= 0  з поверх­
нею F є неявно заданою кривою f ( x l, х2) — 0.

Розкладемо ліву частину рівняння за формулою Тей­
лора:

Розглянемо два випадки.
1. Якщо гауссова кривина поверхні К > 0, то за фор­

мулою (2.9) в точці Р

і точка (0 , 0 ) є ізольованою точкою кривої (див. підрозд. 
1.3.1). Таким чином, поверхня локально має з дотичною 
площиною лише одну спільну точку Р і лежить по одну 
сторону від дотичної площини. У цьому випадку в околі 
точки Р поверхня має таку ж форму, як еліптичний па­
раболоїд (рис. 2. 19):

Можна показати, що коли /(> 0 , то поверхня локально 
опукла.

Зауваження. З того, що К > 0, не випливає глобальної 
опуклості поверхні. Справді, розглянемо таку поверхню:

/ ,у  (0 , 0 ) (dx1)2 -I- 2 / ,v  (0 , 0 ) dxl dx2 +
+  fx*xt (0 , 0 ) (dx2)2 +  о ((dx1)2 +  (dx2)2) =  0 .

Рис. 2.19 Рис. 2.20



в площині п розташована спіраль; через, кожну точку Р  
спіралі проходить півколо, що лежить в площині, яка пер­
пендикулярна до дотичної спіралі в точці Р (рис. 2.20).

2. Якщо гауссова кривина поверхні К <  0, то }x*xi fx*х —
— /, V <  0 і точка (0, 0) є вузловою точкою неявно заданої 
кривої / (х1, х2) =  0, тобто крива в околі цієї точки являє 
собою об’єднання двох регулярних елементарних кривих, 
що перетинаються в цій точці. Вони ділять поверхню F на 
пару вертикальних криволінійних секторів, що лежать по 
різні сторони дотичної площини. В цьому випадку в околі 
точки Р поверхня має форму гіперболічного параболоїда 
(рис. 2.21):

X 3 =  / * v  ( * ' ) “ +  f x V  ( * 2)2 +  2/хі**ж'дС2.

Нехай точка Р — регулярна точка поверхні другого 
порядку. В раніш вибраній • системі координат рівняння 
цієї поверхні має вигляд х3 =  ах/-х 'х/, /, / =  І, 2. Рівняння 
дотичної площини в точці Р в цій системі координат X8 =  0; 
переріз поверхні цією площиною задається рівнянням

аи (х1)2 + 2а12х1х2 +  а22 (х2)2 =  0.
Можливі випадки, коли перетином (перерізом) є: 1) точка,, 

якщо ап а22 — а\2 >■ 0; 2) пряма, якщо tfu #a2 — — 0;
а\і +  Л22 +  Ф  0; 3) пара прямих, що перегинаються, 
якщо аи а22 — а\г <  0; 4) площина, якщо ап  =  а12 =  д22 =^0.

У курсі аналітичної геометрії введено в розгляд інва­
ріант І4 поверхні, він характеризує тип поверхні. В даній
спеціальній системі координат Іа = — (яиа22 — Отже* 
якщо І4< 0 ,  то поверхня опукла, тобто це еліпсоїд, дво-
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порожнистий гіперболоїд або еліптичний параболоїд; гаус­
сова кривина поверхні /< >  0 і всі точки цих поверхонь 
еліптичні. Якщо І4 =  0, то поверхня вироджена, тобто це 
конус, циліндр, лінійні образи; К =  0  і всі точки парабо­
лічні. Якщо І4 > 0 ,  поверхня є гіперболічним параболоїдом 
або однопорожнистим гіперболоїдом; К < 0  і всі точки 
гіперболічні.

Зауважимо, що на поверхнях другого порядку всі 
точки мають знакосталу гауссову кривину.

3. Якщо гауссова кривина поверхні К  =  0 , k\ +  k\ Ф  0, 
то відповісти однозначно на запитання, яку форму має 
поверхня в околі точки Р, не можна.

Приклади. 1. Розглянемо параболічний циліндр г = х2. 
Усі точки цієї поверхні параболічні. Дотична площина 
та поверхня мають спільну пряму, поверхня лежить по 
одну сторону від дотичної площини.

2. Поверхня, що задана рівнянням г = х 2+ у \  в околі 
точки (0 , 0 , 0 ) має форму, що зображена на рис. 2.19. 
Поверхня лежить по одну сторону від дотичної площини 
і має з нею одну спільну точку.

3. Поверхня, що задана рівнянням z — x 2—г/4 в околі 
точки (0, 0, 0), схожа на сідло (див. рис. 2.21). Дотична 
площина в точці (0 , 0 , 0 ) перерізає поверхню по парі 
парабол.

Якщо в точці 6 і =  k -2 — Oy то без додаткових припущень 
про форму поверхні в околі точки нічого сказати не 
можна.

Приклади. 1. В околі точки (0, 0, 0) форма поверхні 
z = x A-\-yA така ж, як в околі еліптичної точки (див. 
рис. 2. 19).

2. В околі точки (0, 0, 0) форма поверхні г^х'-т-у4 
така ж, як в околі гіперболічної точки (див. рис. 2 .2 1 ).

3. Розглянемо сім’ю поверхонь, що задана рівнянням 
я — Ке(лг+пу)л, /і^ 2 . При п = 2 рівняння змальовує гіпер­
болічний параболоїд. Починаючи з п =  3 рівняння зма­
льовує поверхню, в якої 61 =  62 =  0  в точці (0, 0, 0). Нехай

= 3, годі рівняння набере вигляду 2 = R e (* + a /) 3==x3— 
—Зху2. Останнє рівняння задає поверхню, що називає­
ться мавпячим сідлом (рис. 2 . 2 2 ).

Задачі. 1. Довести, що коли поверхня повна, а її гаус­
сова кривина /0 *0 , причому К > 0  принаймні в одній 
точці, то поверхня опукла.

2. Довести, що коли поверхня компактна і її гауссова 
кривина /0 ^ 0 , то поверхня опукла.



3. Довести, що на компактній поверхні максимальне 
значення гауссової кривини більше нуля.

4. Довести, що на поверхні, яка не лежить у площині 
з плоскою зв'язною компактною межею, знайдется точка, 
в якій гауссова кривина більше нуля.

Зауваження. Те, що плоский край поверхні складає­
ться з однієї кривої, суттєво. Справді, розглянемо частину

» Х̂  U“ 2̂олнопорожнистого гіперболоїда ^ ^  — 1, яка вміще­
на між площинами & її. Межа цієї поверхні складається 
із двох плоских кривих. Гауссова кривина поверхні в будь- 
якій точці менша нуля.

Опуклі поверхні мають зпакосталу гауссову кривину.
Т в е р д ж е н н я ,  Нехай регулярна класу С2 поверхня 

опукла (тобто лежить на межі опуклого тіла). Тоді в 
кожній точці поверхні

Д о в е д е н н я  Поверхня опукла, отже, в кожній 
точці поверхні є опорна площина і поверхня лежить по 
одну сторону від неї. З огляду на регулярність поверхні 
опорна площина є дотичною площиною Нехай точка Р 
належить поверхні. Всі нормальні перерізи, що прохо- 
дягь через точку Р, будуть лежати по одну сторону від 
дотичної площини в точні Р. Отже, нормальна кривина 
буде одного знаку і / О 0.

Тепер, не проводячи обчислень, можна визначити знак 
гауссової кривини деяких поверхонь. У курсі аналітичної 
геометрії доведено, що еліпсоїд, еліптичний параболоїд, 
циліндр (еліптичний, гіперболічний чи параболічний), 
одна порожнина олнопорожнистого гіперболоїда, конус — 
поверхні опуклі. Отже, їх гауссова кривина 0.

Розглянемо регулярні класу С2 лінійчасті поверхні, 
їх радіус-вектор R має такий вигляд:

R (ихл ц2) =  р (м1) +  u2s (и1),
де р = р(и1) — рівняння просторової кривої, s(w]) задає 
векторне поле вздовж кривої.

Гауссова кривина лінійчастої поверхні Іг^.0. Справді, 
нормальна кривина поверхні в напрямку прямої, що ле­
жить на ній, дорівнює нулеві. Звідси мінімальне значення 
нормальної кривини /г^О , максимальне — Отже,
гауссова кривина цієї поверхні /(=& ,• 0.

Повернемося до поверхонь другого порядку. Із опук­
лості конуса та циліндра випливає, що К ^О  в кожній 
точці цих поверхонь. Із того, що конус та циліндр —ліній­
часті поверхні, випливає, що /С^О. Тому гауссова криви-



на конуса та циліндра другого порядку дорівнює нулеві.
Однопорожнистий гіперболоїд та гіперболічний пара­

болоїд є лінійчастими поверхнями [4, розд. VI, §32]. 
Це дозволяє стверджувати, що гауссова кривина цих по­
верхонь К^О.

Задача. Нехай р, s — регулярні функції. Знайти умо­
ви, яким повинні задовольняти р та s, щоб: 1) лінійчаста 
поверхня була регулярною в околі кривої р = р (д 1); 2) га­
уссова кривина лінійчастої поверхні К

Визначити геометричний зміст цих вимог.

2.6.1. К л а с и ф і к а ц і я  н а п р я м к і в  у т о ч ц і

Напрямок а = (а \а ? )Ф 0 в дотичній площині поверхні 
називається головним, якщо існує таке А, що виконується 
умова

(В — Щ а  =  0, (2.11)

де G, В — матриці коефіцієнтів відповідно першої та дру­
гої квадратичних форм поверхні. Вище доведено, що го­
ловні напрямки ортогональні і в них досягаються макси­
мум та мінімум нормальної кривини. *

В и з н а ч е н н я .  Лінія на поверхні називається лі­
нією кривини, коли її напрямок у кожній точці співпадав 
з головним напрямком.

Одержимо дифереиційие рівняння лінії кривини. Бу­
демо позначати головні напрямки через (du], du2), щоб 
підкреслити, що при переході від точки до точки головні 
напрямки змінюються. Якщо будемо проводити вивчення 
у фіксованій точці, то лишимо позначення (а1, а ?).

Запишемо рівняння (2. 11) у вигляді
8і 2
8  22

duv\
du2)

Це рівняння еквівалентне системі рівнянь
( V  du1 +  b12 du2 =  X ( g u  du1 +  gu  du2)] 
\b]2 du1 + b22 d u 2 =  A(g12 du1 +  g22 du2).

Виключивши із системи рівнянь А, одержимо рівнян­
ня, якому повинні задовольняти головні напрямки;

bn du' -J- bl2 du2 _  bu du1 -f 2̂2 ^ц2 
gu dux + gl2dua — glt du1 +  g22 du3'

або (&n gi2 — Su  *i«) (du1)2 +  (g22 bn  — g n  b22) du1 du1 +
+  (g*2 ftia — ffn&*«)(du2)2 =  0.



Якщо kA ф  k2l тобто точка не є ні омбілічною, ні точкою 
сплощення, то в цій точці квадратне рівняння відносно
du1 ,^  має два різні розв язки:

“2); =  (“ \  «2)-du
Це диференційні рівняння першої та другої сімей ліній 

кривини поверхні.
Із курсу диференційннх рівнянь відомо, що ці рівняння 

мають єдиний розв'язок, тобто через фіксовану точку (uj, 
иі) поверхні проходить по одній лінії кривини з кожної 
сім’ї.

Приклад. На площині і на сфері будь-яка лінія є лі­
нією кривини, оскільки будь-який напрямок є головним.

В околі точки регулярної поверхні, якщо вона не е 
омбілічною або точкою сплощення, можна обрати пара- 
метризацію так, щоб координатні лінії були лініями 
кривини [15].

Якими будуть коефіцієнти першої та другої квадра­
тичних форм поверхні в такій параметризації?

Лінії кривини ортогональні, тому gi2= 0, напрямок
/1\IqI головний, отже,

Ьг 1 12

*22
о

£ 2 2

звідси Ь12 =  0.
Правильне і обернене твердження.
Якщо в деякій параметризації поверхні £ і2= & і2 = 0, 

то координатні лінії є лініями кривини.
г  • ( l \Справді, напрямки Igl та ( , ] ,  дотичні до координатних 

ліній, задовольняють рівнянню

в 0
'22 ) ЙЯ- х № 0 '

§ 2 2 .
dul\
.du2)

тобто e головними.
Приклад. Розглянемо поверхню обертання, що зада­

на радіус-вектором
Ф (и) cos v' 

т =  ( ф (и) sin V
(и )



Знайдемо коефіцієнти g 12 та ft(2: 
фУ cos v \ / — <р sin v
ф' sin v І; rv =  І фcosи
f  /  \  о

Яіа =  </■„, г„> =  0; = Ш 1 V I  '  u v )  __ Q
ґи X rv

Отже, координатні лінії поверхні обертання є лініями 
кривими.

Задача. Нехай в просторі задана криволінійна систе­
ма координат, причому координатні поверхні взаємно 
ортогональні. Довести, що лінії перерізу координатних 
поверхонь є лініями кривини (теорема Дюпена).

2.6.2. А с и м п т о т и ч н і  н а п р я м к и -

В и з н а ч е н н я .  Напрямок на поверхні, в якому нор­
мальна кривина kn — 0 , називається асимптотичним.

За формулою Ейлера ftn =  £)COS^+ft2sin29 . Тоді в 
асимптотичному напрямку£]СО52ф4 -&25Іп2ф =  0 . Це рівнян­
ня квадратичне відносно tgф. Отже, в точці може бути 
0 , 1, 2  асимптотичних напрямки або будь-який напрямок 
в дотичній площині є асимптотичним.

Згадаємо, що
Ьц dtif du1 

П gij du1 dtii

Отже, асимптотичні напрямки — це ті напрямки, які за- 
удовольняють рівнянню

bn (clu1)2 -f 2bl2 du1 du2 +  b22 (du2)2 =  0.

Це квадратне рівняння відносно ^  • Рівняння не має роз­
в’язків, коли Ьп Ь22 — Ь\2 >  0, тобто коли К >  0; має один 
розв’язок, коли Ьп Ь22 — Ь*2 =  0  і Ь2п +  Ь\г +  622=5̂  0 , тобто 
коли К =  0  і +  має два розв’язки, коли 6ц 6аа —
— Ь\2 < 0 ,  тобто коли К < 0 ;  має нескінченно багато роз­
в’язків (будь-який напрямок є асимптотичним), коли Ьп =  
=  ьг 2 — Ь22 =  0 , тобто коли кг =  k2 =» 0 .

Таким чином, в еліптичній точці поверхні немає асим­
птотичних напрямків, у параболічній є один асимптотич­
ний напрямок у гіперболічній точці — два асимптотичних



напрямки, в точці сплощення будь-який напрямок в асим­
птотичним. За кількістю асимптотичних напрямків од­
нозначно визначаються знак гауссової кривини та тип 
точки.

В и з н а ч е н н я .  Лінії, що лежать на поверхні і в 
кооісній точці дотикаються асимптотичного напрямку, на­
зиваються асимптотичними.

Приклади. 1. Будь-який напрямок на площині е асим­
птотичним.

2. На поверхні другого порядку асимптотичні лінії — 
це тільки прямолінійні твірні.

Диференціальне рівняння асимптотичних ліній —
bn  (du1)2 +  2b12 dul dii2 +  b22 (du2)2 =  0.

Якщо K<L0, то останнє рівняння має два різних роз­
в’язки:

%  =  /і («*. “2); %  =  /* (“S «2)-

Це диференціальні рівняння першого порядку двох 
сімей асимптотичних ліній. Із курсу диференціальних рів­
нянь випливає, що через кожну точку від’ємної гауссової 
кривини проходять дві асимптотичні лінії, по одній із 
кожної сім’ї.

Нехай поверхня задана явно рівнянням x3= f ( x ], х2). 
Тоді

/ / і*fo _ X Xі_____
V 1 +  (grad / ) а

і рівняння для визначення асимптотичних напрямків має 
вигляд

/ і і dxl dxf =  0.
X  X і

Цьому рівнянню задовольняють напрямки дотичних до 
кривих перерізу поверхні з дотичною площиною у випад­
ку, коли гауссова кривина /(< 0 .

Нехай координатні лінії «1 =  const; w2= const є асимп­
тотичними, тобто задовольняють, рівнянню bu (du1)2+  
~{-2bi2duldu2-\-b22(du2) 2— Q. Тоді Ьи =  Ь22=0. І навпаки, 
якщо поверхня параметризована так, що 6ц =  &22= 0 , то 
координатні лінії асимптотичні.

Можна довести, що в околі гіперболічної точки існує 
така параметризація поверхні, що координатні лінії бу­
дуть асимлкпичиими [15].



ш-т О €9 9 • *И t •» »Приклад. Знайдемо асимптотичні лиш па гелікоїді,

('« СОЗ
и sin и J. Обчислимо коефіцієнти 
ао  

*п.
— w Sin У'cos-tA

=  I sin v I ; /*„ =  w cos у I ; г
,0 7 a

* * /— u cos o' 
r vv =  \ — U sin и 1;

и _ i^u* rv> ruu) П* b — (ru* Tv* r w ) __ r\
Uk X rp| ~ U’ ^ 2 "  1 ru x  rv I ~ U'

Отже, па гелікоїді координатні лінії е асимптотичними; 
рівняний w =  const задає гвинтову лінію, w =  const— 
пряму

Для асимптотичних ліній має місце таке твердження.
Т в е р д ж е н н я .  Щільнодотична площина асимпто­

тичної лінії співпадає з дотичною площиною поверхні.
Справді, нехай г= г (б) — радіус-вектор асимптотичної 

лінії, s — природний параметр кривої. В напрямку асимп­
тотичної лінії &п=  <г", п>  = 0 , де п — нормаль поверхні. 
Отже, г"± п , але, крім того, і ґ JLn. Вектори ґ ,  г" визна­
чають щільнодотичну площину, яка в даному випадку 
співпадає з дотичною площиною поверхні.

2.7. Дериваційні формули Вейигартена

Основним обчислювальним апаратом у теорії кривих 
були формули Френе. Аналогом цих формул у теорії по­
верхонь є дериваційні формули Вейигартена.

Нехай г = г(и1і и2) — регулярна параметризация поверх-
. тз . д г  д гні. В кожній точці поверхні вектори fі =  ; r2 =  ;

п =  —!----ї-; утворюють базис простору. Отже, зектори
І X Г2 І

ги =  =  JL , г, і — 1, 2  можна розкласти по
1 д и -  д и і  д и ‘

цьому базису. Формули розкладення векторів гц% П:(і, / =  
=  1, 2) по базису г1( г2, п називаються формулами Вейн- 
гартена. Знайдемо ці формули:

Г{) = Гїі rk -f- acj п.



Тут і скрізь в подальшому Індекси змінюються від І до 2, 
Щоб визначити коефіцієнт а,-у, домножимо обидві частини 
останньої формули скалярно на п: (гі}, п) — ац, але (гц, 
п) =  bij, тому ац — Ьц.

Щоб визначити коефіцієнт Г ц , домножимо обидві частини 
розкладу гц скалярно па rs:

( П і , г„) -  Гц <rk , r s )  =  Г,* gAs.

Легко перевірити, ІДО (ГСІ, Л.) = rs>y +  (ЛуГД—
— (гг, ry)s). Позначимо (гц, rs) через A /,s. Тоді 

Г.. jL ^ Is_f£LA
5 2 \^w/ das J

і

(2. 12)

(2.13)
Функції Гі/, s називаються символами Крістоффеля пер­

шого роду, функції Гц — символами Крістоффеля другого 
роду.

Виразимо П і через Гц, *. Якщо матриця коефіцієнтів 
пертої квадратичної форми поверхні G =  (gij), то СГ1 -= 
=  (gps). Помножимо обидві частини (2.13) па gf,H і знайдемо 
суму по s:

r ? /= / ty .
Отже,

Гц =  gkS Гц, s.

Відзначимо, що символи Гц та Г s симетричні по індексах
І, /•

Приклади. 1. Нехай на поверхні введена иіпгеоуіезичпа 
сисіема координат, тобто перша квадратична форма по­
верхні має вигляд

(is- «= (du1) 2 -f- g (и1, и2) (du2)3.
Тоді

Обчії<. иіми снмиолн Крістоффеля в такій системі коорди­
нат:

1 ^ 'іі
2 (Ік і 0 ;

і

/



г  11,5 _  1 ( д8ь. 
1 — 2 \дФ

1 T dgti 
^  du1 da2 )1 =  0;

г  12,1 __ 1 (dg1%
2 \ди2

+  дл *
' du1

d8n)  
du1 / =  0;

Г  12,2 = 1 (dSї ї  ,
2 \ди2

3?22
da*

Ё й Л  _
du2 ;

1 dg m
2 du1’

Г 22,1 — ± ( дві2 . 
2 \ди* ^

дёп  
du*

^22^ __ 1 dg
2 du*

В 22.2 =  2 dSn  _  
du2

• .
2 du

П і  =  g l s A , . s =  0;

— ff2s A t .s =  0;
Г1 1 12 =  g ls г  12, s =  g n ^ 12,2 = 0;

11= g 2s Г n . ,  ■- « “ Л м - Х du*9

П 2 =  Г22,s =  g a  A 2,  + я 12А 2>2=  -  J  ;

2 . Метрична форма площини в декартових координатах 
має такий вигляд: ds3 =  (da1)1’ +  (da2)2, і символи Крістоф- 
феля Гг, — 0 .

3. Нехай в спеціальній системі координат поверхня 
задана явно рівнянням х3 =  / (х1, х2), причому / (0 , 0 ) =  
=  /*. (0, 0) =  А  (0, 0) =  0. Тоді, як було показано раніше,

g i j  (0, 0) =  SЦ  +  f x i  f x I

J
д8 ц
д х к

I  d*f f d*f . \
~  \dx‘dxk ' */ г дхі дхк І Xі j

5s/
( 0 ,0)

=  0 ,
<0, 0)

Отже, в такій системі координат в точці (0, 0, 0) всі Гкц =  0. 
Вправи. 1. Нехай метрична форма площини ds2 =  а г +

-f rVfcp2. Знайти Гц.
2. Обчислити Гц сфери, якщо на ній введені: а) кон­

формні координати; б) півгеодезичні координати.
3. Нехай метрика задана в конформному вигляді, тобто

ds2 — А (и1, и2) ((du1)- -f (du2)2). Знайти Гкц.
Продовжимо виведення формул Вейнгартена. Оскіль­

ки <п, п> = 1, то <п, Пі > = 0 ; тому вектор щ лежить 
в дотичній площині поверхні і

п, b\ гк,



Еиразимо коефіцієнти b* розкладення вектора п.: по ба­
зису ги г2 через коефіцієнти першої та другої квадратичних 
форм поверхні. Для цього помножимо обидві частини остан­
ньої рівності скалярно на вектор rs: (n it г,) =  bt (rky rs). 
Зауважимо, що (rkJ rs) =  gks. Крім того, (n , rs) =  0, 
звідки <nl, r$) +  (n9 У $і) =  0 . Але (n, rs/) =  bsC, тому 

> <йгэ rs) =  — bSf  Отже, — =  6? тобто одержано систему 
двох лінійних рівнянь для знаходження Ь{. Помножимо 
обидві частини останньої рівності на gsp — елемент матриці 
G"1, і знайдемо суму по s* Одержимо:

- - g s4 s =  gspg*s t f  =
Отже,

^ nt =  —gSkbu rk,
або

(« 1 =  — (gU feu  +  g 21 К )  Гг —  (s21bu  +  g52M  /у.
U* =  — (g“  +  g 21 fc22) П — (g21fc 21 +  g22

Коефіцієнти g8** виражаються через коефіцієнти gif 
першої квадратичної форми поверхні, а саме: якщо

G = / gn  g i2\  т о 0 -і  = ----- і----- J  8м ~ 8 іА .
g22/ «пви — 8 13\ —g 12 gn f

Таким чином, коефіцієнти розкладу вектора щ по базису 
ги ті виражаються через коефіцієнти першої та другої 
квадратичних форм поверхні.

Зауважимо, т о  коефіцієнти ga  називаються коваріант­
ними компонентами метричного тензора, а коефіцієнти 
g,p — контраваріантними компонентами метричного тен­
зора.

У курсі математичного аналізу похідна функції 
z = f ( x l, . . . ,  хп) в напрямку вектора а — (а1, . . . ,  ап) 
знаходиться таким чином:

д1  =  д± аі '
да дх‘ а ■

Визначимо подібним чином похідну векторного поля 
в напрямку а. Нехай вектор а задає напрямок у дотичній 
площині поверхні Г—г(и1, и2), тобто а = гіа і-\-г2а2. По­
значимо похідну нормального векторного поля в на­
прямку а через V a п і будемо знаходити за формулою

V a n — п^ 1 -f n2 a‘\



Із формул Веиіігяртоїш шігшівае, що вектор s jan лежить 
у дотичній площині. Отже, відображення а\-+ \7 ап — це 
відображення дотичної ПЛОЩИНИ поверхні в себе. Воно 
називається відображенням Вейнгартена. Із визначення від­
ображення Вейнгартеин випливає його лінійність. Випишемо 
лінійний оператор, що аадае це відображення:

V a П -  п{ а1 — —g,k bis гк а \
або Х7 „п ■=> с' л, -)- с* г„ де с1 =  —gsl bh а‘\ с2 =  —g'£ bis а‘.

Знайдемо власні вектори відображення Вейнгартена, 
тобто з'ясуємо, коли \ / ап — Ха. Запишемо похідну нормаль­
ного поля п в напрямку а в матричному вигляді: V un ~

— G~lBa. Треба з'ясувати, коли
(О-1 В -J- ХЕ) а =  0 , 

або
(G-1B — {-X )E )a  =  0.

Останньому рівнянню, як було показано вище, задоволь­
няють головні напрямки, і тільки вони. Раніше було по­
казано також, що — X, яке входить в останнє рівняння, 
дорівнює тільки А| або де k \ ,  k2 — головні кривини 
поверхні.

Введемо позначення dn = У ап\ dr — а. Раніше показано, 
що вздовж головних напрямків, і тільки вздовж них dn — 
=  Xdr.

Останнє рівняння складає зміст теореми Родріга.
і. З ’ясуємо геометричний зміст цієї теореми. Нехай 
г==г(« '(/) , м*(0 ) — радіус-вектор кривої у, що лежить 
на поверхні г - г (н ',  и2). Вздовж кривої у побудуємо поле 
одиничних нормалей n =  n(t) поверхні. Розташуємо по­
чаток всіх нормалей в центрі одиничної сфери. Тоді кінці 
нормалей опишуть па сфері криву у, яка може бути за­
дана рівнянням n*=*n(t). Вектор dr — це_дотичний вектор 
кривої у. Вп — дотичний вектор кривої у. Теорема Родрі­
га стверджує, що вектори дотичних до кривих на поверхні 
1 сфері колінеарні лише вздовж головних напрямків.

Нехай па поверхні координатні лінії є лініями криви­
ни. Тоді

Пи < —  — k y  Г П и \ =  Ги'-

Одержані формули називають формулами Родріга.
За допомогою формул Вейнгартена можна дати від­

повідь на запитання: як побудована поверхня, в якої всі 
точки омбілічні? Нехай розглядається регулярна поверх­

ів



ня класу С3. Всі точки поверхні омбілічнї, отже, будь- 
який напрямок на поверхні є головним. І будь-яка крива, 
що лежить на поверхні, е лінією кривини. Тому вздовж 
координатних ліній виконуються формули РодрІга:

=  —kx гх\ п2 =  —k2 г2) де kx =  ft2 =* ft.
Диференціюємо перше рівняння по и2, друге — по и1:

п і2 =  — ku*rx — krl2\ п21 =  —kuir 2 ~ k r 21>
З огляду на регулярність поверхні ti\2= /г 2і; Гі2=*г2ь і із 
останніх двох рівнянь одержимо, що

киі — кЦі г2 =  0 .
Вектори rv г2 лінійно незалежні, тому киі =  ftui =  0; 

звідси випливає, mo ft =  const.
Не зменшуючи загальності, можна вважати, що ft>0. 

Справді, знак нормальної кривини залежить від вибору 
нормалі. Візьмемо таку параметризацію поверхні, щоб 
нормальна кривина була додатна. Отже, формули Родрі- 
га можна записати таким чином:

((п +  кг)иі «  0; 
\(п +  kr)ut =  0 ,

звідки
Тому

випливає, 
с

r k

що п +  кг — с, де с — сталий вектор.„ і j
— — —. Останнє рівняння змальовує 
k І k

сс|>еру радіуса в центром у точці —

2.8. Сферичне зображення поверхні.
Теорема Гаусса

Вище визначено сферичне відображення поверхні. Як- 
т о  г = г ( и \  и2) — регулярна параметризация поверхні, to 
неперервне поле одиничних нормалей поверхні може бути 
задане радіусом-вектором

п  __ г«* х  Ги%
І ГИЖ X Гиг І ‘

При сферичному відображенні кожній точці Р поверхні 
ставиться у відповідність точка Р одиничної сфери таким 
чином: початок вектора нормалі п до поверхні в точці Р 
розташуємо в центрі сфери; кінець вектора п попадає в точку
Р, .що належить сфері.



Нехай r— r (u \ и7) — радіус-вектор поверхні, п —» 
*=*п(и1, и2) — радіус-вектор сферичного зображення по­
верхні. Тоді елемент площі поверхні

d s  =  У  g n g ss —  g i 2 d u l d u *  =  | г мі х  r«» | d u ' d u 2 

і елемент площі сфери С/СО =  |/2wi х  IcfcAte2.
Нехай £/ — окіл точки Р на поверхні, і/ — окіл точки Р* 

Для спрощення подальших обчислень будемо вважати, що 
точка Р не є омбілічною. Тоді в околі точки Р можна так 
параметризуют!! поверхню, щоб координатні лінії були 
лініями кривини. В цій параметризації за формулою Родріга
'flu* =rz & і  Tц*\ flu* =г= “ “ ^ 2  f“u*’

Підставимо ці вирази у формулу для обчислення эле­
мента площі сфери:

diо =  І кхкг 11 rui X ги* I duldur =  | К  | ds.
Таким чином,

З ’ясуємо геометричний зміст гауссової кривини. Якщо 
A S — площа околу U точки Р, Дсо— площа околу U точки 
Р, то A S  а  І* ds; Дсо ==  ̂dco. Розглянемо границю відно-

о
шення , коли окіл і/ стягується в точку:

,ІПІ x s " * ? " " 1* 1-V-+P 05

Це складає зміст теореми Гаусса про сферичне зобра­
ження. Отже, чим сильніше викривлена поверхня, тим 
більше площа її сферичного зображення. Якщо гауссова 
кривина поверхні дорівнює нулю, то площа сферичного 
зображення поверхні також дорівнює нулю, тобто сфе­
ричним образом поверхні нульової гауссової кривини є 
лінія або точка.

До цього часу вважалося, що ~  >  0. Визначимо тепер

знак виразу ^ . Якщо параметризація г =  г{иг, и2) поверхні
обрана, то в кожній точці однозначно визначається одинична 
нормаль поверхні

ги> X v



Вибір параметризації та вибір за параметризапїєю нор­
малі задає орієнтацію поверхні. Задамо орієнтацію сфери 
так, щоб нормалі сфери та поверхні у відповідних при 
сферичному відображенні точках співпадали. Отже, за­
фіксовано орієнтацію сфери. Але нормаль п — п (и 1, и2) 
визначає відображення поверхні на сферу і параметризує 
сферу. Якщо К ф 0 , т о  цій параметризації відповідає поле 
одиничних нормалей

" ц. х  п и ,

I 'V х v  І
сфери. Нехай (для спрощення подальших обчислень) на 
поверхні координатними лініями є лінії кривини. Тоді Пиі =
"  Гці, fig* ”  ^2 ґц2 І

V =  ktk% V  X ги‘
І пиі X Л„г|

к  і ги» * Ги‘ І 
Л І пи, X пи, І П.

Із останньої рівності випливає, що коли К  >  0 , то нормаль 
v сфери співпадає з зафіксованою нормаллю сфери; в цьому
випадку вважаємо, щ о ^ > 0 ; якщо К < .0 , то нормаль v 

протилежна зафіксованій, в цьому випадку ~  <  0 .

Розглянемо іншу інтерпретацію знаку ~ . Нехай в про­
сторі задана додатна орієнтація. Нехай І — контур на по­
верхні, що охоплює точку Р. Оберемо такий напрямок 
обходу контуру І, щоб із кінця п — нормалі до поверхні 
в точці Р — обхід було видно проти годинникової стрілки. 
При сферичному відображенні точка Р перейде в точку Р 
сфери, контур І — в контур /; нормаль до сфери в точці Р 
співпаде з нормаллю п до поверхні в точці Р. Можна 
перевірити, що коли К >  0 , то із кінця вектора п обхід 
контура 7 видно проти годинникової стрілки; коли К <. 0 ,
контур 7 обходиться за годинниковою стрілкою. В першому

dm А dm Лвипадку 5 7  >  0 , у другому — 57  <  0 .
Приклади. 1. Обхід контура, що лежить на еліптич­

ному параболоїді, при сферичному відображенні збері­
гає напрямок (рис. 2.23).

2. Обхід контура, що лежить на гіперболічному пара­
болоїді, при сферичному відображенні змінює напрямок 
на протилежний (рис. 2.24).



Рис. 2.23 Рис. 2.24

В и з н а че її и я. Інтегральною кривиною поверхні F на-

Приклади. 1. Обчислити інтегральну кривину еліптич­
ного параболоїда. Гауссова кривина еліптичного парабо­
лоїда більше нуля, а сферичне зображення — півсфера. 
Тому со =  2л для еліптичного параболоїда.

2 . Інтегральна кривина гіперболічного параболоїда 
о)=—2 л, оскільки гауссова кривина цієї поверхні від’єм­
на, а сферичним образом поверхні е півсфера.

Вправи. І. Обчислити інтегральну кривину: а) еліптич­
ного параболоїда, що заданий рівнянням z »  ~  (х® +  у2); 
б) гіперболічного параболоїда, що заданий рівнянням z =

2. Дослідити сферичне відображення тора обер­
тання. Довести, що інтегральна кривина тора дорівнює 
нулю.

Раніше було введено в розгляд повну кривину

плоскої кривої І, де & — кривина кривої, і доведено що 
) со дорівнює куту обертання при обході кривої. Тоді повна 

кривина будь-якої замкненої плоскої кривої без самопе- 
ретинів дорівнює 2 л.

Подібне твердження, яке буде доведене пізніше, має 
місце і для поверхонь.

Гауссова кривина поверхні визначалася нами через 
першу та другу квадратичні форми. Але виявляється пра­
вильною і викладена нижче теорема.

Теорема Гаусса. Гауссова кривина регулярної класу Съ 
поверхні визначається лише першою квадратичною фор­
мою цієї поверхні.

зиваєпіьсл величина со =  \ Kds.



Д о в е д е н и я .  Гауссова кривина поверхні

К
&11 Ьг2 '12

£и £>22 ~~ #12

Покажемо, що bn b22— b22 виражається через коефіцієнти 
першої квадратичної форми поверхні. Запишемо формули
Вейнгартена таким чином:/

Ьп П =  Г ц  А і  тk\ Ь22 П ~  г 22 А г

6 12 /г =  г 12 А г  г р .

Звідси
^ 11^ 22  ^12 ==: (^*11 А і  Ог» ^ 22 А г  Г s )

( Г \.2 А г  Г5,  Г 12 Г |2  / * )  =  (/* ц »  ^*22^

12» А г  Г f)  (^22» A l  ?k)

+  ( А і Г/г» А г О  +  ^  <ГІ2 , ^12^/г)  (  А г  ГЛ» А г Г$>*

Останні п’ять доданків виражаються тільки через коефіцієнти 
першої квадратичної форми. Справді, оскільки <г̂ -, rs) =* 
•= Л /,5, де А /..s визначаються із формули (2 . 12), то

(ґ 11»  ̂22 О  2=3 ^ П. 8 Аг» 22» А і ** Аг, Л Аі»
(АіОг* А г  О  ~  £*s A l  Аг» (^12» А г  ***) ^  А г, * Ай»* рк « рк р$

Р ІЗ Н И Ц Я  ( Г Ш  Г „ )  —  і2» ' ' і г )  ~  <Г І1» Г 2>^ —  12» Г2>и*>
Оскільки співпадають змішані похідні г112 та гш ; звідси

<'11. (^12»
И.2 дГ12,2

0 Д2

Одержимо формулу для знаходження гауссово! кри* 
вини через коефіцієнти першої квадратичної форми та 
еимволи Крістоффеля. Обчислимо дискримінант другої 
квадратичної форми поверхні:

и  U U2 д Г \ \ , ї  д Г \ 2 Л  r  r s р  r S ,
^ 1 1 * 2 2  ^ 1 2  —  Q u 2 f i u l  * 1 1 , 8 *  22 * 22, S * Ц  І

+ Sks Al Аг + 2Г412, s As-§ks Аг Аг —
® A l,2  ^^12,2  /-• p s r  r s І Г  r S 1

-------- -У И .  s 1  22 —  1  22, S і  u  ‘ Г  * 11, S I  22 +

агп ,2+ 2Гі2, s  Аг Аз, s Аг
А і Аз, s +  А г Аг, *

аг 12,2

ад1



Тоді
Эгн.2 дГ|г,2 , S

&/1 Ч %.» т  І и І іг.а
£і1#22 8 і2

Якідо перша квадратична форма має вигляд 
ds2 =  (du1) 2 +  g (и1, и2) [du2)2, 

то

(2.14!

1 д2 К*
1/ J  ' 0 м1)* в (2.15!

Якщо метрика поверхні записана в конформному вигляді, 
тобто

ds1 =  Л (и \ и2) ({du1) 2 +  (da2)2),
то

К =  — -г- Д  In Л, де Д  In Л да In Л
(<ди1)2

d2 In Л 
(да2)* •

Із теореми Гаусса випливає, що для ізометричних по­
верхонь гауссові кривини, обчислені у відповідних точ­
ках, співпадають.

Приклади. 1. Циліндр локально ізометричний пло­
щині. Гауссова кривина циліндра, як і гауссова кри­
вина площини, дорівнює нулю.

2. Гауссові кривини у відповідних при ізометрії точ­
ках катеноїда і гелікоїда співпадають.

3. Поверхня, що складається із дотичних до просто­
рової кривої, локально ізометрична площині. Отже, гаус­
сова кривина цієї поверхні дорівнює нулю.

Отже, необхідною умовою ізометричності двох по­
верхонь є рівність гауссових кривіш у відповідних при 
відображенні точках поверхонь.

Наведіть приклад того, що ця умова не є достат­
ньою.

Якщо поверхня має сталу гауссову кривину, то рів­
ність гауссових кривин — це необхідна та достатня умова 
ізометричності поверхонь.

Це буде доведено пізніше.
У процесі доведення теореми Гаусса знайдено ви­

раз дискримінанта другої квадратичної форми поверхні 
через коефіцієнти першої квадратичної форми. Виявляє­
ться, що є й інші зв’язки між коефіцієнтами першої та 
другої квадратичних форм поверхонь. Знайдемо їх. Не­



хай поверхня r ~ r (u !, и7) регулярна класу С3. Запишемо 
формули Вейнгартена:

Г и =  ГІІ rk +  bij п.

Обчислимо похідні від обох частин формул Вейнгартена 
З, враховуючи, ідо змішані похідні однакові:
/"122= Г й Ь  ОДЄрЖИМО рІВНЯННЯ

dbyt
ди2
^ І 2 
д и 3

^11^22

й ?  -  / «  ftu  -  / 'Ь  * 

r \ 2 bn - r h b

иг _ аГ",2 
У 12

1 — ■ д^і2
12 ди1
1 ..... 0^22
12 — ди1

,2
0U2 (5ul

* 11 ^21 1 11 ^22> 

— Г\ btl — r i b H;

— Г п /«. , + Г 12 Г 12,  f

Перші два рівняння називаються рівняннями Петерсо­
н а — Кодацці. Останнє рівняння називається рівнян­
ням Гаусса. Зауважимо, що його уже одержано раніше, 
коли доводилася теорема Гаусса.

Вправи. 1. Записати рівняння Гаусса, Петерсона — 
Кодацці у випадку, коли координатні лінії є лініями 
кривини.

2. Записати рівняння Гаусса, Петерсона — Кодацці, 
якщо координатні лінії е асимптотичними.

У теорії кривих доведено, що існує єдина з точністю 
до руху в просторі крива, кривина якої дорівнює k\(s)>09
скрут — f e w .

Подібна теорема є і в теорії поверхонь.
Теорема Бонне. Нехай в деякій області на площині 

з координатами (и1, и2) задано дві квадратичні форми:

І =  g.j duc du1; II =  bij dul du!,

коефіцієнти яких належать класу С2, причому перша 
квадратична форма є додатно визначеною. І нехай кое­
фіцієнти цих форм задовольняють рівнянням Гаусса, Пе­
терсона— Кодацці. Тоді в тривимірному просторі існує 
регулярна поверхня, в якої у відповідних точках перша 
квадратична форма співпадає з формою І, а друга квад­
ратична форма — з формою II, причому така поверхня — 
єдина з точністю до руху в просторі.

Теорема доводиться за допомогою формул Вейнгар­
тена — аналогів формул Френе [15].

Зауваження. Першу працю Гаусса з диференціальної 
геометрії було опубліковано в 1827 році, Гаусс першим



етйв систематично користуватися криволінійними коор­
динатами. Він увів поняття гауссово! кривини, після чого 
диференціальна геометрія виділилася в окрему науку.

2.9 Геодезична кривина кривої.
Геодезична лінія

Нехай па С2-— регулярній поверхні F лежить С2 — 
регулярна крива L, r = r(s) — радіус-вектор кривої І . 
Тут s — натуральний параметр r"  = k v — вектор криви- 
Ни кривої L, де к — кривина кривої, v — головна нормаль.

Нормальна кривина поверхні в заданому напрямку 
ftu=*fccos(), де 0 — кут між нормаллю до поверхні та го­
ловною нормаллю кривої. Модуль нормальної кривини 
дорівнює довжині проекції вектора кривини кривої на 
нормаль до поверхні.

Спроектуємо тепер вектор кривини кривої L на до­
тичну площину поверхні. Довжину проекції назвемо мо­
дулем геодезичної кривини kg кривої L : \kg\*= AsinO 
(рис. 2.25).

Визначимо знак геодезичної кривини. Нехай г ~ г (и \  
и2) — радіус-вектор поверхні F: r ( s )—r(u l(s)> u2(s))t — 
радіус-вектор кривої L. Одиничний вектор нормалі до 
Поверхні та одиничний вектор дотичної до кривої обира­
ються в кожній точці однозначно, а саме: вектор нормалі
п *  .-Дм* f t  ., вектор дотичної т =  r ' (s).

«X* ^ г'лВектор r  = k \  перпендикулярний до вектора т, проек­
ція вектора кривини г" на дотичну площину також пер-

Рис. 2.25 Рис. 2.26



пендикулярна до т. Позначимо проекцію вектора г" на 
дотичну площину через с. Якщо трійка векторів (т, с, п) 
задає додатну орієнтацію простору, то будемо вважати, 
що геодезична кривина kg>0. Якщо трійка векторів 
(т, с, п) задає від’ємну орієнтацію, то kg< 0 .

Таким чином,
kg — ( ґ ,  п х т }  =  (г', г", п). (2.16)

Покажемо, що геодезична кривина визначається тіль­
ки першою квадратичною формою поверхні. Справді,

г du1 . dus 
~  Гу ds +  Г2 ds •

„ du1 dui . d2ul , diui
r ~  r ‘i ST ИГ +  ri +  r* ds* '

За формулами Вейнгартена
rh rk +  bi, n,'’4

тому
ft ( r i du1 duJ . d2ul\ .

= r '
, l r a du‘ dul , Д*мг\ . , du1 dtJ

+  •*  Ж  +  W I  +  b“ d i  41  n ' (2.17)

Підставимо одержані для г '  та г" вирази у формулу (2.16):
/dau*

r' W +  Ггчts ( du1 , du 
K t ~  +

, _ fd2u8 , r 2 du‘ du1) )
+  гЛ & ‘ + Г і , 'Я‘ 'Я'}> n) =

/ \(du l (d2u2 r2 du* du*
=  (Г1і Г2 П) ( ds +  Г Ь ds ds

du2 (d2u1 . pi du{
ds \ds2 ‘ ll ds ds }) *

dui du^\ ,
d T lT )  +

Зауважимо, що

(rI, rI, n) =  ]Гі x  г а 1 =  V g ngia — g\2,

і одержимо таку формулу для обчислення геодезичної 
крйвини кривої на поверхні:

, idu*(d*u* . г 2 dut duJ\
kg-~* gllg ii g l2 [ds Js2 +  r i! ds dsj

du2 / d*ux . pi dui
\ dsz "* 4 ds ds }) * ( 2. 18)
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Зауваження. Знайдемо геодезичну кривину плоскої 

кривої. Нехай и \  и1 — декартові прямокутні координати
на площині. Тоді Гц =  0; gij =  6ц % і остання формула 
набере вигляду

, dul d2u2 du2d*ul >
“  T s  d ?  i r i s 2 •

Ця формула співпадає з формулою для знаходжен­
ня кривини плоскої кривої ul = u l (s); u2~ u 2 (s).

Таким чином, геодезична кривина плоскої кривої спів­
падає з кривиною кривої. Отже, геодезичну кривину кри­
вої, що лежить на довільній нерегулярній поверхні, можна 
розглядати як узагальнення кривини кривої, що лежить 
на площині.

Вправа. Вище одержано формулу для обчислення гео­
дезичної кривини кривої, що параметризована за допо­
могою природного параметра. Знайти формулу для об­
числення kg при довільній параметризації кривої.

Нехай дві поверхні Fu F2 дотикаються одна одної 
вздовж деякої кривої у. Знайдемо геодезичну кривину kgi 
кривої у як кривої, що лежить на поверхні Fu і геодезичну 
кривину kg2 кривої у як кривої, що лежить на поверхні 
F2. Очевидно, \kgl\ =  \kga\. Якщо нормалі поверхонь Ft 
та F2 вздовж кривої у співнапрямлені, то kgi =  kg2.

Приклад. Обчислити геодезичну кривину малого кола 
на сфері. Дотичні площини сфери вздовж малого кола 
обгортають конус обертання. Конус та сфера дотикаються 
один одного по малому колу, і, значить, геодезичні кри­
вини кола як кривої на сфері та конусі співпадають. Але 
конус локально ізометричний площині, а геодезична кри­
вина при ізометричних відображеннях не змінюється, 
оскільки kg виражається через коефіцієнти першої квад­
ратичної форми поверхні. Розгорнемо конус на площину. 
Мале коло, що розглядається, перейде в плоску криву, 
кривина якої дорівнює шуканій кривині малого кола 
на сфері.

Нехай /? — радіус сфери, г — радіус малого кола як 
плоскої кривої, І — відстань від вершини конуса до точ­
ки малого кола. Тоді (рис. 2.26)

г І
У  R2 — r2 ~  R ’

звідки геодезична кривина малого кола на сфері
і _  V R 2 — г2 

I  ~  r R  *



Якщо г =  /?, то kg = 0, тобто геодезична кривина великих 
кіл на сфері дорівнює нулю. Якщо г 0, то А .-^оо.

В и з н а ч е н н я .  Крива на поверхні, в коокній точці 
Якої геодезична кривина дорівнює нулю, називається гео­
дезичною лінією.

Зауваження. При ізометричному відображенні геоде­
зичні лінії переходять у геодезичні, оскільки геодезична 
кривина визначається лише першою квадратичною фор­
мою поверхні.

Приклади. 1. На площині геодезичними лініями є пря­
мі, на сфері — великі кола.

2. Розглянемо циліндр обертання. Розгорнемо його 
на площину, розрізавши вздовж твірної. Геодезичними на 
площині є прямі. Будь-яка пряма І на розгортці циліндра 
має ту властивість, що вона утворює сталий кут із твір­
ними циліндра. Але геодезичні площини при ізометрич­
ному відображенні перейдуть у геодезичні циліндра. 
Отже, геодезичні лінії на циліндрі — це криві, які утво­
рюють сталий кут із твірними, тобто гвинтові лінії, пря­
молінійні твірні, кола, що перпендикулярні до твір­
них.

Задача. Знайти геодезичні лінії на конусі обертання.
Вздовж геодезичних ліній kg = 0; тому дорівнює нулю 

проекція вектора кривини kv геодезичної лінії на дотич­
ну площину поверхні. Отже, крива на поверхні є геоде­
зичною лінією тоді і тільки тоді, коли в кожній точці 
головна нормаль кривої колінеарна нормалі до поверхні1.

Знайдемо рівняння геодезичних ліній. Вздовж геоде­
зичних ліній r ~ r (s )  проекція вектора кривини г" в8 кри­
вої на дотичну площину дорівнює нулю. Отже, в розкладі 
вектора г" по базису (гь г2, п) дорівнюють нулю коефі­
цієнти при ги г% Таким чином, із рівності (2.17) випли­
ває, що дифереиційиі рівняння геодезичних ліній мають 
вигляд

(d2ul , г3 du1 dux f о г1  dul du2 , r l  du2 du2 __ n
ds* ^  1 ^  ^  ^  1 ™~d£ir -  V'’ ,9 i g

d2u2 . p 2 , ОП2 du1 du2 , ™ dtt^du2 _ л  ’ '
. ds2 ' 11 ds ds ' 12 ds ds ' 22 ds ds

Теорема 15. Через кожну точку С2-регулярної поверх­
ні в будь-якому напрямку проходить єдина геодезична 
лінія.

Д о в е д е н н я .  Геодезичні лінії визначаються із си­
стеми двох диференціальних рівнянь другого порядку. 
Із теорії диференціальних рівнянь відомо, що коли функ-
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ції Г)і неперервні, то при заданих початкових умовах
du1иха =  и1 (0 ); и2о =  Ы2 (0 );

S= 0
=  аі. du2

ds s—0=  а2

існує єдиний розв’язок и1 =  и1 (s); а2 — и2 (s) системи рів­
нянь (2.19). Цей розв’язок задає криву на поверхні, що 
проходить через точку их0 =  а 1 (0 ); и2 =  а 2 (0 ), і має в цій 
точці напрямок

rfw1
ds s=* 0 — а1: ds s=0

При клади. 1. Розглянемо площину. Через будь-яку 
точку в заданому напрямку проходить єдина пряма — 
геодезична площини.

2. Знайдемо геодезичні лінії на сфері. Відомо, що 
великі кола є геодезичними лініями сфери. Через будь- 
яку точку сфери в будь-якому напрямку проходить вели­
ке коло. Із теореми 15 випливає, що інших геодезичних, 
крім великих кіл, на сфері немає.

3. Розглянемо поверхню обертання. Вздовж меридіа­
на його головна нормаль колінеарна нормалі до поверх­
ні. Отже, меридіани на довільній поверхні обертання є 
геодезичними лініями.

Приклад 3 є окремим випадком більш загального 
твердження.

Т в е р д ж е н н я .  Якщо площина я  є площиною си­
метрії регулярної поверхні, то лінія перерізу поверхні 
площиною я є геодезичною.

Д о в е д е н н я .  Лінія перерізу І поверхні площиною 
я — плоска крива. Тому достатньо довести, що вздозж 
цієї кривої нормаль до поверхні лежить у площині я. 
Здійснимо відображення симетрії відносно площини я. 
Поверхня при цьому перейде в себе, а нормаль п — в нор­
маль п \  що симетрична п відносно площини я. З огляду 
на регулярність поверхні, нормалі п та п' повинні спів­
падати. Тому нормаль поверхні співпадає з головною 
нормаллю кривої І.

Приклад. Розглянемо еліпсоїд, що заданий рівнянням
*а , У1 , £  _  і

Координатні площини є його площинами симетрії. Отже, 
еліпси

УІ4-г±Ь2^  с2 
х =  0 ,

і;
X 2 Z 2

а* ' с*
У  *= 0;

(* \У  _

U  =  o



будуть замкненими геодезичними лініями еліпсоїда. Ві­
домо, що коли а, Ь, с попарно різні, то інших замкнених 
геодезичних ліній на еліпсоїді немає.

Пуанкаре, досліджуючи задачу трьох тіл у механіці, 
поставив питання: скільки замкнених геодезичних ле­
жить на замкненій опуклій поверхні? Він навів не досить 
строге доведення того, що на будь-якій опуклій поверхні 
е принаймні одна замкнена геодезична. В 1932 р. Лю- 
стерник та Шнірельман довели, що па замкненій опуклій 
регулярній поверхні лежить три замкнені геодезичні.

2.9.1. М е х а н і ч н и й  з м і с т  г е о д е з и ч н и х

Нехай на площині під дією сили F рухається мате­
ріальна точка, маса якої дорівнює т. Траєкторія r = r(t) 
руху точки визначається із другого закону Ньютона:

Із нього випливає, що коли на точку не діють ніякі сили, 
то попа рухається рівномірно і прямолінійно.

Розглянемо тепер довільну регулярну поверхню. Не­
хай на ній є матеріальна точка маси т, на яку діють 
сили так, що точка рухається по поверхні. З ’ясуємо, по 
якій траєкторії рухається точка. Нехай г= г (« 1, и2) —
радіус-вектор поверхні, — рівняння траєкторії
руху точки в криволінійних координатах поверхні, г =  
=  г(а1(*), а2(/)) — радіус-вектор траєкторії. Наточку діє 
сила ґ  +  Ал, де F — вектор сили, що лежить в дотичній 
площині, а Іп  — реакція опори. Тому

( 2.20)

Згадаємо, що
d r  d n 1 d l l2

Сила F лежить у дотичній площині поверхні, отже,
/7 »  Я г , +  £•/■,.



d*rПідставимо знайдені для F та ~ а вирази у формулу (2.20) 
і одержимо: ;

т (іЖ  +  г ‘1 Чі ж) =  F \ k ~ \ ,  2. (2.21)

Зауваження. Нехай дана поверхня — площина, их, 
а1 — прямокутні декартові координати. Тоді Г?/ — 0 і останні 
рівняння — це рівняння Ньютона руху матеріальної точки. 
Таким чином, рівняння (2.21) є узагальненням рівняння 
руху Ньютона.

Розглянемо окремий випадок руху точки по поверхні* 
коли /г —0 , тобто на точку діє тільки реакція опори. 
В цьому випадку рівняння (2.21) набере вигляду

d2uk 
d i 2

+ Г k did did 
tf di dt (2.22)

Тут параметр t — час. Перейдемо до природного параметру 
s. Тоді

г‘ = г* <и
ds. г" _d2s , . „

» Г t •—  ' t *  '  S

Із формули (2 .20) випливає, 
останні дві рівності, одержимо:

що г ;  =  ^  п. Порівнюючи

d2s
dt'~ х -f- кv Я

т П,

Помноживши ооидві частини останньої рівності скалярно
d2sна вектор т, знайдемо, що —2 =  0 , звідси s =  сі, тобто

параметри $ та t пропорційні.
Таким чином, рівняння (2.22) можна записати так:

d2u* , r k du* du1 __ п
“572 ~r  / ij 57 Ts ~  u’

Це рівняння геодезичних ліній.
Отже, якщо на матеріальну точку, що лежить на по­

верхні, не діють зовнішні сили, а діє тільки реакція опори, 
то точка рухається по геодезичній, а швидкість руху точки 
стала, /

Прямі на площині мають ту властивість, що відрі­
зок прямої коротший за будь-який відрізок іншої кривої, 
що з’єднує дві дані точки. Тобто геодезичні на площині 
е найкоротшими. Природно виникає задача знаходжен-



ня найкоротшої лінії на регу­
лярній поверхні, що з’єднує дві 
задані точки поверхні.

Відомо, що необхідною умо­
вою мінімуми функції кількох 
вміннях z — f (х1', '. . .  , х”) є рів­
ність нулю ПОХІДНИХ їх1, (і — 1,
. . .  , п). Справді, нехай в точ­
ці (xj, . . . ,  х") функція z —
=  f ( x \  . . .  , х") набуває най- 
меншого значення. Розглянемо
функцію г (є) =  f (хі +  гу1, . . . .  Рнс' 2,27
хЗ +  еу4), де у1, . . .  і/ 1 — деякі числа. Це функція однієї
змінної, що набуває найменшого значення при е =  0. Отже,

2е (0 ) =  0 , або fxt у1 1в_о =  0 .
Із останньої рівності випливає, що fxt ~ 0 , оскільки
IIі ,  . . . .  у"  —  довільні числа.

Використаємо цей підхід для знаходження необхідної 
умови мінімуму в більш загальній ситуації. Нехай L — 
иайкоротша, що лежить на С2 — регулярній поверхні 
г ~ г ( и \  и2) і з’єднує точки Р\, Р2. Можна показати, що 
крива L гладка. Нехай її рівняння в природній пара- 
метризації

и1 — и1 (s); 
ц2 — и3 (s).

Точка Р1 відповідає значенню параметра sv  а точка Р2 — 
значенню s2. Тоді довжина кривої І.

а (І) == s2 — Si == f  ds.
s,

Позначимо через L (є) близькі до L криві, що лежать па 
поверхні і з’єднують точки Р,, Р 2 (рис. 2.27). Вони задані 
рівняннями

и1 — и1 (s) +  єгі1 (s);
а3 =  и1 (s) +  ер2 (s), L (0) =  L,

де rj1, ТІ2 — довільні регулярні функції такі, що іф (s1) — 
=  r|' (s2) =  0, і =  1, 2. Зауважимо, що для кривої і  (в) 
параметр s не є природним параметром. Довжина кривої 
o(L(є)) обчислються за формулою

a(L(e)) =  a(e) =



-  J / т ,  (» И  +  *n W  ( ¥  + .  f ) ( £  + .  g )  * .

Щоб довжина кривої L була мінімальною, необхідно, щоб 
сг' (є) |е==0 =  0. Звідси випливає, що

і

dgi,(u(s)) dut duf
дик П*(«) ds ds +

і

+ & і <M ЧГ1 ІЇ +  84 (“ (s)) ї  ж ) ds =  °-
ОСКІЛЬКИ

/  du' da> . 
g ll ds ds =

Перетворимо підіптегральний вираз. Інтегруючи по частинах, 
одержимо, що

«і
d*«I . dgudukduf\  , , 

8 ‘і ds* +  а«* ds ds} 11 ds'

оскільки if  (s’) =  tf  (s2) =a 0. Тому необхідну умову мінімуму 
можна записати так:

або

dg /дЛ du‘ du! 
d u l} ds ds

_ d2u} d2u*1 и , л
— fiT*/ з ? -  — =  о,

dui dui 
li*k ds ds



Остання рівність правильна при будь-яких г|*, 6  = 1 , 2, 
що задовольняють умові ті* (s1) =  ті* (s’) =  0 , тому із неї 
випливає, що

с!ги1 . г  du‘ du' 
Ski ds2 т  і],к ds ds 0.

Домножимо обидві частини одержаного рівняння на g M„ 
де gkl — елементи матриці G'1, оберненої до матриці G =»
=  (8 аУ-

kl ( d V  , г  du‘ du'\ _  Л
8  [ 8 k i ds і  +  і],к ds ds J 0,ds ds

звідки, підсумовуючи no k, одержимо
1 «і d2ti' 1 ~ / d2ul 
2 0 ," л г +  2 °‘~dŝ ~

. r i du1 da* n 
+  1 ч  ds Us ~ 0 '

Таким чином, необхідна умова мінімуму довжини кривої L  
набуває вигляду

d2u> pi du' du' _»
d ^  +  1 ‘i~di ~dl - U ’

a це — рівняння геодезичних ліній поверхні. Отже, ЯКЩО: 
на кривій, що з’єднує дві точки регулярної поверхні, до­
сягається мінімум довжини, то це — геодезична лінія.

Зауваження. Першим геодезичні лінії розглядав Бер- 
нуллі в 1697 році. Рівняння геодезичних ліній були вве­
дені Ейлером.

2.9.2. П і в г е о д е з и ч н а  с и с т е м а  к о о р д и н а т

Перша квадратична форма площини в прямокутних 
координатах має вигляд

ds2 =  du2 +  dv1.
Координатні лінії w =  const та o =  const — це прямі, тобто 
геодезичні лінії.

Перша квадратична форма одиничної сфери, якщо- 
координатні лінії — паралелі та меридіани, записується 
так:

ds1 =  du2 +  cos2 udv".
Крива, що задана рівнянням n =  const, є меридіаном сфе­
ри, тобто геодезичною лінією, а и — довжина дуги на 
цьому меридіані.



Розглянемо загальний випадок. Нехай метрика по­
верхні має вигляд

f/s- =  (du1)2 -f- g (и1, и2) (du2)2.
Тоді матриця коефіцієнтів першої квадратичної форми

G =  ( ‘ °g) ,  тому r UiI =  I ^  =  0;
г  _! dgn

n ’ 2 did 2 did
«Матриця

/1 0 \
1  , отже Г J, =  g11 Г ид
s J

Отже, Гкп  =  0 і рівняння кривих |^2 0onst задоволь­
няють рівнянням геодезичних:

(12иа . г сс dui did n 
+  1 Ч 7s 7 Ї  =

Зауважимо, що координатні лінії утворюють орто­
гональну мережу. Тому поверхня параметризована таким 
чином: на поверхні обрана регулярна лінія, яка нази­
вається базою, і через кожну точку цієї лінії проведена 
геодезична, що перпендикулярна до неї. Одержана си­
стема координат називається півгеодезичпою.

Раніше уже фактично розглядалася півгеодезична си­
стема координат, коли на площині вводилися координа­
ти, що зв’язані з довільною плоскою регулярною кривою. 
Тоді на площині фіксувалася деяка регулярна крива и 
проводилися нормалі до неї в кожній точці. Але прямі — 
це геодезичні лінії площини, тому система координат на 
площині, зв’язана з кривою, є півгеодезичною. Вище до­
ведено, що в околі кривої ця система координат регу­
лярна.

Природно виникає запитання: чи можна в околі до­
вільної точки регулярної кривої на поверхні ввести пів- 
геодезичну систему координат? Нехай L — регулярна 
крива на поверхні, параметр v2 є природним параметром 
кривої L. Проведемо через кожну точку кривої L пер­
пендикулярно до неї геодезичну. Нехай параметр vl є 
природним параметром геодезичної, причому v ] = 0  в точ­
ках кривої L. Доведемо, що vx, V2 є регулярними криво­
лінійними координатами поверхні і в них перша квадра­
тична форма має вигляд ds2~  (dv]) 2~\~g(vl, v2) (dv2) \



Теорема J6 . Якщо метрика поверхні належить класу 
С2, тобто існує така парапет ризація поверхні, що g ij^ C 2, 
І крива L, що лежить на поверхні, регулярна класу С2, 
то на поверхні можна побудувати півгеодезинну систе­
му координат, базою якої буде крива L.

Д о в е д е н н я .  Перша квадратична форма поверхні 
має вигляд

ds“ =  gll (dulT +  2gn dul d u 2 +  £22 (dHi)a.
де gt/ ( C2. Нехай крива L. що лежить па поверхні, задана 
системою рівнянь

иг =  и1 (у2);
и 2 =  и 1 ( V і ) .

де V і  — природний параметр кривої, м“ (С 2, а  — 1, 2. Отже.
. _ [du1) 2 , п dul dul . [du*Y ,

d s =  £11( ^ 1] +  2£ i +  =  і -
Через кожну точку кривої L потрібно провести геодезич­
ну лінію, що перпендикулярна до L  Позначимо через 

природний параметр на кожній геодезичній. Нехай в 
точках кривої L параметр v[ = 0. Дотичний вектор

(d£
\dvl ’

duA
dvl ) и1=о =  (а1 (у2), a2 (У2))

до геодезичної повинен бути перпендикулярним до дотич­
ного вектора кривої L, тобто gij ^  а ' =  0 , а його довжина
повинна дорівнювати одиниці, тобто gijalai =  і.

Таким чином, сім'я геодезичних, що перпендикулярні 
до кривої L, задовольняє системі диференціальних рів­
нянь

dhP
(dv1)2

, pa du* dul
+ 1 = 0

du1 _V2)8 початковими умовами ы'(0 , v2) = ul (v2), ^ ( 0 ,
«= a' (a2), / =  1 , 2 , які задовольняють рівностям

du( dt£ _ .
f t /З Зл і»  “  i;

da1 f f. (2.23)
* / * 5fl/ =  0;
Sn alal =  1.

Із останніх двох рівнянь системи (2.23) випливає, що 
функції а'==а*(ца) регулярні. Окрім того, Tf/ є С 1, оскільки



gij l С2. І я теорії диференціальних рівнянь відомо, що 
розв’язки диференціальних рівнянь регулярно залежать від 
початкових умов та параметрів.

Отже, розв’язок системи диференціальних рівнянь 
геодезичних ліній з початковими умовами (2.23) існує, 
він регулярний і має вигляд

Iul =*ul (ul 9 ul (v% а2 (у2), а1 (о2), or (о2)) =  и 1 (у1, у2);
[ц* =  и2 (у1, и1 ( V і ) ,  u?(v2), а1 (у2), а2 (у2)) =  а2 (у1, у2).

Фіксуючи у2, одержуємо рівняння геодезичної лінії.
Я кобіан відображения fи1 =  и1 (у1, у2); . г

(о», о2) Е Т0ЧЦІ о = 0 '

ди1 (0, у 2) ди2 (0, у 2)
а 1 ( 0 ,  V 2 ) а 2 (0 ,  v 2 )dv1 д у 1

ди1 (0, у 2) dw2 (0, у 2) ди1 (0, у 2) ди2 (0, у 2)
до9 до2 ди2 dv2

оскільки його рядки є взаємно ортогональними век­
торами.

Отже, в околі кожної точки кривої L однозначно ви­
значені обернені регулярні функції vl *=*vl(ul, и2), У2 =  
=  у3 (и \  и2) , тобто геодезичні, що проведені з близьких 
точок, не перетинаються «поблизу» кривої L.

Таким чином, доведено, що криволінійні координати 
V і , v2 регулярні в околі довільної точки кривої L  З ’ясує­
мо, якого вигляду набирає перша квадратична форма по­
верхні в координатах у1, у2. У загальному вигляді

ds1 =-- gn  (v \ v2) (dv1) 2 +  2g12 ( v \  Vі) dvl dv2 +
+  g*2(aS »*) (dv2)2,

де gij ( ° \  v2) — регулярні функції. Підставимо в шо фор­
мулу гг — const. Одержимо: gn  (v1, v2) =  1, оскільки v1 —t  

лч природний параметр. Рівняння v2 =  const. задає геодезичну 
лінію, тому Г,1, =  =  0, звідси Г\ ід =  Гц,2 =  0; отже,
f f r  =  0 і 8 ц  =  g n  За побудовою g i2  — 0 вздовж кри­
вої тобто " і2 (0, V й )  =  0, тому g 12 (о1, о2] з О .

Отже, в системі координат (у1, о2) перша квадратич« 
на форма поверхні має вигляд

ds2 =  (do1)2 -і- g (о1, о2) {dv2)2.
Зауваження, 1. Із того, що о2 — приррдниЦ параметр, 

кривої L, випливає, що g(0 ,



2. У півгеодезичній системі координат з базовою гео­
дезичною кривою L матриця коефіцієнтів першої квад­
ратичної форми

тому

т  <»■ v’-> -  °-

Отже, Лу,й(0, о2) =  0, звідси випливає, що Г ^ ( 0, V-) —
=  gbs r th s =  0 .

3. Прямокутна декартова система координат на пло­
щині є півгеодезичною системою координат. Таким чи­
ном, півгеодезичну систему координат на довільній ре­
гулярній поверхні можна розглядати як узагальнення 
прямокутної декартової системи координат на площині.

Задача. Довести, що коли крива L — геодезична лі­
пім, то

dg (о1, v2)
ди* (0 ,0 )

Нехай на площині задана полярна система коорди­
нат. Одна сім’я координатних ліній складається із про­
менів з початком у фіксованій точці О площини, дру­
га — із ортогональних цим променям кіл. Метрика пло­
щини в полярній системі координат має вигляд

ds* =  d r  +  r2d<p2.
Нагадаємо, що полярна система координат регулярна 
скрізь, окрім початку координат. Матриця коефіцієнтів 
першої квадратичної форми

Якщо г =  0, квадратична форма ds2 перестає бути додатно 
визначеною.

Систему координат, що подібна полярній системі ко­
ординат на площині, можна ввести на довільній регуляр­
ній поверхні. Зафіксуємо на поверхні точку Р і проведемо 
із неї геодезичні у всіх напрямках. Нехай г — довжина 
дуги на геодезичній, ер — кут, який утворюють геодезичні 
в точці Р з фіксованим напрямком. Можна довести, що 
в околі точки Р така система координат буде регулярна



скрізь, окрім точки Р, і перша квадратична форма по­
верхні в такій системі координат буде мати вигляд

dsl =  dr- +  g (гу ф) dq>\
причому

=  I.
(0, 0)

Якщо г = 0, то перша квадратична форма поверхні не 
буде додатно визначеною формою. Така система коорди­
нат на довільній регулярній поверхні називається поляр­
ною системою координат

Теорема 17. Геодезична на досить короткому відріз­
ку є найкоротшою.

Д о в е д е н н я .  Нехай Р — довільна точка поверхні; 
7  — геодезична, що проходить через точку Р. Проведемо 
через точку Р геодезичну лінію L, що перпендикулярна 
до лінії у, та побудуємо півгеодезичну систему коорди­
нат, базою якої є крива L. Лінія у входить в сім’ю гео­
дезичних, що ортогональні кривій L . Нехай на кривій L 
змінюється параметр v2, на ортогональних до L геоде­
зичних — параметр v \  а у — це геодезична, на якій г;2 =  0 . 
За теоремою 16 існує окіл V точки Р, в якому ця система 
координат регулярна. Перша квадратична форма поверхні 
в цій системі координат має вигляд

ds2 =  (dv1 ) 2 -{- g (v1, v2) (dv2)2.
Нехай точки Plt P2, що лежать па геодезичній у, нале­
жать околу V. Крива у може бути задана системою рівнянь

f Vх =  s;
\v8 =  0 .

Нехай точці Рг відповідає значення параметра slt а точці 
Р2 — значення So. Тоді довжина дуги кривої у, що з’єднує 
точки РІУ Р2, становитиме о (у) =  s2 — sl. Розглянемо тепер 
довільну регулярну криву у, що з’єднує точки P lt Р2 
і лежить в околі V. Нехай криву у задає система рівнянь

(Vі =  и1 (/);
№  =  у1 (f).

Довжина у буде
Р ____________________________________________

" Г о - J  у  Й ‘) ' + 8 (»''(0 , * m l $ f * *
/-> *

g (0 , ф) =  о, д V а [г, ф)
дг

і



Зауважимо, що різність досягається тоді і тільки тоді,, 
коли V2 =  0, тобто коли крива у співпадав з геодезичною 
у. Таким чином, доведено, що серед кривих, які лежать 
в околі V, найкоротшою, ідо з’єднує точки Р х та Р2, буде 
геодезична. Взагалі кажучи, не виключено, ідо крива най­
меншої довжини, що з’єднує точки Р19 Р2, виходить із 
околу V. Якщо точки Ри Р2 досить близькі, то це немож­
ливо. Справді, розглянемо на поверхні круг радіуса є з цен­
тром в точці Р. Нехай він цілком лежить в області V, де 
введена півгеодезична система координат. Нехай відстань
від точок Я,, Яа до точки Я менше або дорівнює у , а крива
V, то  з'єднує точки Я,, Яа, виходить за межі області V.
1 Іояначимо через Qt та Q2 точки перетину кривої у та межі 
кі>уга (рис. 2.28). Очевидно, що довжини дуг кривої у, які 
з'єднують точки Рх, Qj та Я2, Q 2, більше або дорівнюють
-* . Отже, довжина кривої у буде о (у )> е .

2.9.3. Д р у г а  в а р і а ц і я  д о в ж и н и  к р и в о ї

Із курсу математичного аналізу відомо, що необхідною 
умовою екстремуму функції багатьох змінних z — f  (х1, . . .  
. . .  , хп) в точці (х] 9 . . .  ,л $  є f xt(x\ 9 . . .  , х«) =  0 , і=* 
=  1, . . .  , п. При цьому достатньою умовою мінімуму е

т



додатна визначеність форми fx(xJ (xj, . . .  , х”) yhjK Справді, 
розглянемо значення функції /(лл , . . .  , хп) в точках (xj-f- 
+  в у \  . . .  , х* -І- є//'*), близьких до точки (xj, . . .  , X”). 
функція Z (е) =S /  (*> +  Є//1, . . . , JCJ 4- 8#") — не функція од­
нієї змінної. Необхідною умовою мінімуму ЦІЄЇ функції 
ъ точці є =  0 є г '(0 ) =  0, достатньою — г"(0 )> 0 . Оскіль­
ки zn (0 ) =  fxixi (лф, . . .  >х§уч/ і г" (0 ) >  0  повинна бути 
достатньо визначеною при будь-якому наборі (г/1, . . .  , у%  
то умова z"(0 ) >( )  рівносильна тому, що квадратична форма 
,}\,хц,‘уї є додатно нпзиачсігою.

Подібний підхід можна застосувати для знаходжен­
ня необхідних та достатніх умов мінімуму функціоналу 
о — o (L )t що ставить у відповідність кривій L її довжину.

Знайдемо достатні умови того* що геодезична лінія — 
найкоротша серед усіх близьких кривих. Нехай точки 
Р и Р2 лежать на поверхні з першою квадратичною 
•формою

ds3 =  gu (du1)2 -f  2 g 12 du1 du2 +  g i2  (du2)2.

Рівняння геодезичної L, що з’єднує точки Pt та Р2, мають 
вдгляд

\ и1 =  и1 (s);
\ и2 =  и2 (S),

де s — природний параметр кривої, причому (и1 (st), и2 (s2)) — 
координата точки Pt , (и1 (s2), u2 (s2))— координата точки Ря 
на поверхні. Розглянемо сім’ю близьких до L кривих L (є), 
які з’єднують точки Ру та Рг і можуть бути задані рів­
няннями

( и1 =  и1 (s) +  ер1 (s);
І и2 — и2 (s) +  ер2 (s), L (0) =  L,

де P‘ (s) — регулярні функції І p 1 (sx) =  P2 (Sy) —  p1 (s2) =  
— P2 (s2) =  0. Зауважимо, що s не є природним параметром 
кривої L (е), це — природний параметр кривої L — L(0 ). Дов­
жина кривої сім’ї є функцією параметра є, вона обчислю­
ється за формулою



Достатньою умовою того, що крива L (0) має міні­
мальну довжину серед усіх близьких кривих L( e), € 
о"(0 ) > 0  при будь-яких ТІ1, TJ2.

Знайдемо а"(0). Будемо вважати, що на поверхні 
введена півгеодезична система координат, базою якої є 
геодезична L (0). Тоді рівняння кривої 1(0) мають

( if}- =  0 '
вигляд І и2 =  s' Вздовж кривої L(0 ), як було показане

Раніше наведено запис гауссової кривини К через 
символи Крістоффеля (2.14) та коефіцієнти першої квад­
ратичної форми поверхні:

У півгеодезичній системі координат вздовж кривої L (0) 
буде Ги =  Гі2 =  0  і тому гауссова кривина поверхні

раніше,

Дотичний вектор кривої Г(0 ) має координати

0Г||>2 дГ\9ш2 

~  ди1 •

Згадаємо, що Г12, 2 =  \  . Тому

дГ12, 2 __ J  
ди1 2 ди1 ди1 *

дГ ц 2
У півгеодезичній системі координат / и, 2 =  0 і ~ ~т~ — Q- 
Отже, вздовж кривої L(0) гауссова кривина

1 д % 2  
2 ди1 ди'*2 ди1 д и ''

Позначимо



через L. Тоді

*' Iі ,і' du!
ds ]\ds

а" (є)

+  2 ^ ( «  +  ел)-^- ̂  +  г —  Ids;

1 l dZ ii(и) du1 du1
£=0

+

\ д1 іі  
L диk ^  ds ds +  2g‘i M  Т Г  % ]~  +

dh>

+ 2

4L0 L du

'■‘i {l,) n/rr|/ du^dtJ , 2 dSij («) J A/ dtJ 
к д../  ̂  ̂ d s  ds а..к  ̂ ds ds *

]} &

2/̂ 0 Ldw*da' ds ds
dgif («) . d«* dr/ 0 . 4

л»* ^ ds "ST ^  ^  ^  ds ds

du* ' ds ds 

di]* dr)'

Зауважимо, що при в =  0:
Ogu (0, «*)

L — 1 ;

Тому
дй'

=  0 ; g„ (u \ и*) =  б,/; ^  =  0 ; *L* -  0 .ds

5*

+ 2 (§У+ 2 (?)]} - Лт ЯЙ&!й 1W+ (їЛ *
Оскільки

ag,2 (0, гі2) _  pg22 (О, и*) =  0  
дм1 диа

вздовж кривої L (0), то
d*gg2 _  d*ggil _  л 

ди1 ди* ди* диг
Тому

г>,

Згадаємо, що вздовж базової кривої півгеодезичної си«. 
стеми координат гауссова кривина

____L %22
2 ди'ди1 '



Якщо позначити ц1 через у % то одержимо, ідо

Отже, якщо цей інтеграл більше нуля при будь-якому 
у, що задовольняє умові y ( s \ ) ^ y ( s 2) = 0, то крива L (0) 
є найкоротшою серед усіх близьких кривих.

Запишемо інтеграл (2.24) у вигляді

=  УУ (*) — jj уу" ds — \ Куг ds =  — і' у  {у" -І- /<//) ds.

А знак цього інтеграла, виявляється, суттєво залежить від 
того, як розташовані пулі розв'язку y(s) диференціального 
рівняння і /  +  Ку =  0. Рівняння у*+  Ку** 0 називається 
рівнянням Якобі.

Якщо / \ < 0, то (у ')2— Ку2>0, тобто на поверхнях не- 
додатної гауссової кривини серед близьких кривих геоде­
зична завжди є найкоротшою. Умова «серед близьких 
кривих» суттєва.

Нехай y(s)  — досить регулярна функція. Зауважимо, 
що (у ')2> 0, а Ку2 = 0 при s =  S| та s=»s2* Тому, якщо 
/С>0 , то на малому відрізку (у ')2—Ку2> 0  і геодезична 
буде найкоротшою серед усіх близьких кривих.

Приклади. 1. Розглянемо сферу. Геодезичні на сфе­
рі — це дуги великих кіл. Легко довести, що дуга вели­
кого кола, що менше або дорівнює півколу, найкоротша. 
Будь-які дві точки на сфері з’єднує зліченна кількість 
геодезичних.

2 . Розглянемо прямий круговий циліндр; геодезичні 
лінії на ньому — гвинтові лінії та прямі. Нехай точки 
Ри Р2 лежать ня твірній циліндра. Ці точки з’єднують 
гвинтова лінія ти підрізок, що лежить на циліндрі 
(рис. 2.29). ( сред близьких до гвинтової лінії вона є най- 
коротшою. Але т і циліндрі в цілому вона буде мати 
найменшу довжину серед усіх кривих, що з’єднують точ­
ки Ри Р2; найкоротша — підрізок Р\Рі .

о" (е) |к_ 0 =  j  (уУ  ds — ї  К і/ ds =
S

Таким чином, знак а" (е) |Кмо протилежний знаку



Зауважимо (без доведення): коли поверхня гомсо- 
морфна площині та її гауссова кривина то будь-
які дві точки поверхні з’єднує єдина геодезична.

Гауссова кривина сфери /<>0, і будь-які дві точки 
сфери можуть бути з’єднані нескінченною кількістю гео­
дезичних. Гауссова кривина циліндра /С=0, циліндр не 
гомеоморфний площині і будь-які дві точки циліндра 
з’єднує не єдина геодезична.

Поняття геодезичних — це фундаментальне поняття 
як математики, так і фізики.

Приклади. 1. Оболонки, які витримують велику темпе­
ратуру, роблять із міцних матеріалів, що називаються 
композитами. Щоб оболонки витримували високу тем­
пературу, композит потрібно наносити так, щоб його во­
локна йшли но геодезичних лініях.

2. Нехай світло поширюється в ізотропному середо­
вищі зі змінною швидкістю с= с(х1, х2). Тоді промінь 
світла поширюється по геодезичних лініях метрики

ds1 =  с- ~ - ^  ((dx1)* +  (йхГ).

Задача. Довести, що на поверхні обертання вздовж 
будь-якої геодезичної лінії виконується співвідношення 
pcos<p =  c, де р — відстань точки геодезичної від осі обер­
тання; ф — кут між геодезичною та паралеллю; с — ста­
ла для даної геодезичної (теорема Клеро).

2.10. Мінімальні поверхні

Вище розв’язано задачу знаходження кривої міні­
мальної довжини серед усіх кривих, що з’єднують дві 
точки.

Подібну задачу можна поставити для поверхонь. 
Нехай в просторі задані деяка проста замкнена крива та 
сім’я регулярних поверхонь, границі яких співпадають 
із заданою кривою. Яка поверхня сім’ї має найменшу 
площу?

Знайдемо необхідну умову, якій повинна задоволь­
няти поверхня, що має найменшу площу. Нехай L — 
гранична крива сімейства поверхонь Г(є); F(0 ) — по­
верхня найменшої площі; г= г(и 1, и2) — радіус-вектор 
поверхні F(0); R=*r(ul 9 u2)+ e f(u lt и2)п  — радіус-вектор 
поверхні Т7 (є), де п — одинична нормаль поверхні Г (0 ), 
/ (ц1, а2) \і =  0 ; 0  — область зміни параметрів и1, иг\ S (0 ) —



і
в
&
Ль
Б

I♦

= ' \  V  gu gti — du1 du2 — площа поверхні F (0); S (e) =
v

=  і К gu (e) g22 (e) — g-£, (e) du1 du3 — площа поверхні F (є).
о

Необхідною умовою того, що поверхня F (0 ) має найменшу 
площу, є S ' (е) |й=о =  0 при будь-якій функції / (и1, и% що 
задовольняє умові /  (и1, и2) U =  0 .

^ведемо позначення:

“  а«г ’ и ~  ди‘ ’ Гі = вг . „ _  9л 
дгт 0ІГ

Тоді
Ri ~  ^  +  e/fij +  efj/г; Я2 =  гг +  е/л2 +  є/2д.

Для спрощення обчислень розглянемо випадок, коли на 
поверхні немає омбілічиих точок та точок сплощення, 
а координатними лініями на поверхні F (0 ) є лінії кри­
вини. В такому випадку можна користуватися форму­
лами Родріга:

{ «і -  —V i;
І ^2 =  ^2^2»

де klf /е2 — головні кривини поверхні F(0). Тому
Я і == Г, (1 — ekj) +  e/irt; Р4 =  г3 (1 — е6 „/) +  є/уг;

Яи (®) == (Ri> Ri) =  §и (1 —
Sia (е) = (R 1, R 2> =  Sa  О — *bif) (I — е/г2Л + e3/^; 

g it  (Є) =  <Rt, R i)  =  £2Ї 0  — Є̂ 2/)г +  e2fl- -
Отже,

У й і  (•)«**(*) — gia(s) =
=  У ( g u g t t  —  § I J 0  —  z k j f  (1 -  K k j f  +  о (e2) =.

=  v  B u g  n  —  g h ( l — 8 (*i +  **) /  +  0 (e)).
У результаті маємо

5(є) =  j  V gn grz — g\o{\ — 8 (Ax +  k2) f  +  0 (e))du1 du2 =
u

=  j (1 — «/(*T +  ^a) +  0 (e))
W)

Звідси

5 ' ( e ) U = “  J f  (kt +  k t)
F ( 0 >



Якщо S ' (г) |й«о =  0 для будь-яко! функції f, що задовольняє
умові /І/. =  0 , то к\ =  0 , тобто Н — ^ --- =-~ 0 .

Таким чином, якщо поверхня має найменшу площу 
серед усіх поверхонь, що натягнуті на топ же самий кон­
тур, то її середня кривина дорівнює нулю.

Поверхні, середня- кривина яких дорівнює нулю, на­
явна ютьс я міні м а л ы і и м и

Нехай F — мінімальна поверхня. Отже, її середня 
кривина // =  0 Звідси /г} = —к2. Тому гауссова кривина 
мінімальної поверхні / « Д

Приклади. І. Площина — мінімальна поверхня.
2 . Середня кривина гелікоїда дорівнює нулю, гелі- 

ко д — мінімальна поверхня.
3. Розглянемо катеноїд, що заданий системою рівнянь

і х «а ch и  cos v\
I jy ■» ch к sin и;
I /  u,

Це поверхня обертання. Координатні лінії — паралелі та 
меридіани — утворюють ортогональну мережу; отже, 
# і2 =  0  і середня кривина катеноїда

//  == ^4*2? +  ?i2hU
811822

Обчислимо коефіцієнти g i{, bu, і =  1,2. Для цього зна­
йдемо частинні похідні радіус-вектора катеноїда:
Гч — (sh и  cos tt, shusint», 1), rv — (—ch и  sin o, chucoso.O);

ruU =  (ch «cost», ch и sin у, 0 ), 
r,)v — (—chwcosu, —chusino, 0 ).

Отже,
Sn  = <ru, ru> = sh2 и + 1 = ch2«; g.n  = (r0, r„) = ch2 u;

b _  (г». ct., faa) _  С|)8Ц .
11 \ r t l X  r „ \  \ r u  x  I ’
h =  rb> rt)f) _  ch3M 

22 I r u X  r v  I " І л„ X I

і середня кривіша катеноїда // =  0. Тому катеноїд— мі­
німальна поверхня.

Виявляється, катеноїд — єдина мінімальна поверхня 
обертання, що відрізняється від площини, гелікоїд — 
едина лінійчаста мінімальна поверхня, що відрізняється
ВІД ПЛОЩИНИ.

ш



Зауваження. 1. Функція двох змінних z —f(x , у), яка
д* f д21задовольняє рівнянню ~  +  =  0 , називається гармоніч­

ною. Останнє рівняння записується так:
Q2 £2

Д /  ==,0, де Д  =  +  Д  — оператор Лапласа.
Якщо поверхня мінімальна і її радіус-всктор

Г =  Г (а1, н2) =
Xх =  Xі (ulf и2):' 
х2 =  ж2 (и \ м*); 
А'3 =  V3 (w1, И2)

задании в конформних координатах, то будь-яка змінна 
X і , ї=» 1, 2, 3 е гармонічною функцією.

Справді, мінімальну поверхню можна параметризу* 
вати так, щоб її перша квадратична форма мала вигляд

сi s 2 =  Л  ( ( с і й 1 ) 2  +  ( d u 2 )'1 ) ,

тобто gn =sg2 1 *=Af g12 =  0. Тому середня кривина Я =  
=  . Але Я =  0 і тому &п  +  Ь22 — 0. Згадаємо
тепер формули Вейнгартека:

'■ц =  /и г ,  +  Ґ пгл +  ftu ra; га2 =  / 1 >г, +  / 1 >г2 +  Ь2.лп.

Для даної поверхні гІЛ+ г2Ш «=» (/'її +  /'•І2) г 1 -+- (Ги +  ГІ*)г 
Крім того,

ini _ 1 n 1 5А пі 1 і-і 1 5Л *
/ и - д і і і , 1® } х  а5?; /  22 — д"  ̂зг, і =  —2л аї? - 

Отже,
ГІг +  /"22 =  0 .

Подібним способом доводиться, що Гп -f Г22 =  0. Таким 
чином, гп -f г2й =  0 .

2. Середня кривина належить зовнішній геометрії по­
верхні: якщо змінити напрямок нормалі поверхні, серед­
ня кривина змінить знак. /

Задана. Довести, що поверхня, яка задана рівнянням
z ~з a In (поверхня Шерка), мінімальна.

2 . Довести, що сферичне відображення мінімальної 
поверхні є конформним.

Розглянемо фізичну інтерпретацію середньої криви­
ни. Нехай поверхня Г є межею двох середовищ і знахо­
диться в рівновазі. Нехай рь р2 — тиски, які створюють 
на поверхню F перше та друге середовища відповідно, 
І  — поверхневий натяг Г.
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Поверхня, що знаходиться в рівновазі та с межею 
двох середовищ, має сталу середню кривину

н = j  ip t— рі)-

Приклади. І. Розглянемо мильну кульку. В ньому В И ­
НН іиv /уі •/ р>, межа двох середовищ — замкнем;;! померх­
ни і II «"СПІШІМО.

І є орем Ж Якщо замкнена регулярна поверхня в гра- 
напірному npotiopl обмежує: деяке тіло (тобто замкнена 
Hot * рун і не мім еа'цоперерізіа) і має сталу середню кри- 
енну, і о це їферц,

ігпреми була монепенн О Д Длександровим. Заува- 
жи і о, що вимоїн т ю , щоб померхни була без самопере- 
рі.ііи, істотна: е приклад поверхні, гомеоморфній тору, 
середня кривіша якої стала, але ця поверхня має само- 
яереріз

2. Закуримо в мильний розчин контур і витягнемо 
його. Па контурі буде натягнена мильна плівка. Можна 
розглядати її як межу двох середовищ, причому р \ — р 2 - 
Отже, середня кривина мильної плівки // = 0. Одержано 
мінімальну поверхню.

Одним із перших мінімальні поверхні розглядав 
Ейлер. Він довів, що катеноїд — мінімальна поверхня. 
Суттєвий внесок у вивчення мінімальних поверхонь зро­
бив Момж Він довів, їло локально мінімальні поверхні 
млюїь найменшу площу серед усіх близьких поверхонь. 
Ьг'іьгІЙськнА фінік 11 люто и Ш 9  р. сформулював відому
видачу
* Задача Плат. Нехай є замкнений контур. Чк завжди 
Існую мінімальна поверхня, що натягнена на цей контур?

Перше Істотне просування в розв’язуванні цієї задачі 
здійснив харківський математик С. II Бернштейн. Він 
довів, що коли просторовий контур проектується на пло­
ску опуклу криву, то на нього можна натягти мінімаль­
ну поверхню, причому поверхня може бути задана 
явно.

Задача Плато була позитивно розв’язана в 1931 р.
Дугласом та Радо.

2,11, Теореми Гаусса— Бонне

Нище введемо нони 11 м інтегральної кривини іа пока­
янно, що Інтегрально кривина плоскої кривої дорівнює 
сумарному куту обертання дотичної із врахуванням знака
ми



обертання при повному обході кривої. Якщо L — плоска 
замкнена вкладена крива, то

де К — кривина; s — природний параметр кривої. Якщо 
крива кусково-гладка, то

де І і — регулярні компоненти кривої; (я — а*)— кут 
обертання дотичної в кутових точках кривої.

Нехай тепер кусково-гладка крива L лежить на по­
верхні F2 і обмежує зв’язну компоненту U поверхні, що 
гомеоморфма кругу. Оберемо на L індуковану орієнта­
цію, оскільки вибір напрямку обходу кривої важливий: 
якщо змінити орієнтацію кривої, геодезична кривина змі­
нить знак на протилежний. Отже, нехай орієнтація по­
верхні F2 обрана, тобто в кожній дотичній площині до 
поверхні зафіксований базис, що задає орієнтацію пло­
щини. Нехай регулярна точка Л належить граничній кри­
вій, вектор С‘2 з початком в точні Л перпендикулярний 
до дотичної кривої в точці А та напрямлений в сторону 
області U. Оберемо напрямок вектора et так, щоб базис 
(Є\, е2) задавав додатну орієнтацію дотичної площини 
поверхні в точці А. Вектор Є] визначає індуковану орі­
єнтацію граничної кривої.

Приклад. Нехай базис (еь е2) задає орієнтацію пло­
щини (рис. 2.30). Щоб одержати на колі орієнтацію, що 
індукована цією стандартною орієнтацією площини, по­
трібно обрати напрямок обходу па колі проти годинни­
кової стрілки (див. рис. 2.30).

L

2  j  К  d s  +  2  (;nt a ‘) =  2я#
і Lt і

Рис. 2.30 Рдс. 2.31



г - - 2  ї  К яd s + 2  (л -  *л,
і І [ і.

де /\й — геодезична кривина кривої; Ц  — регулярні компо­
ненти кривої; (я — а,) — кут обертання дотичної в кутових 
точках кривої (рис. 2.31). Назвемо т кутом обертання до­
тичної при повному обході кривої L.

Приклади. 1. Нехай L — велике коло па сфері. Тоді
\ /\^ ds — 0 .
І

2. Знайдемо площу 5 \  сферичного трикутника, в якому 
купі дорівнюють відповідно а , |>, у. Нехай радіус сфери R — 1. 
Площа двокутішка, кожний кут якого дорівнює а, дорів­
нює 2а. Очевидно, що 2а 4  2р +  2у — 25 є половина площі 
сфери-, тобто 2 (а 4  (5 4  у) — 25 . =  2л, або $ ~  о. 4  й 4  
+  у — я. Нехай L — межа сферичного трикутника, який 
розглядається. При обході L кут обертання дотичної т =  
=  Зл — (а 4  Р +  У)* Звідси т — 2 я — (а 4  р 4  у — я), або 
т 4  SA = 2л.

З іншого боку, площа трикутника

Sa =  J К ds,

оскільки радіус сфери дорівнює одиниці і тому гауссова
кривина К =  1. Але раніше величину  ̂ /\ ds названо інтеграль-

л
пою кривиною області трикутника і позначено її через ох 
Таким чином, т 4  ш -- 2л.

Зауважимо, іцо коли радіус сфери дорівнює /?, то д 5  =
— (а +  Р +  У — п) R2, отже, т =  2л — і /\ =  ^  Тому
знову одержуємо, що т 4  ез =  2 л.

Отже, обертання дотичної т при обході сферичного 
трикутника не дорівнює 2я, але т4<*> =  2л. Зауважимо, що 
коли /( =  0 , то остання формула співпадає з результатом 
який одержано для плоских кривих.

3. Розглянемо шапочку, яка обмежена малим колом 
L радіуса г, що лежить на одиничній сфері. Висота ша­
почки 1— Y  і — г2 (рис. 2.32). Раніше обчислювалась

Y  і _г*
геодезична кривина малого кола L на сфері: Kg =  — -—



Площа шапочки 5 =  2яЛ, оскільки радіус сфери /? =  1. 
Обчислимо кут обертання стичної при обході L:

С я

Інтегральна кривина шапочки =  2 л/t =  2 л (1 — } і — г2)- 
Ь  двох останніх формул випливає, що т +  со =  2 л.

Отже, розглянуто криві на сфері і показано, що для 
кожної ч них крппнх має місце формула т+о> =  2д. Ви­
пиляється, цю .властивість мають всі регулярні поверхні.

ТіОрема Гаусса — Бонне. Нехай U — однозв’язна об- 
міск* на регулярній поверхні F2, яка обмежена кусково- 
гладкою кривою L з Індукованою орієнтацією, Li — ре­
гулярні компоненти граничної кривої, (д — а і) — кут 
обертання дотичної в кутових точках кривої. Тоді

2  \ К* (ls +  Ц  (л — а *) +  \ К do — 2 л.
t і.( і ь

Зокрема, коли L — регулярна крива, то

jj K u d s  +  ^ К  d o  =  2 л .

При доведенні теореми Гаусса — Бонне будемо на­
слідувати підручник [15|.

Д о в е д е н н я .  Для простоти викладення припусти­
мо, mo L — регулярна і у всій області U можуть бути 
введені півгеодезичні координати.



Беручи до уваги формулу для геодезичної кривини 
в іїівгеодезичіїих координатах, маємо

К п els У о ff../ ft t I /*» I Cir) t /лU V — V It — у  3 — у  и V *
(и 'Ч -  Gv'*)

— у 4 h'V )  d/ — —darctg — — и' ( V G)u dt.

Оскільки функція arclg багатозначна і її значення, 
що відповідають одному і тому ж значенню аргументу, 
розрізняються на число, яке кратне ті, то

Г , , І7 СІЛ , .\ — d arclg — — kn, iz е  Z,
L

де Z  — множина цілих чисел.
Далі за формулою Петроградського

j — (VG)U o v  = j (J G)uu dudv —
Ї  V

и I/O
=---- j ” —/< da. 

u
Таким чином,

( /<С* ds =  kn 4- \  — К do.
і f/

Лишається з’ясувати, чому дорівнює ціле число k. /Чаємо;
. . І7 Gv*darctgi— -

Якби 0 = 1 ,  то величина к л  була б кутом, на який 
обертається дотична кривої [  на площині ц, у, що відповідає 
кривій L на поверхні при обході цієї кривої. Значення цього 
кута, як відомо, дорівнює 2 .тт..

Оскільки значення інтеграла

d arclg X (и, v) v' X(u, v) >  0

неперервно залежить від X (a, v) і дорівнює 2я при X (a, v)=  1* 
то воно дорівнює 2л дл_я будь-якої функції Я (щ а)Х )>  
зокрема ‘при X (и , v) =  V  G.

Зауваження. 1. У теоремі Гаусса — Бонне вимагає­
ться, щоб область, яка обмежена кусково-гладкою кри-

m



пою, була однозв'язиою. Якщо ця вимога не виконується, 
то теорема неправильна.

Приклад. На прямому круговому циліндрі розгляне­
мо кусково-гладку криву L, що складається із відрізка 
Р \р 2 твірної та дуги Р\Рр2 гвинтової лінії (див. рис. 2.29). 
Ніякої однозв'язиої області крива L не обмежує, гвин­
това лінія утворює з твірною циліндра сталий кут а. Тому 
т “ 2л—2а. Гауссовая кривина циліндра /( =  0, тому со =  0. 
Таким чином, т -f  о) =  2д—2 а.

2. У формулу т+(о =  2л входять величини, які визна­
чаються лише першою квадратичною формою поверхні. 
Отже, теорема Гаусса — Бонне відноситься до внутріш­
ньої геометрії поверхні.

Нехай г 2 — довільна регулярна поверхня. Розгляне­
мо на цій поверхні трикутник, що обмежує одпозв’язну 
область, сторонами якої є геодезичні лінії. Зауважимо, 
що досить маленький геодезичний трикутник завжди об­
межує область, яка гомеоморфиа кругу. Нехай кути три­
кутника дорівнюють відповідно а, [3, у. При обході три­
кутника кут обертання дотичної т =  3л— (а + Р + у )-  За тео­
ремою Гаусса — Бонне

Іт останньої формули випливає, що коли гауссова 
кримино поверхні ЛГ>0 , то сума кутів геодезичного три* 

ГИИКІ a + P + Y > n * якщо =  0, то a + P + у ^ я ;  якщо 
К < 0 , то а + Р + -у < я *

Раніше показано, що гауссова кривина поверхні ви­
значається першою квадратичною формою. Тому необ­
хідною умовою Ізометрмчності двох поверхонь є рівність 
гауссозих кривіш у відповідних точках. Але ця умова 
не є, взагалі кажучи, достатньою.

Якщо ж гауссова кривина стала, то правильна така 
теорема.

Теорема 18. Поверхні з однією і тією ж сталою гаус­
совою кривиною локально ізометричні між собою.

або

л

2 .1 2 . Метрики сталої к р и в и н и



Д о в е д е н н я .  Нехай Г — поверхня, гауссова криви­
на якої К=  coiisl. Р — довільна точка поверхні, L — до­
вільна геодезична, що проходить через точку Р. Побудує­
мо півгеодезичпу систему координат, базою якої є крива 
L. Нехай вздовж кривої L змінюється параметр и2, вздовж 
ортогональних до L геодезичних — параметр и1. Тоді

c l?  =  {du 'f +  g (u \ и - )  (du’)-,
причому

g (0 , и3) =  і;
dg (id, и*) — 0 .

duL ul==Q
І , уесова кривина

(2.25)

к  ~ Г -
Позначимо 1 g через у. Тоді остання формула набере ви* 
гляду

уя +  Ку =  о,
де у" — і/и'и». Таким чином одержано рівняння Якобі.

Із курсу диференціальних рівнянь відомо, що залежно 
від знака К  рівняння Якобі має такі розв’язки:

якщо К >  0, у — Ах (и2) cos V  К и1 +  А2 (и2) sin V К и 1\ 
якщо К  =  0, у =  С, (и~) и1 +  С2 (ца);
якщо К  <  0, у — Вг (и2) chV —/(м1 ф- Вг (и2) sh V —Ки1. 

, Використовуючи початкові умови (2.25), знайдемо:
А  («2) =  1; А2 (и2) =  0; С, (и2) =  0; С2 (»2) =  1; 

В ?и2) =  І; В г (ц2) 0.

Отже, якщо К >  0, то V g — cos V ku\  якщо К  =  0 , TO 
yrg =  1; якщо / ( <  0 , то K g — ch V~—Kux і перша квадра­
тична форма поверхні

(da1)- +  cos2 У tfa1 (da2) 2 при /С >  0;
(da1)2 -f (da2)2 при /С =  0 ;
(da1)2 +  ch2 V —Ku1 (da2)2 при К <С 0.

Нехай тепер F2 — дві поверхні із сталою однією 
гауссовою кривиною; Рі, Р2— довільні точки поверхонь 
F \ ,  F -2 в і д п о в і д н о ; L\, L2 — довільні геодезичні поверхонь 
F і, Р2, що проходять через P [t Р2 відповідно. Побудуємо 
на поверхні F\ півгеодезичпу систему координат, базою



у|. <£ •.
якої є крива Z-ь на F t — півгеодсзичиу систему координат 
з базою Z.2- Метрики F| та f j  в цих системах координат 
будуть мати один і той же вигляд, звідси і випливає ізо- 
метричнісгь поверхонь FЬ /;2-

Зауваження. Без вимоги локальності теорема непра­
вильна.

Пр склади. 1. Гауесові кривини площини та кругового 
циліндра дорівнюють нулю, але ці дві поверхні не ізомет­
ричні; не існує в цілому взаємно однозначного відобра­
жений площини па циліндр, що зберігає довжини кри­
вих. Існуванню такого відображення заважають тополо­
гічні чинники, площина однозв’язна, тобто будь-яку 
замкнену криву можна стягти в точку, а круговий циліндр 
не одпозв’язний.

2. Локально метрики сфери S 2 та проективної площи­
ни RP9 співпадають Глобально ж ці поверхні не ізомет­
ричні Як І і» прикладі І, заважають топологічні чинники. 
Сфера однозв’язіїа, проективна площина не однозвязиа — 
крива, т о  з'єднує діаметрально протилежні точки сфери 
(зауважимо» що це замкнена криви проективної площи­
ни) не стягується в точку.

Якщо П ОКОЛІ довільної точки /J ионерхпі Г  ввести по­
лярну систему координат, то перша квадратична форма 
поверхні буде

(Is2 ііг* -І g(r, <р)<і<ра,

it гауссова кривина

К (Vs)rr
к =  7 7 '

Яісцо ввести позначення V g  -- у, одержимо знову рів­
няння Якобі //* -f Кц ** 0 , я початкові умови рівняння Якобі 
наберуть вигляду

8  (0 , Ф) «■ 0 ;
а V F(', <г)
---- J ----

При таких початкових умовах розв’язками рівняння Якобі 
будуть

у _
у “  sin V K r, якщо К  >  0 ; 

у =  г, якщо К  =  0 ;
y = s h V ^ K r ,  якщо К  <  0 .



Таким чином, у полярній системі координат метрика по­
верхні

f dr2 +  sin* V K t d(p2 при К >  0 ; 
rfs- =  I dr'1 *f r2 dtp2__  при К  =  0 ;

1 dr2 -f sh К —Kr dtp2 при /С <  0 .
Повернемося до другої варіації довжини кривої:

S" (є) [gssso =  \ у [у” +  К у) ds.
р і

Вище зазначено, що рівняння Якобі у"+ К у= 0 грає важ­
ливу роль при знаходженні достатніх умов того, що лінія, 
яка з ’єднує точки Р\ та Р2 поверхні, є пайкоротшою.

Розглянемо розв’язок рівняння Якобі, що має нульове 
значення в початковій точці Р0 геодезичної.

В и з н а ч е  н н я. Точки Р=И=Ро геодезичної, в яких роз~ 
вязки рівняння Якові набувають нульового значення, 
називаються спряженими точці Р0.

Розв’язками рівняння Якобі у" + І(у~ 0  з початковою 
умовою у{0 ) = 0  при /\ =  const будуть:

у .= A sin Щ (г9 якщо К >  0; 
у =  Аг, якщо К  =  0;

у — A sh V —Kr, якщо /С <  0 ,

Звідси на сфері радіуса R перша спряжена точка па гео­
дезичній — це точка, що діаметрально протилежна почат­
ковій точці. Якщо па поверхні /\ =  0 або / \< 0 ,  то нд гео­
дезичних немає спряжених точок.

В околї точки Р поверхні введена полярна система ко­
ординат. Лінія г я= const ортогональна геодезичним, що ви- 
.ходять із точки Р; перша квадратична форма поверхні ds2 =  
— dr2 +  g (г, ф) dcp2. Звідси y g  dtp — це відстань між близь­
кими геодезичними, довжина дуги РХР% (рис. 2.33). Нехай 
у — розв’язок рівняння Якобі з початковою умовою у (0) =  0. 
Але y =  Vrg'. Отже, коли на геодезичній є спряжені точки, 
то в них V g =  0. Таким чином, одержано, що в спряжених 
точках перетинаються нескінченно близькі геодезичні.

Зазначимо, що на ділянці, де немає спряжених точок, 
геодезичні є найкоротшими серед близьких кривих. Умо­
ва «серед близьких кривих» суттєва.

Приклад. Розглянемо прямий круговий циліндр. Гаус­
сова кривіша циліндра /(«=0. Розв’язком рівняння Якобі



з початковою умовою у{0 ) = 0  є у — сг, отже, спряжених 
точок на геодезичних немає. Але гвинтова лінія, що з'єд­
нує точки Р і та Р2, які знаходяться на прямолінійних твір­
них циліндра, не є ііайкоротшою серед усіх кривих, що 
з’єднують ці точки. Очевидно, що найкоротшою буде від- 
різок твірної циліндра.

Отже, якщо гауссова кривина поверхні Л '> 0  і зафік­
сована геодезична І па поверхні, що проходить через точ­
ку 1\ геодезична /ь яка проходить через точку Р в напрям­
ку, що відрізняється під напрямку геодезичної /, потім 
наближається до цієї геодезичної і навіть перетинається 
а нею. Якщо ж /С<0, геодезична 1\ віддаляється від пер­
вісної геодезичної /; відстань між геодезичними! І та Іи 
виміряна вздовж кривої г =  г0, має порядок еуГ~кг<>. Тобто 
на поверхнях від’ємної гауссової кривішії спостерігається 
ічиїюжчіціальїів неврівноваженість геодезичних.

І Іс фіїиіовнжопість геодезичних пояснює, зокрема, по­
милки прогнозу погоди. Такий прогноз складають, рухаю­
чись в ідовж геодезичних поверхні від’ємної гауссової 
кривини. Але початкові дані не точні. І якщо в початковий 
момент часу зроблена невелика помилка, то в майбутньо­
му иона ою ііолеііціалііію зростає.

2.12.1. Р у х и н а  п о в е р х н я х  с т а л о ї  к р и в и н и

В и з н а ч е  її н я. Рухом на поверхні сталої гауссової 
. криви ни навивається ізометричне відображення поверхні 
на себе.

Нехай Р\ та F$ — одна й та ж поверхня, тобто F\ = 
**x[:2x=zF; Pi — точка на поверхні Fif її — геодезичний 
промінь поверхні Fit що проходить через точку Рі, і —  1, 2.
За теоремою 18 існує ізометричне відображення поверхні 
І' па себе, при якому точка Р\ переходить в точку Р2, а 
промінь І) — в промінь /2. Це відображення залежить від 
трьох параметрів; точка залежить від двох параметрів, 
а промінь — від одного.

З ’ясуємо, скільки існує ізометричних відображень, що 
переводять точку Р І В точку а  промінь / і  В промінь І2. 
Нехай у — геодезична лінія поверхні F\, яка проходите 
через Р\ і утворює кут ф з геодезичною І]. При ізометрич* ■- 
ному відображенні поверхні F\ на поверхню F2, яке пере- 

< водить Р і в Р2, 1\ в /2> геодезична у перейде в геодезичну 
поверхні F2, що буде проходити через точку Р2 і утворю­
вати з лінією І2 кут ф; таких геодезичних дві: у\ та у2 
(рис. 2.34). Якщо визначити, куди перейшла геодезична



у, то ізометричне відображення визначається однозначно. 
Таким чином, існує дна рухи на поверхні F, які перево­
дять Р і в Ро та 11 в /2.

Ізометричні відображення утворюють групу, де опе­
рація множення — це композиція ізометрій Ця група за­
лежні ї ,  від трьох параметрів. Вивчимо групу у випадках, 
коди гауссова крижина однозв’язної поверхні К — 1 і 
К?**-- 1 .

Зауважимо, що випадок К = 0 розглянуто в курсі ана­
літичної геометрії. Рівняння руху на площині

у  =  Ах +  Ь, де х =  (х1, х2у, у =  (у \  у 2)\

2.12.2. К л а с и ф і к а ц і я  р у х і в  на п о в е р х и !  
д о д а т н о ї  с т а л о ї  к р и в ин и

Нехай гауссова кривина /С =  1. Розглянемо сферу оди­
ничного радіуса. В курсі аналітичної геометрії досліджено 
групу 0 (3 ). Вона складається з тривимірних ортогональ­
них матриць, тобто матриць А, що задовольняють умо­
ві А*-А= Е. їм відповідають рухи в просторі £ 3 вигляду 
у — Ах. Це або обертання, або дзеркальні обертання. Гру­
па 0(3) складається із двох компонентів зв’язності: під­
групи SO (3), що складається з матриць, визначник яких 
дорівнює 1, та матриць, визначник яких дорівнює — 1. 
При рухах із групи 0(3) сфера із центром в початку ко­
ординат переходить у себе, тобто 0(3) є частиною груші 
рухів двовимірної сфери.

Рис. 2.35



Доведемо, що група рухів сфери співпадає з 0 ( 3). 
Справді, нехай Р\, Р2 — точки сфери з центром у точці 
О, 11, /о — геодезичні промені з початком в точках Р 5, Я 2 
відповідно. Зафіксуємо площину Р\ОР2 великого кола, що 
проходить через точки Р J, Р2, та здійснимо обертання нав­
коло осі, яка проходить через центр сфери О і перпендику­
лярна до площини Р\ОР2. Обертання переводить точку 
Р і в точку Р2. Матрицю цього ортогонального перетворен­
ня позначимо через А і. Очевидно, що deL4, =  l. При цьому 
русі промінь Іх перейде в промінь їг. Здійснимо тепер 
обертання навколо точки Я2, яке переводить в /2. Мат­
рицю ЦЬОГО перетворення позначимо через А2: det 4̂2 — 1. 
гух о Л і — це рух на сфері, який поєднує Рг з Р2 та 
/, з /а, причому det(/!l2 o /41) =  1, тобто цей рух належить 
групі SO(3). Очевидно, що S o A 2 o A l4 де S — симетрія 
відносно площини, яка має в собі більше коло і в якій 
лежить промінь, — це ще один рух на сфері, іцо пере­
водим, гонку Я, в точку Яв, а промінь /, у промінь /2. Це 
невласний рух, Але більше ніж два рухи, які б переводили 
точку Я, в точку Яв, а промінь /, у промінь /а, як було 
покатано раніше, бути не може. Тому будь-який рух на 
сфері » ортогональний рух, тобто група рухів сфери — це 
групп 0(3). Підгрупа власних рухів сфери — SO (3).

2 . 12.3. П с е в д о с ф е р а

Раніше показано, що в гіівгеодезичпій системі координат 
метрика сталої від'ємної кривини

ds2 «в сїй2 -f- ch2 V —А' • udv'1.

Побудуємо приклад поверхні обертання з такою пер­
шою кийДратичікЖ) формою. Нехай меридіан цієї поверхні 
обертання заданий рівняннями

І X ф (о)-/
І у  Ж» ф (tf)f

де о — природний параметр кривої. Тоді параметричні 
рівняння шуканої поверхні мають вигляд

X -я ф (су) cos и\
\ у ся (|> (a) sin и\

Z =  ф  ((7),

а метрична форма
ds2 =  doг -|- я*2 (о) du2.



Нехай для визначеності гауссова кривина /С =  — І . То­
ді функція <р(а) повинна задовольняти рівнянню

Ф* — ер =  0 .
Загальний розв’язок цього рівняння: ф ~  ахе° +  а2е-° . 

Розглянемо окремий розв’язок, коли а, = 0 , д2 = — 1 . Тоді 
<р =  —e~~°t а > 0  і метрична форма, має вигляд

"ds2 =  doz +  e~2odu2.
Нехай dv =  e°do. Тоді v =  e° і в нових координатах 

метрична форма набуває вигляду
, о d u 2 4- d v 2  ̂ л /пdsr =  — —  , V >  0. (2.26)

Знайдемо параметричне рівняння шуканої поверхні Для
цього розв’яжемо рівняння фо =  1^1 — е~2°. Нехай е~а =  
=  —sin/. Тоді

i c£ dx=cost+ ]n^ j
тс
2

радіус-вектор поверхні запишеться у вигляді
' X =  sin / COS и\

. у =  sin /sin w;
г =  cos / +  In tg j  .

Ця поверхня називається псевдосферою (рис. 2.35).

2.12.4. Р у х и  н а  п л о щ и н і  Л о б а ч е в с ь к о г о

Геометрія, яку задає повна метрика сталої від’ємної 
кривини на площині, називається геометрією (площиною) 
Лобачевського. Коли метрична форма має вигляд (2.26), 
то площина Лобачевського задана в інтерпретації Пуан­
каре.

Знайдемо групу рухів на площині Лобачевського. Для 
цього запишемо метрику (2.26) в комплексному вигляді. 
Нехай

w =  и +  iv t тоді w =  и —- iv\ 

dw =  du +  i d v \  dw =  du — idv; v =  ■ і

ds* =  W L .  (2.27)
|oy — со |2 I w — до j2



Розглянемо дробово-лінійне комплексне перетворення
0.2 -j'" С» 
у г  4- 6 * (2.28)

де z — x + iy , а, р, у» бен/? і аб— ру~  1 , та доведемо, шо 
ноно задає рух на площині Лобачевського, тобто пере?' > 
дить півплощипу у > 0  у верхню півгілощину і> > 0  і збе­
рігає метрику (2.27). Справді,

W  — w  =*
аг -J- р аг + р ftyz + абг — ба? — Руг
У* + л ~ уГ+б “ І уг + б Iа

(аб — уР) (г — г) __ г — г 
! уг 6 ;2 Іуг +  бі2’

яиїдки випливає, що верхня півплощина переходить 
у себе. Далі,

,  а  (уг |- б) — у (аг -]- |і) об — у|̂  І
' 1  уг" Зі) Г—  “  (уг +  й)1 “  (уг +  б)а •

тобто <lw *» 

мулу (2.27)і

df
(V*+ А)а’

Підставимо внайдені вирази у фор-

(tfft 4 І (1* Іа (уг -f 6)4 
(уг -|- б)‘ І г — z Iі

4 І Лг |а

Перетворення (2.28) зберігає довжини відповідних 
кривих.

Зауважимо, що перетворення w  =  —z  є рухом на пло­
щині Лобачевського: це симетрія відносно осі у . Отже, 
перетворення

ЬУ = а г  | -  f t  

уг +  6 ’
(2.29)

•де а, В, б е /?  і аб—ру =  1, також задають рух на пло­
щині Лобачевського.

Інших рухів, крім (2.28) та (2.29), на площині Лоба­
чевського немає. Справді, нехай Р\, Р2 — дві точки пло- 
шинн Лобаченського; l u h — напрямки в точках Р\, Р 2 
відповідно. Не зменшуючи загальності, можна вважати, 
що Р 2 має координати (0 , 1), а /2 співпадає з напрямком
ОСІ V. Рух ш «в -■-  *п переводить точку z 0 =  х 0 +  і у 0 в точ-

Уо W
2 —t g y

ку /, а рух w  == — ---------лишає точку і на місці, але
tg у  2 +  1



буиь-який напрямок обертає на кут w. Зауважимо, що 
обидва рухи, а тому і їх композиція, належать множині 
рухів (2.28). Отже, серед рухів (2.28) є такий, який пере­
водить точку Р 1 в точку Р2 і напрямок /х в напрямок /2. 
Але є ще один рух, при якому Рг перейде в Р2У a lL 
в /2. Це композиція уже розглянутого нами руху та си­
метрії відносно осі у; останній рух належить множині 
(2.29). Оскільки існують тільки два рухи, які переводять 
точку Я, в точку Р2 і напрямок Іг в напрямок /2, то 
рухами (2.28), (2.29) вичерпуються всі рухи на площині 
Лобачевського.

Будь якому рухові g із множини (2.28) можна поставити 
у відповідність матрицю A ( g ) = ( ^  , причому det А =  1.

Будь-якому рухові g із множини (2.29) поставимо у від­
повідність матрицю A(g)  g j ; det А =  — 1.

Сукупність усіх матриць, що відповідають цим рухам, 
утворює групу; позначимо її через L (2, R). Через g по­
значимо групу всіх рухів на площині Лобачевського. Відо­
браження L (2, R) gy яке задане вище, — це гомомор­
фізм груп. Якщо Al -+gu Л ь -* g2y то A ^ ^ g y o g ^  

З ’ясуємо, яка підгрупа групи L(2, R) переходить в оди­
нцю гру пи g. Розглянемо випадок власних рухів (det А =
=  І). Так, нехай =  2 при будь-якому z. Тоді для
будь-якого z маємо

Звідси у =  р =  0; б =  а.
Згадаємо тепер, що аб — уР =  1. Тому а 2 =  1, тобто

Отже, матриці Iq j q _Л переходять в оди­
ницю групи g у випадку власних рухів. У випадку не­
власних рухів таких матриць немає.

Тому g — Ц 2, R ) / ± E  — група ізометрій площини Ло­
бачевського.

З ’ясуємо геометричний зміст рухів на площині Лоба­
чевського. В курсі аналітичної геометрії було доведено, 
що будь-який власний рух на площині — це композиція 
двох осьових симетрій, будь-який невласний рух — компо­
зиція трьох осьових симетрій. Подібна теорема правиль­
на для рухів на площині Лобачевського.

у z2 +  (б — а) г — р =  0

1 0 І 0



В и з н а ч е н н я .  Інверсією відносно кола радіуса R 
і центром у точці О називається перетворення, яке пере­
водить точку Р в точку Р ', що лежить на промені ОР, і 
таке, що ОР' • OP =  R2. Точка О називається центром 
інверсії.

Очевидно, що коло, відносно якого здійснюється інвер­
сія, при цьому перетворенні лишається на місці, внутріш­
ні точки кола переходять у зовнішні, а зовнішні — у внут­
рішні. Узагальнені кола (тобто кола та прямі) переходять 
н узагальнені кола при перетворенні інверсії; кола, що 
проходять через центр інверсії, переходять у прямі.

Перетворення інверсії відносно кола радіуса R з цент­
ром в початку координат записується таким чином:

, R2x
х

У Хї -І- уі >

«бо в комплексних координатах —
Я*

W —  т г - . г
Інверсій відносно кола радіуса R. з центром в точці г0 

може бути задана формулою

W —  Z,
г0

іїпрана. Довести, що інверсія є конформним відобра- 
женннм евклідової площини на себе.

Розглянемо інверсії, центри яких лежать на осі х, тоб­
то Інверсії відносно кіл, що перпендикулярні до ОСІ X. 
Окремим випадком цих інверсій будемо вважати перетво­
рення симетрії відносно прямих, що перпендикулярні до 
ОСІ де. Очевидно, що такі інверсії переводять верхню пів- 
(їЛОІЦШіу в себе і е ізометріями площини Лобачевського 
и Інтерпретації Пуанкаре вигляду (2.29).

З'ясуємо, які лінії є геодезичними площини Лобачев­
ського в Інтерпретації Пуанкаре. Зауважимо, що прямі 
Af■ ■ «const — геодезичні площини Лобачевського. Справді,

VІІХ4 +  dij1 _
~~17\ >

причому рівність досягається тоді, коли крива L, яка 
І іДНуе точки Р і (*і, у\) та Рг(х и у2). співпадає з прямою



*®=const. Отже, пряма x = co n s t — геодезична площини 
Лобачевського.

Нехай точки (ау 0 ) та (Ь, 0) такі, що Ь > а . Розглянемо 
інверсію відносно кола з центром в точці (а, 0 ) і радіусом 
Ь — а. При такому перетворенні пряма х  =  Ь перейде в коло
з центром у точці і радіусом , тобто в коло, що
перпендикулярне до осі х і проходить через точки (а, 0 ) 
та ( іЬу 0). Але інверсія — це ізометричне перетворення, а ізо­
метрії переводять геодезичні в геодезичні. Тому півколо, 
що перпендикулярне до осі ху є геодезичною ЛІНІЄЮ ПЛО­
ЩИНИ Лобачевського. Оскільки (ау 0) та (ft, 0) — довільні 
точки осі х, то будь-яке півколо, що перпендикулярне до 
осі х , є геодезична площини Лобачевського в інтерпрета­
ції Пуанкаре.

Щоб довести, що знайденими геодезичними вичерпу 
ються всі геодезичні лінії площини Лобачевського, досить 
показати, що через будь-яку точку Р верхньої півплошині: 
в будь-якому напрямку проходить півколо, яке перпенди 
кулярне до осі х. Отже, нехай Р — довільна точка верх­
ньої півплощиии, / — довільна евклідова пряма, що про­
ходить через точку Р. Побудуємо в точці Р перпендикуляр 
до, прямої /. Цей перпендикуляр перетне ВІСЬ X у точці О 
Точка О — центр шуканого півкола, а ОР — його радіус. 
Але через будь-яку точку в будь-якому напрямку ирохо 
дить єдина геодезична. Отже, знайдено всі геодезичні лі­
нії площини Лобачевського в інтерпретації Пуанкаре

При у 0 точка на геодезичній прямує до нескінчен­
ності. В інтерпретації Пуанкаре вона прямує до перетин} 
півкола з віссю ОХ. Тому можна вважати точку перетину 
нескінченно віддаленою точкою геодезичної.

Т в е р д ж е н н я. Будь-який рух на площині Лобачев­
ського є композицією інверсій з центром на осі х. При 
цьому власні рухи — композиція двох інверсій, невлас­
ні — композиція трьох інверсій.

Д о в е д е н н я .  Нехай Р\, Р2 — точки площини Лоба 
ченського; lu h  — геодезичні, що проходять відповідно че 
рез ці точки. Через точки Рх та Р2 проводимо, як на евклі- 
довій площині, пряму; вона перетне вісь х у деякій точці
О. Розглянемо Інверсію Si відносно кола з центром у точ­
ці О, яка переводить точку Р 2 в точку Р х. При цьому пів­
коло /2 переходить у ПІВКОЛО /2, проходячи через точку Р 1 
(рис. 2.36). Проводимо через точку Рг геодезичну. Іу яка
ділить кут між Іг та 12 навпіл, і будуємо як на евклідовій 
площині перпендикуляр до І в точці Рх\ він перетне вісь X



у точці 0 ,. Позначимо через S2 інверсію відносно кола
Я центром и ТОЧЦІ ОI, що переводить 7, в 7г.

Нехай ц — рух на площині Лобачевського, який пере­
водить Я, н Рг та /, в 1„. Тоді перетворення S2 о ,S\ о g  
липше на місці точку Рі та геодезичну /,. Воно є тотожним 
перетворенням або інверсією відносно /,. У другому випад­
ку «дійсними Інаереію \  підносно кола l t і одержимо:

Su о St о g = id.
О і же, и першому випадку g  Є КОМПОЗИЦІЄЮ двох інверсій, 
у другому ■— композицією трьох інверсій.

Зииоижсннн. І Микола, центри яких розташовані на осі 
це прямі площини Лобачевського. Таким чином, всі 

рухи ня площині Лобачевського е композиціями осьових 
симетрій,

2.13. Геометрія Лобачевського

Розглянемо виконання аксіом елементарної геометрії 
в геометрії Лобачевського, користуючись інтерпретацією 
Пуанкаре.

2.13.1. І н т е р п р е т а ц і я  П у а н к а р е

Розглянемо верхню півплощину (г /> 0 ), на якій вве­
дена метрика

t іis2 сіх2  +  (І у 2

Гауссова кривина цієї метрики /С =  — І . Назвемо; точ­
ка ми— точки евклідової верхньої півплощини у > 0 ; пря­
мими —• геодезичні метрики d$£ =  , тобто узагаль-
непі евклідові півкола, ідо перпендикулярні до осі х; 
рухами — ізометричні відображення метрики ds2 =  ;



довжиною кривої — довжину в цій метриці. Таким чином 
одержимо реалізацію геометрії Лобачевського.

У геометрії Лобачевського виконуються всі аксіоми 
евклідової геометрії, крім однієї — аксіоми паралельних.

Згадаємо деякі аксіоми евкдідово'і геометрії [16).
1. Яка не була б*пряма, є точки, що належать прямій, 

і є точки, що їіє належать прямій.
Ця аксіома виконується.
2. Через будь-які дві точки можна провести пряму,

1 при цьому лише одну.
Я кщ о  абсциси заданих точок співпадають, то аксіома

2 виконується очевидним чином. У протилежному випад­
ку з ’єднаємо точки Р и Р2 відрізком (як точки евклідової 
площини) і знайдемо енклідову середину відрізка — точ­
ку Р. у  ТОЧЦІ Р побудуємо перпендикуляр ДО відрізка Р(Рг. 
Перпендикуляр перетне вісь X в точці О* Евклідове 
коло з центром в точці О і радіусом ОР, проходить через 
точки Р ь Р *2 і перпендикулярне до осі X.

3. Із трьох точок на прямій одна і тільки одна лежить 
між двома іншими.

Аксіома виконується, оскільки відкриті півкола та 
прямі евклідової геометрії гомеоморфні між собою.

4 Пряма розтинає множину точок на площині, які не 
належать обраній прямій, на дві підмпожини (півплощи- 
ни) так, що відрізок, який з’єднує точки різних півпло- 
щии, перетинається з прямою.

Очевидно, що ця аксіома виконується. Зауважимо, що 
при у — 0 точка площини Лобачевського йде на нескін­
ченність, тобто область площини Лобачевського, яка ле­
жить в крузі із центром на осі х, не обхмежена.

5 Кожний відрізок має повну довж ину, яка б ільш а 
нуля. Якщо точка С лежить на відрізку А В, то довжина 
відрізка А В дорівнює сумі довжин відрізків АС та ВС.

6 . Яке не було б дійсне число d > 0, існує відрізок 
довжини d.

Оскільки метрика

ds* =

конформна евклідовій метриці, то кути на площині Ло­
бачевського вимірюються так само, як на евклідовій пло­
щині. Отже, виконаться аксіома.' •/

7 Кожен кут має певну градусну міру, що більша 
нуля. Розгорнутий кут дорівнює 180°. Коли промінь С



проходить між оторопями кута (aft)', то градусна мір» 
кута (ab) дорівнює сумі градусних мір кутів (ас) та (Ьс).

8 . Нехай ЛВС — ірнкутник і а — півпряма. Тоді існує 
Трикутник який дорівнює трикутнику ЛВС і у яко­
го вершина Л, співпадає з початком променя а, вершина 
/іі лежить па промені а, а вершина С] — в заданій пімпло* 
шині відносно прямої, що має в собі а.

Аксіома виконується, це випливає із властивостей 
руху на площині Лобачевського.

Розглянемо, нарешті, останню аксіому, аксіому пара­
лельних.

І), Через точку, що лежить на прямій, можна про­
месі и на площині не більше ніж одну пряму, яка була б 
Паралельна даній.

Пехай / — деяка пряма на площині Лобачевського, 
для визначеності нехай це буде півколо; Р — точка, що 
не належить прямій /; А та В — точки перетину кола, що 
має в собі /, з віссю х. Через точку Р проведемо геодезич­
ну уі площини Лобачевського, нескінченно віддалена точ­
ка якої — точка Л, та геодезичну у2 з нескінченно відда­
леною ТОЧКОЮ В. Прямі Yi, Y2 та всі прямі площини Ло­
бачевського, які належать заштрихованій на рис. 2.37 
області, паралельні прямій І.

Таким чином, побудовано модель, на якій реалізується 
геометрія Лобачевського.

Із теореми Гаусса—Бонне випливає, що сума кутів 
трикутника па площині Лобачевського менше я. Можна 
икании нескінченний трикутник у побудованій нами 
моделі, в якого всі кути дорівнюють нулю (рис. 2.38).

Площі всіх трикутників па площині Лобачевського 
Обмежені. Справді, якщо S* — площа деякого трикутника



{позначимо його через Л) на площині Лобачевського, а, (З, 
7  — кути цього трикутника, то за теоремою Гаусса — Бонне

\ Kds =  ос +  (3 +  у  — я. Але К =  — 1, отже, \ Kds =  — SA
д

і тому SA =  я — (я +  (З +  у).
Знайдемо формулу для обчислення відстані р між 

точками площини Лобачевського.
Нехай z u z2 — точки площини Лобачевського. Пряма 

' І  площини Лобачевського, яка проходить через точки г и 
г-іу лежить на евклідовому колі, що перетинає вісь х

у точках z0, Zoo. Розглянемо відображення W =  *—^ ° z •
Воно задає рух на площині Лобачевського, тобто зберігає 
відстань між точками, та переводить півколо / в промінь, 
що перпендикулярний до осі ху точку z1 — в точку yt? 
2 — в У2* С>тже» р(*1, z2) =  р (ци у2). Але раніше показано,
то  р(уІУ у2) = In -а//і

Оскільки

=  г 4 = т : ^  =  7к - т  > то р (гі’г^  =  11п (21« z2> г0> о  І*соо соо с \,

ЯЄ (z,, г2, Z0, Z )̂ =  ------є відношення чотирьох
*2 ?Q *2 2<50

точок.

2.13.2. Інші  і н т е р п р е т а ц і ї  г е о м е т р і ї  
Л о б а ч е в с ь к о г о

Пункаре (1882) розглядав також інтерпретацію гео­
метрії Лобачевського в одиничному крузі. Модель Пуан­
каре геометрії Лобачевського в одиничному крузі одержу­
ються із моделі Пуанкаре на півплощииі за допомогою
1S4



Одиничного круга л-2 +  //'-<  1 з метрикою as2 =  7, v — 7573

г модель Пуанкаре геометрії Лобачевського в крузі. Гео­
дезичними цієї метрики (прямими геометрії Лобачевського) 
е дуги узагальнених кіл, які перпендикулярні до одиничного 
кола х3 4 - /Я — І •

Існують й інші інтерпретації геометрії Лобачевського. 
Одна з них — інтерпретація Келі — Клейма (1870). Згід­
но з цією інтерпретацією площина Лобачевського — це 
внутрішність одиничного круга х2+ у 2<  1 з метрикою1

4 2 (1 — У2) і * 2 +  2ху (lx dt/+  (І — х2) dy*
М ~  (і -ДС*-у»)2

Інтерпретація Келі—Клейиа зручна тим, що геодезич­
ними вказаної метрики е хорди круга, тобто відрізки 
ЄВКЛІДОВИХ Прямих. Якщо Р\, Я2 — внутрішні точки оди­
ничного круга, а Я(ь Ясо — точки перетину прямої, яка 
проходить через Р\, Р% з граничним колом, то в інтерпре­
тації Келі — Клейиа відстань між точками Р\, Р2 обчис­
люється за формулою р(Я ь Р2) =  I In (Яь Я2, Я о, Я0с) |, де 
(Ри Я2, Яо, Я«,) — складне відношення чотирьох точок.

Існує реалізація площини Лобачевського в псевдоев- 
клідовому просторі.

Розглянемо псевдоевклідів простір Е\Лу тобто тривимір­
ний лінійний простір, g якому метрика введена за допомо­
гою квадратичної форми, що визначена в деякому базисі

матрицею G — І 0  1 0 . Скалярний добуток векторів а =

=  (а1, а2, а*) та 6 =  (6 і , б2, б3) у псевдоевклідовому про­
сторі дорівнює

У просторі Е\ j можна розв'язати задачу знаходження дов­
жини дуги криво’ подібно до того, як гака задача розв’я­
зувалася в евклідовому просторі. Але в псевдоевклідовому 
просторі квадрат довжини сегмента дуги кривої може бути 
додатним, від’ємним або дорівнювати нулю. Розглянемо 
конус, , який заданий рівнянням (.х1)2 +  (х2)2 — (х3)2 .= 0 . 
Якщо С1 — регулярна криза, така, що дотичний вектор 
лежить всередині конуса, то квадрат його довжини від'єм­
ний; якщо дотичний вектор лежить на конусі, то квадрат

1 0  0

0  0 — 1

{<а, 6) =  gtfCiW =  а1Ьл -f- а2Ь2 — а863.



довжини дорівнює нулю; якщо дотичний вектор розтзпю- 
вашій поза конусом, то квадрат довжини додатний.

Раніше розглянуто рухи вздовж прямої. Можна роз­
глядати плоскі рухи матеріальної точки, описувати її сві­
тову лінію системою рівнянь у тривимірному псепдоевклї- 
довому просторі і одержувати результати, подібні до 
результатів для руху вздовж прямої, а саме: вектори з 
нульовим квадратом довжини є дотичними до світової 
лінії частинок, які рухаються зі швидкістю світла. Векто­
ри, квадрат довжини яких від’ємний,— це вектори, т о  до­
тичні до світових ліній матеріальних частинок. Вектори, 
квадрат довжини яких додатний, не мають фізичного 
змісту (вздовж кривих з такими дотичними векторами 
не можуть «рухатися» матеріальні точки).

Розглянемо в псевдоевклідовому просторі £ 2,1 сферу 
*уявного радіуса ік» з центром у початку координат; ї ї  

рівняння —
( * 1 ) 3  Ц .  ( V - ) 2 -  ( * * ) *  =  —  R \  R  >  0 .

У просторі Е3 останнє рівняння задає двопорожнистий 
гіперболоїд. Параметричне рівняння однієї порожнини 
уявної сфери:

Vі =  fjshwcosu; 
х2 ssa к  sh u sin v \

Xs =  R ch u9
звідси

’ =  R ch и cos V\
x* =  R ch и sin v\ 
x* = R sh u\u

xj =  — R sh и sin 0 ; 
x* =  R sh и cos 0 ;

=  0 *
Як і при евклідовому випадку, обчислимо коефіцієнти пер­
шої квадратичної форми сфери в £ 2.1:

« и r u) — R2; S i%—(r«> rv) = 0; g 22 = (r а% ru) = R H tfu .
Таким чином, ds2 =  R 2 (du2 +  sh2 и dv2), тобто ця поверхня 
мае сталу від’ємну гауссову кривину і є реалізацією пло­
щини Лобачевського.

Введемо повий параметр и, який зв’язаний з парамет­
ром и такі її =  Ru. Тоді перша квадратична форма поверхні 
набере вигляду

ds2 =  da2 +  R2 sh2 - J  ito2.

і fc »•



Знайдемо довжину L кола, яке задане раянням Ті 
На площині Лобачевського:яшкшк»

2Я
г0 П „І, г0

— г

жЩ&»-,
Шш L =  J  /? sh dv я= 2л/? sh ~  , 

о
Якщо /? -> оо або г0 ->• 0, то L ~  2яг0. Зауважимо, ідо н * 
площині довжина кола радіуса г0 дорівнює 2 лг0, на сфері ра­
діуса R 2 л sin —•

IWIV/UI,) [ /и д »  J  VM * Q * U »1V U J,||U I

чевського. Круг можна задати системою нерівностей
Знайдемо площу круга радіуса г0 на площині Лоба-

0  <  и <  г0; 
0  <  о <  2 л,

якщо перша квадратична форма площини Лобачевського

dsl =  du- + Я3 sh3 і  d v \

Елемент площі !s .== A* sh ^  сїм а'и Тоді площа круга
''о

S =  J  .V J  /? sh ~  du — 2лR* ch

=  2 л/?2 ( с Ь ^  — і) - 4 л /? Ч Ь  g .

Інтерпретацію Колі—Клейна геометрії Лобачевського 
можна одержати таким чином. Розглянемо в триви­
мірному псевдоеізклідовому просторі одну порожнину 
двопорожнистого гіперболоїда, яка задає платину Ло­
бачевського, та дотичну площину л у вершині цієї порож­
нини гіперболоїда. Центральна проекція порожнини, що 
розглядається, на дотичну площину я, яка здійснена із 
центра гіперболоїда, є інтерпретацією К елі — Клейна 
геометрії Лобачевського.

Інтерпретація Пуанкаре площини Лобачевського в 
одиничному крузі може бути одержана центральним про­
ектуванням однієї порожнини двопорожнистого гіпербо­
лоїда із вершини другої порожнини на дотичну площину.



і ji*.»iiiuaai., !i'd

2.13.3. І с т о р і я  с т в о р е н н я  г е о м е т р і ?
Л о б а ч е в с ь к о г о

У 1829 р. у вчених записках Казанського університету 
з’явилася перша публікація Миколи Івановича Лобачев­
ського (1792— 1856) про існування геометрії, що відріз­
няється від геометрії Евкліда. Незалежно від Лобачев­
ського до відкриття «нової» геометрії прийшов угорський 
математик Я нош Больяї, який опублікував свої результа­
ти з 1832 році. Після посмертно! публікації приватної 
переписки Гаусса стало відомо, що він також прийшов до 
відкриття цієї геометрії, але не надрукував жодної праці. 
Більше того, він забороняв колегам друкувати викладен­
ня ного ідей щодо нової геометрії. Гаусс ніяк не висловив 
свого ставлення до результатів, одержаних Лобачевським, 
проте за його пропозицією Лобачевський був обраний чле- 
ном-кореспондентом Геттимгсиського наукового товари­
ства. Для читання праць Лобачевського Гаусс почав 
вивчати російську мову.

Пеевкдїдова геометрія одержала в працях Лобачев­
ського повний та глубокий розвиток, але за його життя 
загального визнання не здобула, його праці зазнали 
гострої критики з оточення першого на той час матема­
тика Росії М. В. Остроградського. Але це не зламало 
його волі; він був впевнений у вірності створеної ним 
геометрії і продовжував послідовно її розробляти, не­
зважаючи на життєві невдачі, утрату зору.

Визнання геометрії Лобачевського суттєво полегшила 
її перша інтерпретація, що була запропонована італій­
ським математиком Бельтрамі в 1868 ромі. Він показав, 
що на псевдосфер і

х =  R sin и cost»;
у =  Rsinubitiu\

г =  R (cos и +  In tg y )

8 гауссовою кривиною К  =  — Jr2 локально виконується
геометрія Лобачевського. Це інтерпретація частини плотпши 
Лобачевського.

Повернемося до інтерпретації Пуанкаре па півпло- 
ЩИНІ. Розглянемо трикутник, ЩО утворений прямими Уі, 
у2 площини Лобачевського, які мають спільну нескінченну 
точку У1, і прямою уз, що ортогональна уі та у2 (рис. 2.39).



і з ЦЬОГО Трикутник;) можна одержати псевдосферу, скле­
пні) Н примі у і і а у2.

V тривимірному евклідовому просторі не існує повної 
п*му.г)>фііої поверхні сталої від’ємної кривини. Це довів 
І і-іьй(‘рт у 1903 році.

А геометрією Лобачевського тісно пов’язана теорія 
їЛаноеиості Ейнштейна, відкрита в 1904—1905 роках. 
Простір швидкостей матеріальної точки в спеціальній 
і сирії відносності є простором Лобачевського.



Глава З 
ТЕНЗОРИ

Багато які з величин можуть бути задані як функції 
від точки в просторі. Проте виявляється, що поняття чис- 

t лової функції точки або сукупності точок недостатньо, 
Справа в тому, що велика кількість геометричних та фі­
зичних величин може бути описана у вигляді набору чис­
лових функцій лише після того, як у просторі вже зада­
ний певний набір координат. Числовий запис цих величин 
може дуже змінитися, коли задано інші координати.

Тензори — це найважливіший із класів величин, чис­
ловий запис яких змінюється при зміні координат.

3.1. Приклади тензорів у фізиці і механіці

1. Нехай/ — скалярна функція (температура, відстань 
між двома точками та ін.). Тоді / не залежить від вибору 
системи координат.

2. Нехай в лінійному дійсному просторі є два базиси 
е «я (іе1г . . .  , еп) та в — (ev  . . .  , еп). Перехід від координат 
точки в базисі (еЛз , еп) до координат цієї точки в базисі 
(?!, . . . ,  еп) здійснюється за допомогою лінійного пере­
творення

Матрицю, що обернена до матриці С, будемо позна-

Нехай вектор а в системі координат (еІ9 . . .  , еп) має 
координати (а1, , . .  , ап), а в системі -координат {еи . . .  , еп) — 
(а1, . . .  , а*), тобто а =  а% =  Ш,.

Ці координати зв’язані співвідношенням

чати

(3.1)



її Г а , звідси а С* 'й, ибо

(Г а* --- . Сі',
д у 1

(3.2)

ПіДСтлвимо останній вираз у рівність а «= afe, =  2 *2/, тоді 
одержимо:

°  -  Ш  а 0 е< “  ^  ( з ?

ДвіДси випливає, шо
д х і

f  =

3. Розглянемо в лінійному просторі лінійну форму f, 
яка в системі координат, що визначена базисом е =
«в (в \ ,__ еп), має вигляд / —а ^ ,  а в системі координат,
яка визначена базисом б? =  (?г, . с„),*— вигляд / =  „.///. 
Отже,

/ =  сих1 =  а і у і

Лінійна форма може бути задана своїми коефіцієнтами. 
Знайдемо зв’язок між коефіцієнтами лінійної форми у ста­
рому базисі е те новому базисі е. Згадаємо, що X і  =  у \  
і підставимо цей вираз в останню рівність:

Отже,
a‘ ( w " ' ) = s 'y' ’ аб о (1 Н - " '

д х і (з.з)
Порівняємо одержану систему рівностей із формулами 
(3.1), Видно, що при переході до пової системи координат 
коефіцієнти лінійної форми змінюються за законом, що 
відрізняється від закону зміни координат вектора.

Зауваження. В курсі аналітичної геометрії розглядав­
ся дуальний базис. Згадаємо, що коли (еи е2, е3) — 
деякий базис, взагалі кажучи, неортонормований, то ду­
альний базис е' задають вектори (е}, е9, є3), що задоволь- 

- няють умовам
<е(, е>) =  б{

/більш точно:
,1 _ Є1 * Єь , 2 _е9 X Єл # з ___  еі — <2

6  (Ч> *а> <?з) * * (*і, а̂» ’ * («і. **>



Довільний вектор а простору можна розкласти як по ба­
зису е, так і по базису е'\ а = а іеі— аіеі. Числа (а1, а2, а3)\ 
називаються контраваріантними координатами вектора а; 
числа (а,. а2, а3) — коваріантними координатами.

Контраваріантні координати вектора при переході від 
старого базису е простору до нового базису е змінюються за 
законом (3.1), а коваріантні координати — за законом (ЗІЗ). 

Довести останнє твердження самостійно.
4. Нехай в просторі задана косокутна система коорди­

нат. Розглянемо функцію.z •— /(х 1, . . .  , хп). Вище названо
градієнт функції / вектором; grad/ =  {j~J  =  (aj. Але не
кожний набір чисел є вектором.

В и зн а ч е н н я . Вектором називається набір чисел 
а =  (а1, . , .  , ап), що змінюється при перекиді від базису е 
простору до базису е за законом (3.1).

З ’ясуємо, чи буде grad / вектором. Перейдемо в про­
сторі від системи координат х = ( х 1, . . . ,  хп) до. системи 
координат у = ~ ( у х, . . у п ). У новій системі координат
grad / =  ^  (**/)• Оскільки

df dxk - дхк-Ч: —., то а. =  —т ak. дxfl дуі 1 ду1 k
ді
ду*

Компоненти градієнта функції змінюються за законом 
(3.3), отже, градієнт функції не є вектор.

5. Розглянемо першу квадратичну форму I =zg ijd x i dxi 
поверхні. Нехай на поверхні є дві системи криволінійних
координат: стара х =  (х1........... х”) та мова у— (у1. і . . ,
уп) у що зв’язані співвідношеннями

У‘ =  У{(-*1..........*")■
Тоді

І =  g.. сіх1 сіх і =  gk,dyudys.

Знайдемо, як зв’язані між собою коефіцієнти g(. та g k$,
дхі 1

Оскільки хс =  X і (у1, . . . , уп), то dx‘ =  Таким чином,

Єн іjk  0  dyk(itf  =  g t/ k fty

ЗВІДКИ

8 k s ~ ~  S i f  Q y k  d y S

m



Одержаний закон зміни набору величин відрізняється 
від усіх, що зустрічалися вище.

6 . Нехай в просторі є базис в, в якому вектор а має 
координати (и \ . . . .  ип), вектор и — координати (у1, .. 
vn). Розглянемо лінійний оператор Л, що переводить век­
тор и у вектор v , тобто і>=Лн, або

V =  А1,и>. (3.4)
З’ясуємо, як змінюються компоненти матриці Л *= (А)) 

при переході до нового базиса е простору. Якщо в просторі 
є базис 2 , то перетворення координат запишеться у вигляді 
Vі ~  A)uJ\ Тоді за формулою (3.2)

, дх* ~s , дхі 
Vі =  STs V > и ‘  =  — ь U ■ду' ()yk

Підставимо ці вирази в рівність (3.4):
дх~п лі
дур 1

0*1 + 
дук IIі

Помножимо обидві частини останньої 
здійснимо підсумовування:

. . dysрівності на та

дхі OyPV дук J x l u  ’ buk A r iU •

ЗВІДСИ

Згадаємо, що 2s =  Л ^ ,  і одержимо

ЛЙ*

Таким чином,

2 s -  ££ 
дук дхі •

7. Розглянемо матрицю G~l =  (g i^)i що обернена до 
невиродженої матриці G =  (gij). Самостійно довести, що

.. дук ді/pks — ач “—г —т.^ в а /  Ы
Отже, одержано такі правила зміни наборів величин 

при переході від старої системи координат до нової:
і дуі
'■ а



В и зн ач ен н я . Тензором типу (р, q) в п-вимірному 
просторі називається впорядкований набір із пРМі чисел
Тій /?. де 1 1 <г ір «  л; 1«  /\ «5 п\ і «5 /, <• п,
які при переході від базису е до нового базису е зміню­
ються за таким законом:

•W f 
»«• » '> <3̂ * * ■ ■

м ■ ■■ ■<»« * ---
д х 1р  д у $1 '

dxh
дуІЇ '

Число p+q  називається рангом тензора.
U визначення випливає, ідо поняття тензора є узагаль­

ненням поняття вектора. Числа Т\)\ називаються коорди­
натами (компонентами) тензора. Верхні індекси називаються 
контраваріантними, а нижні — коваріантними.

Повернемося до прикладів.
1. Скаляр — тензор типу (0, 0).
2. Вектор — тензор типу (1,0).
3. Градієнт функції — тензор типу (0, 1).
4. Квадратична форма — тензор типу (0, 2).
5. Лінійний оператор — тензор типу (1, 1).
6 . (g,j) — тензор типу (2 , 0 ).
Наслідки визначення тензора:
1. Якщо тензор має нульові координати в деякому ба­

зисі, то він має нульові координати 8 будь-якому базисі.
2. Якщо два тензори однакового типу дорівнюють 

один одному в одній системі координат, то вони співпа­
дають у будь-якій іншій системі координат.

Зауваження. Якщо в кожній точці області и лінійного 
дійсного n-вимірного простору визначено тензор типу 
(/?, q )} то кажуть, що в області и задане тензорне 
поле.

Прикладами тензорних полів є перша та друга квад­
ратичні форми поверхні.

Розглянемо застосування тензорів у механіці та фі­
зиці:



1 Тензор деформації.
Нехай є матеріальне тіло, точки якого в деякій пря­

мокутній системі координат мають координати (аг*). Під 
дією сили тіло деформується, тобто кожна точка (*») тіла 
переходить у деяку нову точку (у<): у і—х і-\-иі {х)і де 
функції 11і (х) визначаються із фізичних міркувань та за­
лежать від матеріалу, сили тощо. Далі вважаємо функції 
иЦх) відомими. Нехай при деформації близькі точки Р 
та Q тіла перейшли відповідно в точки Р та Q. Тоді якщо 
відстань між точками Р та Q була ds2 =  Ц то після

і
деформації відстань між точками Р  та Q буде ds2 =  I  (dx‘'+

 ̂ £

+  dui)'\ Знайдемо та перетворимо різницю ds2 — ds2: 

ds2 — ds2 =  2 Yi dxidui+  (dul)2t

але du{ = did
dxk dxk, тому

ds2 =  ds2 =

Тензор

d id  d u k \  
dxk +  dx1) + Y 1 &£ диП

jLj dxk dxk ] dxidxk.

називається тензором деформації пружного тіла.
Коли зміщення и{(х) та швидкість зміщення ~ k малі

І ди* . \ ди{ ди}
( Щк < eJ> то величинами як величинами біліли
високого порядку малості нехтують і тензор деформації
пружного тіла записують у вигляді (и*д) =
Останній вираз — це тензор деформації лінеаризоваиої теорії.

Тензор деформації є тензором типу (0, 2).
2. Тензор напруження.
Розглянемо двовимірний майданчик, на який діє сила 

F\ вона виникає під дією зовнішніх сил та внутрішніх 
молекулярних сил. Нехай сила F не колінеарна нормалі 
до майданчика. Експериментально встановлено, що скла­
дова сили F, що. напрямлена по нормалі до майданчика 
(позначимо її через п) зв’язана з F лінійним чином, тоб­
то F* =  р\пі.



Сила F створює внутрішнє напруження. Тензор (р‘.) — 
тензор типу (1, 1) — називається тензором напруження. Екс­
перимент показує, що тензор напруження симетричний, 
а якщо середовище ізотропне, то pL. =  (таку будову має
тензор напруження у воді).

Мала деформація, середовища викликає напруження, що 
лінійно залежить від деформації, тобто існує зв’язок між 
тензорами деформації (икі) та напруження (рр:

р )  =  u f lu k l .

Остання формула складає зміст закону Гук'а.
3. Тензор інерції.
Нехай матеріальна частинка з масою пі рухається зі

ішвидкістю v. Тоді ЇЇ кінетична енергія Т =  mu'. Нехай
рух частинки — це обертання навколо деякої осі в просторі, 
р — відстань від частинки до осі, 6) — кутова швидкість
матеріальної частинки. Тоді v =* рсо і Т =  ~ mp2or =  Ісо2.& с*
Величина І =  пгр2 називається моментом інерції відносно 
осі; І — аналог маси, оскільки при обертанні важлива не 
тільки маса, але й відстань від точки до осі обертання.

Нехай рух матеріальної точки складний, але відстань 
від частинки до деякої фіксованої точки О стала, тобто 
в будь-який момент часу рух матеріальної частинки — 
це обертання навколо деякої осі й всі осі обертання про­
ходять через точку О. Можна обчислювати момент інер­
ції відносно будь-якої із цих осей.

Імпульсом називається величина p ^ m v .  Моментом 
імпульси називається величина L^rX ^m v, де г — радіус- 
вектор точки. Легко перевірити, що момент Імпульса L 
можна виразити через кутову швидкість о) лінійним чином:
U =  Кінетична енергія Т <|> 1‘7со<со/, Величини
V I— це компоненти тензора інерції.

Нехай вектор г має координати (х1, х2, Xs), вектор со — 
координати (©!, со2, сон). Тоді

Т = mv2 -  г X со>  =
«  пг ((а1®, — а-2®!)3 +  ( х \  — x8cos)2 +  (х Ч  — ая® 1)а).

Порівнюючи два останні вирази для обчислювання 
кінетичної енергії, одержимо:

' У:Ш‘=
і -.



tn (r2— {х1)2) — х1х2т —xlx9rn \

—хН1т у  m(r - — (*2)'2) —х"х3т І,

—х1х3т —х'-х3т у т (г-— (х®)2) /

або 1‘/ — т (г'%і — Xіх’). Зауважимо, що Vі = Vі.
Згадаємо другий закон Ньютона: F =  ат=тг".

Оскільки p = rnv, то р'=Г. Далі, L = rX m v, отже, L '^ r X F  
(вектор rX F  називається моментом сили). Якщо не діють 
зовнішні сили, то вектор L сталий по напрямку.

4. Тензор напруженості електромагнітного поля.
Нехай в області U  тривимірного простору задані век­

торні поля Е — Е(х, tjf z, t) та Н =  Н (х, у, г, і), що 
залежать від часу. Тут Е  — вектор напруженості елект­
ричного поля, Н — вектор напруженості магнітного поля.
На заряджену частинку діє сила F =  eE +  -—v x H ,  де
е — заряд, v — його швидкість, с — швидкість світла.

Зауважимо, що Н — аксіальний вектор, оскільки Н 
змінить напрямок на протилежний, якщо змінити орієн­
тацію простору. Це випливає із останньої формули, в якій 
Е , F, v — вектори, що зберігають напрямок при зміні орі­
єнтації простору.

При переході до нової системи, координат Е змінюється 
як вектор або тензор типу (1, 0 ), Я — як векторний добу­
ток. Але векторний добуток — це тензор другого рангу. 
Справді, розглянемо в базисі е =  (еІУ г2, е3) вектори а =
— (IіeL, Ь =  Ые}- та їх векторний добуток а х  b — (a{bj —
— aW) Єі х  ej (і <  /). Нехай е =  (еи е2У еъ) — новий базис 
простору і в- ньому

a a* а b =  У ер а X Ь =  (asbk — акУ) es xh >  s <  k.
Введемо позначення: а1Ы — aW — p(l\ asbk — акУ — psk (оче­
видно, що p[i =  — pF). У цих позначеннях векторний до­
буток а х  Ь =  р*іеі X ej \ a x b  — pskeb х  Єк\ звідси

pifet X е{ =  pskes X ёк-
Підставимо в останню рівність вифази е( — cfek, ej =  csje9 
і одержимо:

рЧсффк x i s  =  Pskes X ek.
Отже, pks =  tfc'ptf. Якщо орієнтація простору зафіксована,
то Н при переході до нової системи координат змінюється 
як вектор.



div II -  0 ; 
rot Е =  — 1 ^  .с д/ ;

div Е =  4яр; 
w , 1 

rot Н 7  ї ї
4  я

т /•
Тут / — вектор струму, / = ро, де р — густина заряду в 
области £/.

Рівняння Максвелла інваріантні відносно перетворень 
Лоренца.

Перетворення Лоренца— це такі перетворення, які збе­
рігають квадратичну форму ds2 =  е2 dt2 — dx- — dy2 — dz2 —
метрику простору £ |,з. У просторі E\r i(ds2 — с2 dt2— dx2) 
псретиоренші Лоренца можуть бути задані системою рівнянь

сі сі сії і|- Ч' х sli ф; 
х =  d  sli і|) Ч- х ch ф.

Донести самостійно: для того щоб у просторі £'і, 3 пере­
творення х*=* Ах, де X =  (Х° — С(, Xі, Xі, Xs), х =  (х° — сі, 
Xі , ха, Xs), було перетворенням Лоренца, необхідно і до­
статньо, щоб матриця А задовольняла умові ЛІ Лт =  І, де

1 0 0 ° \
0 — 1 0 0 1
0 0 — 1 0 / '
0 0 0  ■- V

Оскільки рівняння Максвелла інваріантні відносно пере­
творення Лоренца, вони повинні зручно записуватися в чоти. 
ривимірному просторі. Якщо розглядати рівняння Максвел, 
ла в чотиривимірному просторі E\t 3, то Е та / /  потрібно 
розглядати в сукупності. Вектори Е та Н описують тензор 
(Fa.;) електромагнітного поля:

0 Ех Еу Ег
Ех 0  - “Я . Еу
■Еу Hz 0 —Е х
Ег - Н У н х 0

Рид =

У подальшому покажемо, що контраваріантні компоненти 
тензора напруженості електромагнітного поля можна записати 
у вигляді Fik =  gisgktFsi, де (gls) =  І*1. Тоді



і перші два рівняння Максвелла можна записати таким 
чином:

а останні два —

д?ік м  dFkl дГи 
дх1 1 дхі +  дхк

dFck __4л:
дхк ~~ с

(3.5)

(3.6)

де / = — чотиривимірний вектор струму.

Зауважимо, що рівняння (3.5) — це умова замкненості 
форми F =  Fikdx1 f\d xk9 тобто це рівняння можна записати 
у вигляді dF =  0, де dF — зовнішній диференціал форми F. 
Аналогічно можна записати рівняння (3.6). Введемо в роз­
гляд 2-форму F*f яка спряжена F. Її коефіцієнти визнача­
ються таким чином:

де
Ftk =  4  b(ktmF‘m, F‘m = glpgm*Fpq,

гі f 1 при sign(ц, . . .  , in) =  1;
‘‘.......‘П l —l при Sign (І!, . . .  , /„) — — I,

/lf ••• t in — перестановка 1, 2 , . . .  , n.
Тоді рівняння (3.6) можна записати так:4 т*

d*F — -j- І', де d*F— 3-форма, */ — 3-форма, яка спряжена 
1-формі /.

В и з н а ч е н н я .  Нехай в області U дійсного n-вимір­
ного простору введені криволінійні координати (х . . . ,  
л;71). Якщо в області U задана квадратна форма

ds2 =  gtj (х) dxl dxi, det {gCJ) Ф  0, (3.7)
коефіцієнти якої утворюють тензор типу (0, 2), то в U за­
дана метрика.

Якщо квадратична форма (3.7) знаковизначена, то 
задана ріманова метрика; якщо форма (3.7) знаконеви- 
значена, то — псевдоріманова.



Приклади. 1. Квадратична форма ds2= dx2+ dy2-\-dz2 
задає метрику.

2 . Квадратична форма ds2 =  — ^ СІу задає метрику Ло­
бачевського, але в тривимірному просторі повної регулярної 
поверхні з такою метрикою немає.

3. Коли світло, поширюється в однорідному середови­
щі на площині, то воно поширюється по геодезичних лі­
ніях ріманової метрики: ds2— №(x, у) {dx2+ dy2).

4. Ріманова метрика
_  (dxу  +  . . .  + (dx"y 

S  (х п )*

є метрикою багатовимірного простору Лобачевського.
5. Метрика исевдоевклідового простору-часу і ds2 ~  

=  (dx°)2 — (dx1)2 — (dx2)2 — (dx3)2 є псевдорімановою.

3.2. Алгебраїчні операції з тензорами

1. Лінійні операції. Тензори одного рангу можна до^ 
давати та множити на числа:

і т1}...... 1р і ,, о*1* * {р
І  і *  » І д  “Г  i t *  • » І д '

Результат цієї операції — тензор того ж рангу.
У точці /і-вимірного простору тензори одного рангу 

утворюють лінійний простір вимірності nh, де k = p-\-q.
2. Переставлення індексів.
Переставлення двох верхніх індексів здійснюється за 

правилом:
<" » *»• * «»• » ір rnit* і ••• і ••• »

/і* « *  І д  /<»«•*• * /q

Переставлення нижніх індексів здійснюється аналогічно. 
Здійснимо переставлення індексів у коваріантного тен-

зора другого рангу 7  =  (£ п ^ 12>) . За визначенням S ti =. 7
V 21 '  22/ . .

тобто тензору / ставиться у відповідність тензор S, в якого
5,'31 Г и .  ^12 ^21» ^21 — ^  12* *-*22 — ^  229 ТЗКИМ ЧИНОМ,

S =  (jiu  , тобто S =  *Т. Отже, операція переставлення
індексів однієї і тієї ж валентності є узагальненням операції 
транспонування матриці.

Розглянемо загальний випадок. Нехай є деяка підста­
новка■' 0  (0 =  (о (у ,’ ‘ * ;  о(ір)) • 0 пеРацію переставлення



верхніх індексів можна задати системою рівностей
0 ^ 1 »  » І Р  r r p i f іУ*

І и * iq ft*- ••• • iq
Важливо, що тензор — впорядкований набір чисел: S та Т  
як множини чисел співпадають, а як тензори, взагалі ка­
жучи, ні.

3. Тензорний добуток.
Нехай е два тензори: тензор Т =  ( Т \ \ \ * А  типу (/?, q)

та тензор S =  {S)l типу (6 , s). Тензорним добутком
двох тензорів називається тензор U типу (р +  £, q +  s), 
координати якого мають вигляд

і  U . . .  .  tptp+i» * ip+k  _ _  j j y  * i p o [ p -H 9 » 1P-\-k 
І  і * »« і i q i q - j-l* *•• » І  q~\~$ І  i t  •** і І  І  **• » i q -{-$*

Зауважимо, що результат тензорного множення залежить 
від порядку співмножників.

Приклад. Розглянемо два вектори а =  (а*) та b — (6s); 
це тензори типу (1, 0). їх тензорним добутком буде тензор 
U =  (Uks) типу (2, 0). Записати самостійно матрицю тен­
зора LJ.

Для позначення тензорного множення використовують 
знак ®\ U =  Г ® S.

4. Згортання тензорів.
Операція згортання: кожному тензору (Т/yj, (і) =  (іи  , . .  

. . ,  , ір), (/) =  (jv  . . .  , jQ) типу '(/?, q) ставить у відповід­
ність тензор типу (р— 1, q — 1) за правилом:

грі\*  • • •  » tfe— \^k-(-1» » ip  ____  г р і  1» » i k — 1* хкт\-\> •»* > Ір
І \t «•< • / / - —1 / / —|—t » » /  q 11» •** » І  І — і r /  /-(-1* *** » /  q r

У правій частині рівності за індексом і проводиться підсу­
мовування, тобто

г
грі 'і* • • •  » і  к — Iі (fe-f-1» ••• * i p    у А »  *«« » i f t ~  І^Я Ц -І» • • •  * і р  .

/ і»  » І І — Ц ■//-{-І* » i q  / і » » / / —•iW z-j-l*  * *• * І  q

, г р ій  • • • »  **• » ip  t . г р і  і» • • • »  ik — •••  » ip
* 1  ! xt  ••• » / / —12/ Н - Ь  —  * i q  ' • * * 7 / і .......... І  l —i n  / / + 1 »  ••• - І  q •

Зокрема, якщо T  — тензор типу (1, 1), то операція згортання 
ставить у відповідність йому скаляр. Нехай Т =  (Ту). Тоді 
7/ =  Т\ +  ТІ -f- • • • +  Ґіи Таким чином, згортання тензора 
(Т)) — це сума діагональних елементів матриці (Ту), тобто 
слід матриці (Ту).

Зауваження. Раніше уже розглянуто операцію згортання, 
хоча вона не була названа так. Ця операція важлива тим,



що дозволяє будувати інваріанти, які не залежать від си­
стеми координат.

Приклади. 1. У курсі аналітичної геометрії розглянуто 
скалярний добуток (а, Ь) векторів а =  akeh та b =  Ь3еІУ що 
задані своїми координатами в косокутному базисі (е1, . . .
. . .  , еп): (a, b) — g{Jalbl, де g(j =  (eit е}). Скалярний до­
буток інваріантний відносно вибору системи координат. 

Розглянемо тензорний добуток g & а ® Ь, д e g ' — (g і7);
а =  (a*); b — (bs); це тензор С =  (С*;) =  (g^aW). Скалярний 
добуток (а, Ь) — це подвійне згортання тензора С:

(а, Ь) =  g4 albi =  С\\.
Таким чином, подвійне згортання тензора С — інваріант.

2. Нехай G =  (g(j) — матриця коефіцієнтів першої ква­
дратичної форми поверхні, В =  (bij) — матриця другої ква­
дратичної форми. Згадаємо, т о  середня кривина поверхні
/ /  =  \ ё цЬцУ де (g‘ f) =  G"1.

Матриця G" 1 — це тензор типу (2,0), В — тензор типу 
(0, 2). Розглянемо тензорний добуток С =  G' 1 ® В: С =
=  (С*/) (gksbij). Здійснимо подвійне згортання тензора С 
і, розділивши його па 2, одержимо кривину поверхні: Н  =

1 ^і/
=  - J  L { f '

5. Підняггя та опускання індексів.
Нехай g =  (gij) —• тензор типу (0, 2), що задає ріманову 

або псевдоріманову метрику. В присутності метрики gif. 
можна здійснити операцію опускання індексів тензора. Якщо 
Т i f  .^ )— тензор типу (pt q), то можна побудувати
тензор типу (р—  ], 9 +  1), взявши до уваги

грі-г* • ір  ___  гр '^ 2 і »»» » ір
ĵ/i> * Jq /і» » tq *

У правій частині останньої рівності стоїть згортання тензор­
ного добутку g ®  Т.

Зокрема, якщо Т  =  (Т1) —  тензор типу (1, 0), тобто век­
тор, то операція опускання індексу ставить йому у відпо­
відність тензор типу (0 , 1), тобто ковектор, за правилом:
Ті -  g j s.

Для підняття нижніх індексів при наявності метрики g.f 
використовують тензор g i}' з матрицею G" 1 =  (gij)>

т Ь іи '•*! Ір — а1хкт\и- г Ір.
* 1г* » J q  to »*» і



Операція підняття індексів ставить у відповідність тензору 
типу (р , <7) тензор типу (р +  1, Q — 1)* Зокрема, Ті — g isTs.

Зауваження. Операції підняття та опускання індексів 
уже зустрічалися, але вони не були названі так.

Приклади. 1 . Згадаємо поняття дуального базису. Не­
хай (е\7 е2, Єз) — деякий базис простору, в якому знахо­
диться вектор а = аіЄі. Дуальний базис складається із 
векторів

рі „  х  ''з . __ <’з х  ?л . ^3 _  X
(*|. *2. *3) ’ І 2̂> з̂) (*1.

Розклад вектора а по базису (е1, е2, є3) має вигляд а — 
Вище показано, що а/ =  g,cas.

У курсі аналітичної геометрії зазначено, що (af Ь) =* 
=  £ifG{bJ =  ajbi.

2. Згадаємо формули Вейнгартепа:
Я/ =  —g*%jrs.

Матриця (6 /е/) — це тензор типу (0, 2). За допомогою тен­
зора gsfi можна підняти індекс у bkj: gskcitj= bSj. Отже, tij — 
-  —Ь]г$.

3. Операція підняття індексів використовувалася при 
переході від коваріантних до контраваріантних компо­
нент тензора напруженості електромагнітного поля.

3.3. Диференціальні операції з тензорами. 
Коваріантне диференціювання

Нехай в області простору задана регулярна функція 
f  = хп), де (х1, хп) — декяртопі координа­
ти. Як показано раніше, g ra d / — тензор типу (0 , 1). 
Нехай тепер в тій же області простору задане векторне 
поле Т - ( Т ') ,  компоненти якого е регулярні функції ко-
ординат (я1, . . .  , хп). Розглянемо Т \  =  ^  і з’ясуємо, як
будуть змінюватися ТІ при переході від декартових коор­
динат (я1, . . .  , хп) до криволінійних координат (і/1, . . .  , у”), 
що зв’язані з декартовими системою рівнянь

У( =у< (* \ . . .  , det ¥= 0.

Нехай в системі координат (у1, . . .  , у’’) вектор Т  =  (Т‘).



Тоді f ! ^ дХт>  і дхі

т ' = ^  =  і - ^ г / ]  =  - А  №  т і ) =
s dys dys \gxi ) дц° dxh \дх ' )

дхк д*у1
ду‘ 

ду1 дТ> дхк
д і/д х Кдх> дх> дхК ді/

Отже, при бсіх лінійних замінах координат тензор
. а У

djl
дхк

перетворюється ЯК тензор типу (1, 1), ОСКІЛЬКИ y f ^ ~ j  —  0.
У загальному випадку це не так: якщо (T l) — вектор, то
дТ1—  не є тензор.

З ’ясуємо, як потрібно ввести операцію диференцію­
вання вектора (Ті), тобто тензора типу ( 1, 0 ), щоб в ре­
зультаті її застосування одержати тензор типу ( 1, 1) і 
щоб в афінній системі координат тензор співпадав зі зви-

дТ( г \  • т і  д х 1чайною похідною —т. Оскільки У > — —-Т к, то
дхк дук

або

Т  = — д*уі —  Т‘ —
* ~  ді/ дхкдх> ду1 +  дхк дх> ду8 ’

д ¥  а у  дхк дх> _  дт[ а / у
dys дхкдх< dys ду1 ~  дхк ду8 дх> '

а У  дхк дх>Позначимо----- ї ~7 х ~  через ГІі і запишемо останню рів-
дхкдх> ду* ду1

ність у вигляді
, ГІ ті дТ! дхк а.(/"Ь У s/У 1 — ~~ь ~ ; т : •

У дхк dys дхі

Вираз —  -f Г\[Т1 позначимо через \ , Т ‘ і назвемо кова­

ріантною похідною Т‘.
Результатом коваріантного диференціювання є тензор. Крім 

того, в афінних координатах коваріантна похідна обчислю-
отіеться за звичайними формулами: — , оскількидх1

і І з 0
дхкдх> и*



Подібним чином

Vs7\ =  Г?,Г*; v sf ‘7 =

Вправи. І. Записати самостійно коваріантні похідні Vs7\*/ 
та V ,f/.

2 . Перевірити, що для тензорів S та Т і скалярів А, та р

V (Я* +  \кТ) =  (VA,) S +  A (VS) +  (Vp) Т +  Р (V7);
V (S ® Г) =  (VS) ® Г +  S (g (V71).

Зауважимо, що в евклідовому просторі існує така си­
стема координат на саме декартова), в якій всі Г% =  0 .

Ви з н а ч е н н я .  Нехай в області афінного простору 
задані криволінійні координати (х1у . . .  , хп). Зв'язністю 
називається набір функцій Г)д(х)9 які при переході до 
нових криволінійних координат (у \ . . .  , уп) області змі­
нюються за законом

pk _дх  ̂(рі ду^ФҐ , <>У \
ду1 \ lQ дх1 дхр дх1дхр)

Зв'язність називається симетричною, коли Г% =  Гир
За допомогою набору функцій r )Qy що задають зв’яз­

ність, можна визначити коваріантну похідну так, як це 
зроблено вище.

Зауваження. Ґ І5 не є тензором.
Ви з н а ч е н н я .  Нехай в області задана метрика ква­

дратичною формою ds2 =  gijdxidxi і зв'язність. Зв'язність
називається узгодженою з метрикою, коли V,g.;. =  0  для 
будь-яких г, /, /.

Природно виникає запитання: якщо в області задані мет­
рика, то скільки існує симетричних зв’язностей, які узгод­
жені з метрикою?

Теорема 19. Існує єдина симетрична зв'язність, яка 
узгоджена з метрикою (g-y), а саме:

\дх*
деи\

дх1 dxsl

Д о в е д е н н я .  Існування доводиться прямою пере­
віркою того, що записана вище зв’язність задовольняє 
умовам теореми. Доведемо тепер єдиність.



■ £
Нехай Г „  задають симетричну зв’язність, яка узгоджена 

з метрикою. Тоді
Гки =  Ґ„  .

? .* /  =  о,
але

Таким чином,
dg

Гіх&ьі

Згідно з визначенням операції опускання індексу 

Гийц =  ^ is> h ГІs§k( “   ̂fb if 
І тому останнє рівняння можна записати у вигляді

= Г іК  і  +  Г /kf ^dJ i}
дхк

Переставляючи* циклічно індекси г, /, ky одержимо систему 
трьох рівнянь:

dg
З І - Г ь і  +  Г н а  

f£ i? =  г ..
дхі — Г іі, к +  Ги, /;

^Sik /' • р
J J  =  l k l-i ~ l '/• *'

Домножимо перше рівняння системи на — 1 і додамо до 
нього друге та третє рівняння. Одержимо:

г  -1 (д$іь . dg/ь двіЛ
■ r " ' ft==ir  \ ї ї  +  7 ? - д ? І -

Таким чином, знаючи (git), однозначно відновимо Гц,к-. 
Згадаємо, що Гц, к =  П /g^  і що det { g j  ф  0. Отже, по Гц, » 
однозначно відновляється Г Справді, gksf и. k =  r\jg lkgks\ 
але glkgH =  65; отже, П , =  gksr {jt k.

Згадаємо формули Вейнгартена:

г а  =  г?/* +  М .



де г = г(и г, и2) — радіус-вектор поверхні в тривимірному 
евклідовому просторі; Г1=Г иі, Г2 — Гиг— векторні поля 
вздовж цієї поверхні. Подивимося на формули Вейнгартена 
з точки зору коваріантного диференціювання.

По Г\ та г2 можна відновити векторні поля в деякій 
області простору £ 3: потрібно розглянути поверхні з ра- 
діус-вектором R-=r(u\ и2) + \п ( и \  и2), що паралельні 
даній, та побудувати вздовж них векторні поля, дотичні 
до координатних ліній. Позначимо через V коваріантну 
похідну з метрикою в евклідовому просторі. В декарто- 
вих координатах коваріантна похідна векторного поля 
співпадає зі звичайною похідною, тому V,/,=/■<д

Розглянемо тепер перший доданок Г\ігк правої частини 
формули Вейнгартена гп  =  Ґ пгк-\-Ьпп : ҐпГ,, — Ґ ц г 1+ Г п г і . 
Покажемо, що Г игк співпадає з —-коваріантною похід­
ною векторного поля гх у зв’язності поверхні. В кожній 
точці поверхні пара векторів (rlt г2) задає базис дотичної 
площини. В цьому базисі г, — (1,-0). За визначенням кова­
ріантної похідної векторного поля Т — (Тк) маємо V,Tft — 

дТ1 ь=  —г +  r isTs. Компоненти векторного поля гх такі: Т 1 =  І; 
ди

Т 2 = 0. Отже, VXTX =  Гп; VtT 2 =  ГЇі і, таким чином, 
V /j =  Г{іЛ, +  Ґ и г 2.

У результаті першу формулу Вейнгартена можйа запи­
сати у вигляді

Vi/у =  у ,г ( + ьи п,

де \ ггх — коваріантна похідна векторного поля гх в охоп­
люючому евклідовому просторі; Vxr x — коваріантна похідна 
векторного поля гх вздовж поверхні в зв’язності поверхні. 
Зауважимо, що векторне поле у хгх не лежить у дотичних 
площинах до поверхні, a Wxrx — це проекція S7xrx на дотичну 
площину. Подібним чином можна записати формули Вейн­
гартена:

Vхг2 5=2 2 4“ ^12 *̂
^2^2 5=8 ^ 2̂ 2 “Ь 2̂2̂ °

Отже, одержано таку інтерпретацію формул Вейнгар­
тена. Зв’язність на поверхні породжується так: потрібно 
взяти коваріантну похідну в охоплюючому просторі век­
торного поля, дотичного до поверхні, і спроектувати її 
на дотичну площину до поверхні. 207



В и з н а ч е н н я .  Исхай в деякій області задані си­
метрична зв'язність та векторне поле Т(х).  Нехай 
5 = ( I і) — вектор у фіксованій точці області. Коваріант­
ною похідною векторного поля Т у напрямі £ нази­
вається

S7(Tk =  1%Т*.
Коваріантні похідна векторного поля вздовж вектора сама 

є векторним полем. Справді, (V/T*)— тензор типу (1,1), 
(50— тензор типу (1, 0 ), згортання (5^-7^) — тензор типу 
(1, 0), тобто векторне поле. Зауважимо, що S/{Tk =  (V{T)k — 
це fe-коордииата вектора V&7\

Для скалярів /  (тензорів нульового рангу) операція об­
числення коваріантної похідної вздовж вектора |  в даній
точні має вигляд тобто співпадає з похідною
функції / по напрямку 5 в даній точці.

Легко перевірити, ІДО

VnA +  p3V ,r .
V i ( m = ( ^ ) T + / V ^ ,

де plf (і 2 — скаляри; / — функція.
Ви з н а ч е н  н я. Нехай в деякій області з координатами 

(х1, . . .  , хп) задані симетрична зв'язність Гу векторне

S I дх*\2

і
5 =  (50 =  {— j — їх векторне поле, що дотичне до кривої.
Векторне поле Т називається паралельним вздовж кривої L, 
якщо його коваріантна похідна вздовж цієї кривої дорів­
нює нулю, тобто

V|T =  0. або V.T* =  ~ [ ^  +  Г и Т ° )  =  0.

Отже, коли векторне поле Т паралельне вздовж кривої 
і ,  то воно задовольняє системі диференціальних рівнянь

dTk
dt (3.8)

Із курса диференціальних рівнянь випливає, що си­
стема рівнянь (3.8) має єдиний розв’язок, який задо­
вольняє початковим умовам T(t0) = T0; тобто коли зада­
ні довільна регулярна крива L та вектор 70 в точці кри­
вої, що відповідають значенню параметра t  = to> то існує



V
{ притому єдине паралельне векторне поле вздовж цієї 
кривої» яке співпадає з вектором То при t = to.

Якщо задана пенульова зв’язність, то результат пара­
лельного переносу залежить від кривої.

В евклідовому просторі паралельне перенесення не 
залежить від кривої. Справді, в декартових координатах 
евклідового простору для зв’язності, узгодженої з метри*

• dirk
кою, всі Гкц - 0 і рівняння (3.8) набувають вигляду =  0,
тобто паралельні векторні поля — це поля, які мають в евкді­
дових координатах сталі компоненти.

Очевидно, що введене вище паралельне перенесення 
вектора є узагальненням перенесення в евклідовому про­
сторі.

ч (І ХкРозглянемо окремий випадок, коли Т/г =  і векторне 
поле Т = (Гк) є дотичним векторним полем кривої L. Під-

dxkставимо Тк = -jr  в рівняння (3.8), вони наберуть вигляду

(12х к . p k  d x l d x fїйт +1 if ж ж
В и з и а ч е н и я. Крива х{ =  х1 (t) називається геодезич­

ною лінією даної зв'язності Г, яки\о дотичне векторне 
(dx \̂поле Т  =  до цієї кривої паралельне вздовж неї, тобто 

S/tT  -  0.
Зараз доведено ще одну властивість геодезичних на 

поверхні: вектор, що дотичний до геодезичної в деякій 
точці, після паралельного перенесення вздовж неї пере­
ходить в дотичний до неї вектор.

Будемо в подальшому розглядати ріманову зв’яз­
ність, тобто симетричну зв’язність, що узгоджена з мет­
рикою.

Т в е р д ж е н н я .  Нехай в деякій області з координатами 
(а \ . . .  , ип) задані метрика g{f (и)% її рїманова зв’язність Г  ̂
регулярна крива L: а1 =  а1 (і) і два векторних поля X  =  
= (X і (І)) та К =  (£/1'(/)), що паралельні вздовж L. Тоді
вздовж L коваріантна похідна V^(X, Y) =  0, де £ =  ,
тобто кут між X  та Y  і їх довжини не змінюються при 
паралельному перенесенні вздовж кривої.

До в е д е н н я .  Оскільки (X,  Y) — gnxlyf\ то



Vs а .  У) =  ^ ! V» (* ,/* / )  =  %  (V,g,.) jcV +

+  (!„№ *') 9' +  ¥  «:;*' V,./'.
Але V'fg,-/ =  0 , оскільки зв’язність узгоджена з метрикою,

dy l{ d k
Я ~df ^ kx,i =  Of ~Ji Vk!/1 =  0, тому ідо векторні ПОЛЯ X, 7  
паралельні вздовж L. Отже, Vg(X, К) =  0.

3.4. Тензор кривини

Пехай в області евклідового простору з прямокутни­
ми декартовими координатами (х) задане векторне поле
Т  =  (Г(х)),  Тк(х) ( С2. Тоді V/Tfc =  — -, оскільки всі /  f/ =  0 і

л/ 1/* *

(V/Vf — V,V,)r*-=Of ,  (3.9)
через те що

d * T k  __ д * Т к 

d Xі сіх* д х ? д х 1 '

Нехай в цій області введені довільні криволінійні коор- 
динати (и). Тоді Ґ,- Ф  0; У;Г* =  —  +  Ґ\(ТК  Але (V/V/—.

<7И
— ViV/) 7^=0, оскільки (VуV/ — V iV j )  V і— тензор типу (1 ,2), 
а якщо тензор дорівнює нулю в деякій системі координат, 
то він буде дорівнювати нулю в будь-якій системі коор­
динат.

Отже, якщо взяти будь-яку криволінійну систему ко­
ординат в евклідовому просторі, коваріантні похідні 
комутують і (V/V/ — ViV/)T" =  0.

З'ясуємо, чи будуть виконуватися умови (3.9) в довіль­
ній області з метрикою (gij) і зв'язністю Г, що відповідає 
цій метриці. Коваріантні похідні векторного поля

V.T* =  ті =  ^  +  r*aTs] V/Tft =  т) =
д х

г тензори типу (1, 1). Знайдемо коваріантні похідні цих 
тензорів:

V; (V iTk) =  V/T( =  5  +  -  П ,ТІ;

V/ (V/T*) =  V,T* =  Ц і +  Ґ НТ ]  -  П /ГІ
І/ Лг



Складемо такі різниці:

дТі дТї 9 ІдТк r k TS\ д (дТк Гк Т Л
а*/ і ? “ а7Л 57  ! Ilsl + , i s l  і+  4 r )  =

дх‘ ) Ы я - я - ъ й

г),ті -  /1,7 ' =  Г)і ( |£  -I- r i. r 'j  -  7?, ( 0  +  7'/s7 s) .

Складемо останні дві формули і одержимо:
(V /V /-V .V /) =

is fs\  ,  і Г к р !  р к  р !  ч

7  г (' /і/ /з — / /в)
fdf*
dxf дх1

Г .

Введемо позначення:

Тоді
(VyV, — V,Vy) 7« =  7 І ,'Г .

. *ч

В и з н а ч е и н я. Тензор R%j називається тензором кри­
вини метрики g(p

Із останньої формули випливає таке твердження.
Т в е р д ж е н н я .  Необхідною і достатньою умовою 

того, щоб коваріантні похідні комутували, є рівність нулю 
тензора кривини.

Тензор Rk$ij =  gklR lSif називається тензором кривини.
Легко перевірити, що

—  К м / ]  R i f /и  «  — R f t k i i  R i j k i  —  — R t j i k \

R ijk i +  Ritjk +  Riki£ =  0 . (3.10)

Досить показати, що рівності правильні в системі коор­
динат, де =  8 if і всі Tq  =  0. Така система координат 
в рімановому просторі є повним аналогом півгеодезичної 
системи координат на поверхні. Оскільки Rijki — тензор, то 
із правильності різностей в спеціальній системі координат 
випливає правильність їх в будь-якій іншій системі коор­
динат.

Із системи рівностей (3.10) випливає, що в двовимірному 
випадку тільки одна компонента тензора кривини істотна,



а саме: # і2і2 ^ 0 - Всі 'НШІ* а^о одержуються із неї зміною 
знака, або дорівнюють нулю.

Довести самостійно, що в тривимірному просторі буде 
шість незалежних компонент тензора кривини: # 1212, # іаі3>
•^232Ь’ ^1828» ^ 2 Ш »  223*

Згадаємо, що гауссова кривина двовимірної поверхні
»» 1̂1̂ 22 — 1̂2 /\ ’ "■ ' 7Г~ •

— £12

Із формули Гаусса (2.14) випливає, що bn b22— bU =  /?Х212. 
Таким чином, гауссова кривина двовимірної поверхні

К = Р1212
&11&22 £ і 2

Із цієї формули випливає: 1) якщо /С = 0 , то коваріантні 
похідні комутують; 2 ) якщо в двовимірному просторі 
тензор (Rijkf) = 0 , то поверхня локально ізометрична пло­
щині.

Подібне твердження правильне і в багатовимірному 
випадку: якщо (Rijhi) =  0 , то метрика локально ізомет­
рична метриці евклідового простору.

Задача для самостійного розв'язання. Знайти Тензор 
кривини метрики

, 2 _  иіх'У + ісіхУ + Ш У  
аь ~~ (х*>*

3.5. Кривина ріманового простору 
в двовимірних напрямках

Вище визначено гауссову кривину двовимірної по­
верхні. Природно виникає запитання: як визначити кри­
вину багатовимірної поверхні? Виявляється, що в ріма- 
новому просторі є декілька кривин.

Ви з н а ч е н н я .  К Тензор RSj =  R&j називається men- 
зором Річні.

2 . Скалярною кривиною називається R  =  gsjR$j =  Я/♦D
Вправа. Довести, що в двовимірному просторі К  — -g- •
3. Кривиною Річні в напрямку вектора Т називається

К(Т)  =
я и т‘ті

«а гір  І *
4. Кососиметричний тензор другого рангу Т — (Т‘і), 

Т1‘ — —ТЧ називається бівектором. Бівектор називається



простим, якщо T li =? X lY i  — T O ', <9<? (Xf)  =  X , (У1) =
=  У — вектори.

Простий бівектор визначає двовимірну площину, що на­
тягнута на вектори X , Y .

5. /7росший бівектор Т ~  ( X ' Y i — У*Х0 дорівнює бі• 
вектори Т* =  (X' iY' i  — Y'tX' i),  якщо вектори X ' = (Хч), 
Y ' =  (У '1*) задають ту ж площину, ищі вектори X ==■ (Xі), 
У =  (У1), й площі паралелограмів, натягнутих на вектори 
X, У т а  X ', У \ співпадають.

Зауважимо, що прості бівектор и вже розглядалися 
в курсі аналітичної геометрії, коли вивчався векторний 
добуток.

6 . Кривиною ріманового простору по двовимірному 
напрямку (секційною кривиною), натягнутому на векто­
ри X, У, називається величина

К (X, У) = Bn»1*11*1
(в «в// -  * « « / * > ’

<?е Г"'-'1 =  ХяУт  — Г'Х"'.
Секційна кривима ріманового простору залежить від 

двовимірної площини, але не залежить від X, Y, які ви­
значають цю площину.

У двовимірному рімановому просторі секційна кри­
вина співпадає з гауссовою кривиною. Справді,

К (X, У) = R» » <Т»)»
< X , X ) { Y ,  Y ) - ( X ,  У)*'

За вектори X, У беремо відповідно (1,0) та (0, 1). Тоді

Т п  -  1 і К {X, У) -  — =  к ,
Si if* 22 S12

Існують простори, в яких кривина К (X, У) стала. 
Приклад. Якщо метрика

,<г _  4((rf*1)2 + (4 * 2)2 +  — +  (<**")*)
(1 +  (ж1)*4-------М *п)2)2

то секційна кривина К (X, У) =  1; якщо ds2 =  (dx1)2 +  
+  (dx2)2 +  • - • +  (dxn)2f то К (X, У) =  0; якщо

4 ((̂ дг1)2 +  (d* 2)2 +  . • - +  (d**)2) 
Ъ ~  (1 — (jr»>*— ------ (хп)2)* то /С(Х, У) =  — 1.

Ріманові простори знаходять широке застосування у 
фізиці. В останній час глибоко вивчена глобальна будова 
рімансвих просторів знакосталої кривини.



Глава 4
ЗАГАЛЬНА ТОПОЛОПЯ

Топологія— це наука про розташування (від греиьк. 
топос— місце, логос — вчення). Термін «топологія» ввів 
у 1847 р. німецький математик і фізик Лістінг. Але деякі 
топологічні результати з’явилися раніше. До Лістіига 
топологічні задачі розв'язували, наприклад, швейцар­
ський математик Ейлер, німецький математик Гаусс.

Які предмет та методи топології в ряду інших геомет­
ричних наук? Елементарна геометрія вивчає властивості 
фігур, які не змінюються при русі. Основний інваріант 
руху — відстань між двома точками. Аналітична геомет­
рія вивчає афінні та проективні перетворення. Афінна 
геометрія розглядає гі властивості фігур, які інваріантні 
відносно афінних перетворень. Основний інваріант афін­
них перетворень— просте відношення точок. Властиво­
сті фігур, що інваріантні відносно проективних перетво­
рень, вивчає проективна геометрія. Основний інваріант 
проективного перетворення — складне відношення чоти­
рьох точок.

Топологія вивчає властивості фігур, інваріантні від­
носно більш загальних перетворень. Наприклад, є галузь 
топології, яка вивчає властивості фігур, що інваріантні 
відносно неперервних, зокрема топологічних, перетворень, 
тобто гомеоморфізмів. Використовується метод введення 
інваріантів (чисельних або групових), які більш прості, 
ніж об'єкти, що розглядаються. Якщо фігури гомеоморф- 
ні, то відповідні інваріанти в них повинні бути однакови­
ми. Якщо інваріанти різні, то фігури не гомеоморфні. 
Якшо інваріанти однакові, то це, звичайно, не означає, 
що фігури обов’язково гомеоморфні.

Галузь топології, яка розглядає алгебраїчні інварі­
анти, називається алгебраїчною топологією. Теоретико- 
множинні інваріанти вивчає загальна топологія.



Питання, що мають топологічний характер, вивчав 
Гаусс. Йому належить постановка .такої задачі: є дві 
замкнені криві в просторі: як узнати, зачеплені вони чи ні?

Ріман ввів поняття зв’язності та роду поверхні.
У 1863 р. німецький математик Мебіус навів приклад 

поверхні, що не може бути орієнтованою Він відкрив 
односторонню поверхню, яку назвали листком Мебіуса 
Листок Мебіуса можна одержати 
із прямокутника, якщо склеїти 
його так, як показано на рис. 4.

Пізніше Клейн відкрив поверх­
ню, що була названа пляшкою 
Клейна. її можна одержати із 
прямокутника, якщо склеїти 
його так, як показано на рис. 4.1.

Зауважимо, що у тривимірно­
му просторі пляшки Клейма без самоперерізів не існує.

Основи алгебраїчної топології заклав Пуанкаре.
Кантор розробив основи теорії'множин, що дозволи­

ло почати створення загальної топології.
Поняття топологічного простору дав у 1914 р. Ха- 

усдорф.
У СРСР топологією почали займатися в 20-х роках. 

Перші радянські топологи — П С. Урисон, П. С. Алек­
сандров, А. М. Колмогоров Зараз топологія знаходить 
все більше застосування в теоретичній фізиці.

Топологія вивчає ідею неперервності в найбільш за­
гальній ситуації. Одна із задач топології — узагальнити 
ідею неперервності для більш складних об’єктів. Розгля­
немо, наприклад, деякі теореми аналізу.

Теорема. Якщо неперервна функція ty=f(x) визначе­
на на сегменті [а, Ь] і f(a) f ( b ) <  0 , то існує точка 
І <=е ( а ,  Ь), в якій f ( l )  = 0 .

Теорема. Неперервна функція, що задана на відріз­
ку, досягає своїх найменшого та найбільшого значень.

Природно виникає запитання: як узагальнити ці тео­
реми? Як сформулювати їх для функцій багатьох змін­
них? Відповідь на це запитання дає топологія.

Отже, потреба в топології виникає вже при намаганні 
узагальнити класичні теореми аналізу.

4.1. Топологічні простори

В и з н а ч е н н я .  Нехай X — множина і й — сукуп­
ність її підмножин, що задовольняють таким умовам:



1) 0 , X ^Q \  2 ) якщо Uu U2̂ Q y то 3) об'єд­
нання будь-якої сукупності множин із £2 належить £2.

Така сукупність £2 підмножин множини X називається 
топологією на X. Множина X разом з £2 називається то­
пологічним простором і позначається через (X, £2 ).

Множини U ^Q  називаються відкритими множинами 
топологічного простору (X, Q). Елементи множини X на­
зиваються точками простору (X, £2).

О колом точки в топологічному просторі називається 
будь-яка відкрита множина, що має в собі цю точку.

При клади. 1. Нехай X — довільна множина, £2 скла­
дається із усіх підмножин множини X. Така топологія 
називається дискретною.

2. Нехай X — довільна множина, £2 =  {0 , X}. Така 
топологія називається антидискретною, або тривіальною.

3. Нехай множина X  складається із двох точок: X — 
=  {я, ft), Тоді на X  можна задати чотири топології: 
а) £2 =  {0 , {я, b)} є антидискретна топологія; б) £2 =  {0 , 
{а, b), {я}, {Ь}} є дискретна топологія; в) £2 =  {0 , [а, ft}, (я)}; 
0  2 * 1 0 , {a, ft}, 1ft}}.

4. Нехай множина X  складається із трьох точок: X  =  
=  (я, ft, с). Розглянемо деякі топології на X: а) £2 =  І0 , 
{a, ft, с}} — антидискретна топологія; б) £2 =  ( 0 , {я}, {ft), {с}, 
{я, ft}, {ft, с}, {я, с}, (я, ft, с}} — дискретна топологія; в) £2 =  
= '{ 0 , {ft}» ft), {ft, с}, {я, ft, с}}.

Вправа L Записати всі можливі топології на множи­
ні Х = {а, ft, с, d}.

Вправа 2. З'ясувати, скільки різних топологій існує 
на множині Х = {а, ft, с, d, е}.

5. Розглянемо дійсну вісь R і введемо на ній різні 
топології.

Множина U на осі R є відкритою при виконанні такої 
умови: якщо точка то існує таке е > 0 , що інтервал
(х—е, х + г ) ^ і / .  Ця топологія називається природною.

Нижче опишемо всі відкриті множини на прямій в 
природній топології.

Можна задати топологію на дійсній прямій так:
£2 =  {0 ,

Вправа. Довести, що дійсна пряма з набором множин 
£2 =  {0 , /?, {(■— оо, х]\хір}} не є топологічним простором.

Зауваження. Вимога скінченності кількості відкритих 
множин в пункті 2 визначення топологічного простору 
істотна. Справді, сегмент [1, 1] дійсної прямої не є від­
критою множиною в природній топології, але його мож-



іга представити у вигляді перетину нескінченно? КІЛЬКОСТІ 
відкритих у цій топології множин:

6 . Нехай X —L\JM, де L — відкрита півплощина, М — 
пряма, яка обмежує її. Якщо точка Рє/И , то околом цієї 
точки є B\jP, де В — відкритий круг, що лежить в L і до* 
тикається до прямої М  в точці Р. Якщо точка P e L , то 
окіл точки — B(]L, де В — відкритий круг з центром 
у точці Р. Відкрита півплощина з такою топологією на­
зивається площиною Немицького.

Теорема 20. Будь-яка відкрита множина на дійсній 
прямій в природній топології є об'єднанням не більш ніж 
зліченної кількості відкритих інтервалів, що не перети­
наються.

Д о в е д е н  н я. Розглянемо відкриту множину V і 
точку х, що належить V . За визначенням існує інтервал 
1Ху який має в собі х і належить U. Доведемо, що об’єд­
н а н н я  всіх інтервалів, що мають в собі х  і належать U, 
є інтервалом (а, Ь), де а та Ь можуть дорівнювати ±оо.

Множини вигляду (— оо, оо), (х, оо) та ( — оо, *) вклю­
чаються в перелік інтервалів.

Справді, нехай {/а — (ах1 Ьх)} — сім’я всіх таких інтервалів. 
Введемо позначення: а ~ \ п [ а ХУ Ь =  щ>Ьх. Доведемо, що 
буль-яка точка із (а , Ь) належить (J К- Нехай у е  (а, Ь)9 але 
у $ U Іа (для визначеності будемо вважати, що я <  ;/< * ).

Щ Оскільки а =  inf аХУ то існує а0 < у таке, що інтервал (а0, &0) 
має в собі х, а тому у. Одержана суперечність доводить,

Розглянемо різні ТОЧКИ хи Х2^ и  І доведемо, ЩО U /оьІ ~  
8=5 (fli* Ьг) та U Iat =  (я2, Ь2) або співпадають, або не пере­
тинаються. Припустимо, що вони не співпадають і перети- 

і маються. Тоді xxe ( a lf b2) с: (/; це суперечить твердженню, 
що (аІУ Ьг) — максимальний інтервал, який має в собі хх. 
Отже, U є об’єднанням інтервалів, то  не перетинаються.

Доведемо, що їх кількість не більша, ніж зліченна. 
Поставимо у відповідність кожному інтервалу раціональ­
ну точку, що йому належить. Ця відповідність взаємно 
однозначна. Але множина раціональних чисел зліченна, 
І будь-яка підмножина її або зліченна, або скінченна.

Топології на одній'! тій же множині можна частково
рорядк увати .
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В и з н а ч е н н я .  Розглянемо топологічні простори 
( X, та ( X, Q2). Кажуть, що топологія £2 , сильніша
{або тонша) топології Й2* коли будь-яка відкрита мно­
жина в топології Й2 € відкритою множиною в топології 
Я\.У цьому випадку пишуть: Q2<Q\.

Приклади. 1. Найбільш сильна топологія — дискрет­
на, найбільш слабка — антиднскретна.

2. Природна топологія на прямій більш сильна, ніж 
топологія, що породжена системою підмножин.

4.1.1. Б а з а  т о п о л о г і ї

Важливою задачею є виділення мінімального числа 
відкритих множин, що породжують усі відкриті множини.

В и з н а ч е н н я .  Нехай е топологічний простір (X, Q). 
Система відкритих підмножин В сій  називається базою 
топології Q, коли будь-яку відкриту множину можна 
зобразити у вигляді об'єднання деякої сукупності множин 
в«єв ;  и =  1J в а.а

Вважається, що топологічний простір задовольняє 
другій аксіомі зліченності, коли можна вибрати базу, 
що складається із злічениої сукупності множин.

Приклади. 1. Інтервали з раціональними кінцями (г\9 
г2) складають базу природної топології прямої. Отже, 
пряма з природною топологією задовольняє другій аксіо­
мі зліченності.

2. Нехай /Y — плотина з природною топологією (від­
крита множина разом з кожною точкою має в собі де­
який круг скінченного радіуса із центром у цій точці). 
Для цієї топології можна вказати декілька різних баз: 
а) множину відкритих кругів раціональних радіусів з 
центрами в раціональних точках; б) множину відкритих 
квадратів з центрами в раціональних точках, сторони 
яких паралельні координатним осям і мають раціональ­
ні довжини; в) множину відкритих квадратів з центра­
ми в раціональних точках, сторони яких паралельні бі­
сектрисам координатних кутів і мають раціональні 
довжини.

Будь-яка база В в топологічному просторі (А", Й) має 
такі дві властивості.

1 Будь-яка точка х є Х  належить принаймні одному 
Ва <=В.

2. Якщо х лежить у перетині двох множин В1 та В2 
із В, то існує таке В ^ В ,  що x ^ B zc : B ^ B 2.
Л8



Справді, властивість 1 означає, що вся множина X. 
будучи відкритою, повинна бути об’єднанням якихось 
множин із В, а властивість 2 випливає з того, що множи­
на ВХ[\В2 відкрита і, таким чином, є об’єднанням деяких 
елементів бази.

Навпаки, нехай X довільна множина і б -— систе­
ма підмножин в Ху ідо має властивості 1 та 2. Тоді сукуп­
ність множин, що є об’єднанням множин із В, утворює 
в X топологію.

Справді, нехай Q (6 ) — сукупність усіх множин із Х у 
що можуть бути представлені як об’єднання множин із
б. Тоді 0  та X належать (1(B),  об’єднання будь-якого 
числа множин із (1(B) належить (1(B). Покажемо, що 
перетин двох множин А та С із Щ б) належить U (В) : А — 
«  U fia, С =  u 6 fi, / і п с =  и (биа б,]). Із властивості 2

а • a. М
випливає, що кожне б а П В\\ лежить в Q (б). Таким чипом, 
АПС&СІіВ) .

Приклад. Розглянемо па дійсній прямій R систему під- 
мможші В =  {[х, г)|*<г}. Легко бачити, що б має власти­
вості 1, 2 і тому задає деяку топологію на прямій. Пряма 
в такою топологією називається прямою Зоргенфрея. Ця топо­
логія сильніша природної топології на прямій. Справді, 
природна топологія породжується відкритими інтервалами, 
а інтервал (я, &)— Щя,,, &)» Де an~*a і ап >  а.

4.1.2. М е т р и ч н і п р о с т о р и

ж В и з н а ч е н н я .  Нехай X — деяка множина. Функ­
ція р; XXX-+R, Що задовольняє таким умовам: 
J) р(х, у)~-0 ю ді і тільки годі, коли х = у\ 2) р(х, у)-\-

' .+р(х, г ) ^ р  (у, г) для будь-яких х , у, г&Х,  називається 
метрикою на X. Множина X з визначеною на ній метри­
кою називається метричним простором і позначається 
через (X, р).

Друга властивість метрики відома як нерівність три­
кутника.

На одній і тій же множині X можна задати різні 
метрики.

Введемо на X — R !} п’ять метрик:
і /  *•

Ш а) Pi (х, у) =  /  Е  (Xі — У1Т> де X =  (х \ , хп); у ~
Ш с=і

і | 'f= (# \ • «. , така метрика називається евклідовою;
2Щ



б) р.г (х, у) = £  \х1 — у!\\
в) ps (X, г/) =  max | Xе — у11;
. , V /  1, ЯКЩО л: Ф у\

г> Р4 \х< У) о, якщо х =  у, така метрика називається
дискретною;

п
Д) Ps (х, у) — (S  І X і  — і /  \р ) р , р  »  1; така метрика на­

зивається метрикою Мінковського.
Зауваоїсення. Виконання нерівностей трикутника для 

метрик рі та рз випливає із нерівності Мінковського

де р »  1 [ 1 1, с. 621.
Розглянемо множину неперервних функцій на відріз 

ку [а, &]. Відстань

перетворює його в метричний простір.
Вправи. 1. Довести, що функція р(х, у) — (х—у)2 не 

визначає на прямій метричний простір.
2. Довести, що функція <>(х, у) — min І X і — у '  І не задає

метрику на Рп.
Розглянемо замкнену опуклу поверхню в тривимір­

ному просторі і дві точки Р  та Q  на ній. Відстань між 
цими точками р, (Р, Q) =  inf Ly (Р, Q), де L, (Р, Q) — до»-

V
жина кривої V) то  з’єднує точки Р, Q та лежить на. по­
верхні. Покажемо, що для будь-яких точок Р та Q відстань 
р(Р , Q) скінченна. Справді, проведемо довільну площину 
через Р та 0. Вона переріже поверхню по опуклій кривій. 
Оскільки опукла крива спрямлювана, р(Р, Q)<.°°.

Вправа. Довести, що відстань с,7(Р, Q) — inf L., (Р, Q)
перетворює опуклу поверхню в метричний простір.

В и з н а ч е н н я .  Нехай (х, р) —- метричний простір. 
Множина точок метричного простору називається: а) від­
критою кулею з центром в точці Хо і радіусом є, якщо 
В (х0, р. )  ={.ї є Х : р(х0> х)< е}\ б) замкненою кулею, якщо 
D(Хо, г) = {х<=Х : p(x0, дг)<е}; в) сферою, якщо S(x0, є) — 
=  {х<=А': р(х0, х) — є}.

( V  |п‘ +  6‘ |р) р < { S [ a T ) ' " )  +  ( £ l  Ь‘ Г )> \

РсМ, S') =  max \f(x) — g(x) іЬ)

V



Приклади. І. Розгляне­
мо простір R2 і з’ясуємо, 
що є відкритою кулею з 
центром у ТОЧЦІ *о(0,0) 
і радіусом в5=31 при різних 
способах задания метрик 
в R2.

Нехай р —р|. Тоді від­
крита куля може бути за­
дана нерівністю (х1)2+
+  (*2)2<1. Вона зобра­
жена на рис. 4.2.

Нехай р — р2. Тоді ко­
ординати точок кулі задо­
вольняють нерівності І*11 +  Ілг>:j <  1 (рис. 4.3).

Нехай р=рз- Тоді кулю задаємо нерівністю m axdjt1!, 
Іх2 1) <  1 (рис. 4.4).

Задача. Який вигляд буде мати відкрита куля в: 
a) (R2, р5) ; б) (R'\ р2) ; в)  (R>\ р2) ; г)  (Я3, рз)?

2. Розглянемо прямий круговий конус с метрикою р7 
і знайдемо кулю деякого радіуса з центром в точці О, 
що не співпадає з вершиною конуса. Розріжемо конус 
по твірній, що протилежна тій, на якій лежить точка О. 
Куля є: круг з центром в точці О, коли радіус кулі такий, 
що коло лежить всередині розгортки конуса; круг, в яко­
го ототожнені точки А та В, коли коло дотикається межі 
розгортки в цих точках; смуга (відрізки СЕ та DF ото­
тожнені), якщо коло перетинає межу розгортки конуса 
(рис. 4.5). Зауважимо, що коло (межа кулі) в остан­
ньому розпадається на дві компоненти.
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3. Розглянемо множину неперервних функцій y —f(x),  
тцо задані на відрізку [а, Ь] з метрикою р6. Відкрита 
куля з центром в точці у — с = const і радіусом 8 — є мно­
жина всіх неперервних функцій, графіки яких попадають 
у прямокутник а ^ .х ^ Ь ;  с - г < у < с - f-e.

За допомогою метрики можна ввести топологію на 
метричному просторі. А саме, множина І І Ф 0  метрич­
ного простору (х, р) називається відкритою, коли для 
будь-якої точки а існує таке е, що відкрита куля 
В(х, е )сzU. Іншими словами, відкриті кулі утворюють 
базу топології. Кажуть, що ця топологія індукована мет­
рикою.

Приклади. 1. Природна топологія на прямій індуко- 
вавна метрикою

Р(*> У)=*\х — У|.
2 . Дискретна метрика індукує дискретну топологію.
3. Метрики рі, р2, рз породжують одну і ту ж топо­

логію на Rn. Справді,
max І X і — yi \ < p 1< V n  шах | х1 — у11,

тобто Рз <  р2 <  V пр8. Отже, якщо множині належить куля 
з метрикою рх, то їй буде належати і куля в метриці р3, 
і навпаки, якщо точка внутрішня з точки -зору метрики р5, 
то вона внутрішня і з точки зору метрики pj. Аналогічно 
можна порівняти рг і р9.

В и з н а ч е н н я .  Топологічний простір (X, Q) низи- 
ваеться метризовним, якщо його топологію Q можна 
задати з допомогою якої-небудь метрики, тобто існує 
метрика р на X, яка індукує топологію Q.

Клас топологічних просторів більш широкий, ніж 
клас метричних просторів; будь-який метричний простір 
є топологічним, але не всякий топологічний простір можна 
метризувати.
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Приклади. 1. Топологічний простір Х ~ { а ,  b}, Q = 
=  {0 ,{а, b}t {a}}; (X , Q) метризувати неможливо.

2. Топологічний простір X =  Ry Q =  {0 , /?, {.(—oo, X) 
X (/?)}, (X, Q) метризувати неможливо.

Неможливість метризадії цих просторів випливає з то­
го, що в метричному просторі дві точки, які не співпа­
дають, мають околи*, що не перетинаються.

В и з н а ч е н н я .  Послідовність точок {*,} у метрич­
ному просторі (х, р) збігається до точки х, якщо

limp (я,., х) =  0 .
/•*00

Послідовність точок {*і} називається фундаменталь­
ною, якщо

Ve >  6 , Ш : У п ,  p{xnf хт)< е .
Метричний простір називається повним, якщо будь- 

яка фундаментальна послідовність має границю, яка на­
лежить цьому метричному простору.

Приклади. 1. Пряма зі стандартною метрикою 
р(х, у) \ х—у\ є повним метричним простором.

2. Множина раціональних чисел з тією ж метрикою 
не утворює повного простору, оскільки

3. Внутрішність круга на площині з природною то­
пологією не є повним простором. Замкнений круг є пов­
ний простір.

Будь-який метричний простір можна розширити до 
повного [11, с. 83].

4.1.3. З а м к н е н і  м н о ж и н и  т о п о л о г і ч н о г о
п р о с т о р у

В и з н а ч е н н я .  Множина V в топологічному про­
сторі (X, Q) називається замкненою, коли його доповнен­
ня X \ V  є відкритим.

Приклади. 1. Відрізок [а, Ь] є замкненою множиною 
на прямій з природною топологією.

2. Множина натуральних чисел N — це замкнена мно­
жина на прямій R з природною топологією, оскільки

оо
# \1V  — U (и, п -)- 1) U (— Г) — відкрита множина.П—1



3. Па дійсній прямій R а природною топологією по­
будуємо так «мину кніїторову множину: на першому кроці 
замкнений підрізок |0 ; І| розділимо на три частини і
виключимо середній Іптсрішл (,■ ; J ; на другому кроці кож­

ний 11 решти иідрізкір
0

« і  і » • ]3  1 J розділимо па три час­

тини І виключимо середні Інтервали Ц  ; - | ) , : у ) і т. ін.
Гонки, що лііііііідііен на відрізку, утворюють канторову 
множину.

Легко побачити, то  каиторова множина замкнена.
Вінце було ііокп.іііно (теорема 2 0 ), що будь-яка від­

кріпи множина на прямій — це об'єднання не більш ніж 
зліченної сукупності відкритих інтервалів. Приклад З 
показує, що на прямій R з природною топологією замкне­
ні множний значно складніші, ніж відкриті.

Властивості замкнених множин топологічного просто-

К (А, ії): 1) множини 0 ,  X — замкнені; 2 ) якщо Vu 
— замкнені множини, то множина ІЛ І)^ замкнена; 

З) нкщо |ИМ) — сукупність замкнених множин, то множи­
ни замкнена.

Д «ІІвдеіІIIа  в л а с т и в о с т і  2. Оскільки П1( Н2 — 
ілімкнені множини, то за визначенням V1 =  X \ U 1; V9 =  
—- V \П „ , де Uu  (У, — відкриті множини. Множина П, ПП2 
НІПмриіа, ГОМ) множина є, U == ( ^ \ ^ і )  U ( ^ \ ^ 2) =  
«*» л \(П , П U t ) -ммкнеил.

/І  о не де Н її її ВЛВСТН пост  і 3. Воно аналогічне дове- 
деніііо нлш тнвечі % Отже, маємо:

I I V* П * | ^ \ U ^ «  — замкнена множина.
Н и  а

Зауваження. Топологію можна задавати, замінивши 
набір відкритих множин й  набором замкнених множин 
Q, що задовольняють умовам 1—3.

4.2. Внутрішні, граничні і межові точки 
підмножини топологічного простору

Нехай (X, Q) — топологічний простір, Л — його під- 
множииа.

В и з н а ч е н н я .  Околом точки х<в(Х, Q) називає­
ться будь-яка відкрита множина U&.U, що має а собі 
точку х.



Точка х  називається внутрішньою точкою множини А, 
якщо існує о кіл точки х , який лежить у множині А.

Приклади. 1. Нехай на площині з природною тополо­
гією, ідо породжена метрикою р, задані відкрита куля 
B(Q, 1) одиничного радіуса з центром в точці Q і точка 
О поза кулею (рис. 4.6); Розглянемо множину А =  {В (Q, 
l)\Q )(JO . Внутрішніми точками множини А будуть усі точки 
кулі В (Q, 1), окрім точки Q.

2. Підмхюжнии Z, Q, R \ Q  прямої R з природною топо­
логією не мають внутрішніх точок; внутрішніми точками 
сегмента [а% Ь\ є точки інтервалу (а, Ь).

3. На прямій R  з топологією Q =  { 0 ,  R , {(—оо. 
внутрішніми точками (—сю, х] € точки множини (—оо, х).

В и з н а ч е н  н я. Множина, що складається з внут­
рішніх точок А, називається внутрішністю А і позначає­
ться через int А.

За визначенням int А е відкритою множиною в зада­
ній топології.

Очевидно, що int А — найбільша відкрита множина, 
яка лежить в Л, тобто l/crin t А для будь-якої відкритої 
множини І Іа А .

В и з н а ч е н н я. Точка х& Х називається граничною 
точкою множини А, коли в будь-якому околі точки х 
існують точки множини А, що відрізняються від х.

Множина граничних точок А позначається через А ',
Приклади. 1 . Розглянемо множину А =  (В (Q, 1)\ Q) U О 

(див. рис. 4.6). Граничними точками цієї множини є точки
m  о. -

2. Розглянемо підмножини дійсної прямої з природ­
ною топологією. У множини Z граничних точок немає. 
Граничними точками множини Q є всі точки прямої. 
Граничними точками множини R \ Q  також є точки із R . 
Граничні точки [а, Ь] і (а, Ь) — це [а , 6 ].

Послідовність точок хп топологічного просторч і 
збігається! ДО ТОЧКИ Л'о, коли для будь-якого околу 
U zixо існує номер N  такий, що xnczU  для будь-якого 
n ^ N .

В и з н а ч е н н я .  Точка х& Х  називається межовою 
точкою множини AczX, коли в кожному околі точки X 
е як точки, що належать множині А, так і точки, що мно­
жині А не належать.

Межові точки розпадаються на два класи: граничні 
точки та ізольовані точки. Множина межових точок А 
позначається через dA .



В и з н а ч е н н я .  Точка х^ А  називається ізольова­
ною, коли Існує окіл точки х, в якому немає точок мно­
жини А, окрім самої точки х.

Приклади. І. І Іехай А =  (В (Q, 1) \Q )  [} О (див. рис. 4.6). 
Межові точки Л — це точки одиничного кола, точка Q (гра­
ничні точки) і точка 0  (ізольована точка).

2. Знайдемо ме>кх)ВІ точки підмножини прямої: 0Z =  Z 
( ivi межові точки ізольовані); дQ — R (всі межові точки 
і ржінчиі); <) (R JJ) R\ дR є» 0 ; д\а, Ь] == {а , Ь}\ д(а, Ь) =
— І о, /і).

і І І І Прямій Ік І ТОПОЛОГІЄЮ =  { 0 , /?, {(—ОО, a:)!jc(^}) 
межи ІІ( ОС), д | ^  (х , о>),

Пп/кпіп Л -  |и, />, г|; U -* |0 , |а), (6 ), {а, й}; {a, S}; 
(о, /», г)| Іімйін: и) мсі іамкііініі множини в ( X ,  Q); б) д { а }.

ІІ н і н t\ ч е и и я вимиканням множини А (означає- 
*?т>н «щ/члч е | Л)  юпологічного простору X називає* 

thCH перегин усік замкнених підмножин, що мають у
собі А>

Множним І'І А завжди замкнена як перетин замкне­
них множим.

Очевидно, що d  А  лежить у кожній замкненій множи­
ні, що мне іі собі А. Отже, сІЛ — найменша замкнена 
множина, що має в собі А. Значить, А замкнена в тім 
і тільки тім випадку, коли сі А =  Л.

Приклади. 1. Розглянемо топологічний простір із ди­
скретною топологією. Будь-яка підмножина його від­
крита і замкнена одночасно.
_ 2. Знайдемо замикання підмножин прямої R з природною
топологією: cl Z — Z; cl Q =* R\ cl / J \Q  =  R ; cl R =  R; 
cl (a,  b) *» fa, 6].

3. Пехай Л (В (Q, 1)\Q ) U 0 (див. рис. 4.6). Тоді cl A =
-  В (Q, l) UO.

Отже, З КОЖНОЮ ІІІДМНОЖИІІОЮ топологічного простору 
«в’язані: внутрішність Л (int Л), межа Л (дА), замикання 
Л (сі Л).

Т в е р д ж е н н я :  1. Замикання сі Л — int Л UдА.
2. Множина А відкрита ++А С\дА =  0 .
3. Множина Л замкнена «-* Л з  д А .
Д о в е д е н н я  т в е р д ж е  її'н я 1. Доведемо, що cl A ZD 

z d  i n t  А [ } д А .  Оскільки сі Л замкнена, X \ c l  А —  відкрита. 
Якщо точка х єд Х \с І  Л, то існує окіл U точки х такий, що 
U cz Х \ с \  Л, тобто U f) Л «= 0 . Отже, х gf int Л і х g; <ЭЛ. 
Звідси випливає, що int А а с \  А і дА cz cl Л; це і потрібно 
довести.

Доведемо обернене включення int А [}дЛ ZD сі Л.
До}



Розглянемо X \( in t  A U д А ) .  Це відкрита множима; отже, 
т \А []д А — замкнена множина, звідси безпосередньо ви- 
плнвае, що cl А с= int A U дА, і твердження І повністю 
доведене.

Д о в е д е н н я  т в е р д ж е н н я  2. Нехай А — відкри­
та множина. Тоді А є околом будь-якої своєї точки, тобто 
жодна точка множини А не є межовою, звідси Af]dA — 0 .

Нехай А[)дА =*0. Тоді для будь-якої точки х ^ А  
існує такий окіл 0, що UczA\ звідси випливає, що А — 
відкрита множина.

Твердження 3 доводиться подібним чином.
Приклад. Розглянемо пряму Зоргенфрея (відкриті мно­

жини породжені підінтервалами [я, ft), а < Ь ). Покажемо, що 
в цій топології сі [я, ft) =  [я, ft). Справді, розглянемо дні 
відкриті множини [с, а) і |ft, сі) та їх доповнення (—oo,c)(J 
(J [я, оо) і (—оо, ft) U |d, + °° )  відповідно, зображені па 
рис. 4.7 штриховкою. Ці доповнення замкнені, тому замкне­
ний і їх перетин (—оо, c)|j[tf, ft) (J [d, -foo). Але сі [я, ft) 
є перетин усіх замкнених множин, що мають в собі [я, ft). 
Тому сі [я, ft) =  |я, ft). Отже, д [я, ft) ~  0  на прямій Зор­
генфрея.

Па прямій Зоргенфрея півіитервал [я, ft) є одночасно 
відкритою і замкненою множимою. Для порівняння на­
гадаємо, що в природній топології

сі [а, Ь) =  (а, Ь], д 1а, Ь) — {а, Ь}.
Задачі. 1. Розглянемо пряму, в якої відкритими е по­

рожня множина та доповнення всіляких скінченних мно­
жин. Знайти clN, int (0,1), д [0,1) в дій топології.

2. Нехай А, В — підмножини топологічного простору. 
Знайти зв’язок між:

a) int(/4f)fi) та int A flint В, 
int (Ли В) та int A [J int В\



6) cl (Л П В) та сі А П сШ, 
сі (Л U Д) та cl Л U с1В;

п) д (А ^В )  та дА Л дВ,
<)(A [J В) та дА U дБ.

4.3. Способи задания топології.
Індукована топологія

И и і и а «і г и и и. Исхай (X, Q) — топологічний про- 
< tin, S підмнижина X. Вважається, що на S задана 
Іницкопини юполоНн, якщо відкритими множинами в S 
обрані множина вигляді/ S(]U, де U — відкрита множина 
а топології X .

Доведемо, що система відкритих множин {S[)U, UczQ} 
справді задає топологію на S, тобто перевіримо виконан­
ня аксіом 1—3, що входять у визначення топологічного 
простору. Очевидно, що умова 1 виконується, 0  та S є 
відкритими. Виконання умови 2 безпосередньо випливає 
із рівності {S{]Ul)[\(SC\U2 =SC\(Ux(]U2), а умова 3 — із 
рівності U (S П и „) =  S П ( 1) Uа).

Приклади. 1. Нехай R — дійсна пряма з природною 
топологією, 5 =  [а, Ь). Інтервал (cf сі) належить індуко­
ваній топології на S, коли а^.с і а^.Ь. Якщо с < а , 
a < d ^ b ,  то [a, d) — відкрита множина в 5. Зауважимо, 
що [а, d) не є відкритою в R.

2. Якщо на площині введена природна топологія, то 
відкриті дуги кола породжують відкриту топологію на 
КОЛІ.

3. Розглянемо сферу S3 в £ 3. Сфера стане топологіч­
ним простором, якщо за околи точки P e S 2 буде обрана 
множима В (Р, е)П52, де В(Р , є) — відкрита куля в £ 3 з 
природною топологією.

4.3.1. Ф а к т о р - т о п о л о г і я

В и з н а ч е н н я .  Нехай X  — топологічний п р о с т і р ,  
у —. деяка множина, f : — відображення «на». Мно­
жину V в Y назвемо відкритою, якщо відкритим є її про­
образ (U) в X.

Введена таким чином на У топологія називається фак­
тор-топологією.

Покажемо, що множини, які названі нами відкритими, 
справді задають топологію на У, тобто перевіримо вико­
т і пня трьох аксіом топологічного простору.
SN -V



1. Множини 0 ,  У є відкритими, оскільки

/“4 0 )  =  0 ,  Г (У )  = Х.

2. Якщо (У|, U <2 — відкриті В У МНОЖИНИ, ТО і / 1П^2 —Г 
також відкрита множина, оскільки / -1 (^ЛП^г) —f~!ггч )̂.

3. Множина (JfA- відкрита, якщо відкриті всі Ui в Y, 
тому що Г 1 ( U Uі) =  U ( f 1 (t//)).

і і

Зауваження. Назва «фактор-топологія» не випадкова. 
Нехай -X — топологічний простір, на якому введене від­
ношення еквівалентності Тоді X розбивається на мно­
жину класів еквівалентних множин, що не перетинаються. 
Множину цих класів позначимо через У. Є природне ві­
дображення / : X-*Yy яке ставить у відповідність елементу 
х ^ Х  його клас еквівалентності {x}^Y. Топологія в У 
вводиться так, як описано вище.
Приклади. 1 . Розглянемо сферу S 2 та проективний простір 
R P \  який визначається таким чином. У лінійному просторі 
/?3\ ( 0 , 0 , 0 ) введемо відношення еквівалентності: дві точки 
.v та х' еквівалентні, якщо існує Х= £ 0  таке, що х «= Кх. 
Класом еквівалентності є пряма, з якої виключена точка 
(0 , 0, 0 ). Множина класів еквівалентності є двовимірний про­
ективний простір RP2. Оскільки будь-яка пряма, що про­
ходить через початок координат, перетинає сферу (лл )2 +  
+  (л:2)2 +  (я3)2 =  1 в двох діаметрально протилежних точках, 
то RP2 можна визначити як сферу S2 з ототожненими про­
тилежними точками.

Відображення f : S 2 -+RP2 вадамо таким чином: точці х 
сфери ставимо у відповідність точку {х, —х} проективного 
простору. Відображення / задає фактор-топологію на RP2. 
Прообраз відкритої множини в RP2 складається із двох діа­
метрально протилежних відкритих підмножин сфери.

2. Розглянемо на площині ху одиничний квадрат 
(рис. 4.8). Введемо на квадраті відно­

шення еквівалентності: дві точки* (х, у) та (Х\9 у{)у що 
розташовані всередині квадрата або на прямих 0 , 
у — І, еквівалентні, якщо x = x ]t у = у t; якщо 
то точки (х, у) і (х[у у {) еквівалентні за умови у { =  1 - у .  
Нехай на площині введена природна топологія. Розгляну­
тий квадрат — топологічний простір з індукованою топо­
логією. Введене відношення еквівалентності перетворює 
квадрат в новий топологічний простір— листок Мебіуса. 
При цьому околи внутрішніх точок квадрата та точок



Прямих у — 0, у — І лишаються незмінними; окіл точки Р 
прямої х  = 0 (х =  1) одержується об’єднанням двох півкіл 
(див. рис. 4.8).

Задача. Описати відношення еквівалентності, з допо­
могою якого із квадрата можна одержати: 1) циліндр, 
2) пляшку Клейна, 3) тор.

4.3.2. Д о б у т о к  т о п о л о г і ч н и х  п р о с т о р і в

Нехай X, У — топологічні простори. Введемо тополо­
гію на дскартовому добутку XXY,  тобто на множині впо­
рядкованих пар (х, у), де х ^ Х ,  y ^ Y .

Нехай {Uа} — база топологічного простору X,  {УД — 
база топологічного простору Y. Тоді [11а х  Ур} задовольняє 
двом властивостям бази і, отже, породжує топологію на 
X  X Y, яка називається топологією добутку.

Т в е р д ж е н н я .  Множина ІУ сХ хУ  буде відкри­
тою тоді і тільки тоді, коли для будь-якої точки w ^ W ,  

v ) знайдуться множини UŴ X  і VŴ Y  такі, що 
u ^ U w, о є 1̂ ю і w ^ U wXVw<=W,

Д о в е д е н н я .  Нехай W — відкрита множина. Тоді
W -  U Ut X V,.

*7 V

Тому будь-яка точка w a W  належить шуканій множині 
U iX V) і для доведення твердження потрібно взяти за 
Uі множину Uw і за Vj множину Vw.

Нехай для кожної точки W існують множини £/«,, 
Vw. Тоді

W =  (] UwY-Vw

Приклади. 1. Розглянемо пряму R 1 з природною топо­
логією та площину R2 також з природною топологією. 
База топології R2 складається із внутрішностей кругів. 
З іншого боку, R2=R'XR'  і на ній можна ввести топо­
логію добутку. База топології R2 як топології добутку 
буде складатися із множин U a X Ур, де Ua% Ур— інтервали 
в R1, тобто Uа X Ур — внутрішність прямокутника.

Дві топології R 2 (природна і топологія добутку) спів­
падають, оскільки всередині будь-якого квадрата є де­
який круг, і навпаки.

2. Нехай S 1 — коло з індукованою топологією (на 
площині — природна топологія). Розглянемо тор Т2=



іc= S^XS\ У чотиривимірному просторі 
тора записується так:

Xі =  cos и1\ 
х2 =  sin их\ 
xz =  cos w2;
х4 =  sin п2, и1, и2 е  Я.

рівняння цього

На T2 =  S 1X S 1 вводиться топологія добутку.
З іншого боку, в тривимірному просторі тор Т2 можна 

одержати, обертаючи коло, що лежить в площині х 1х3 
з центром на осі Ох1 і не 
перетинає вісь Ох* навколо 
осі Ох3 (рис. 4.9). На цій 
поверхні є топологія, що ін­
дукована природною тополо­
гією тривимірного простору.

Ці дві топології співпа­
дають.

3. Розглянемо в тривимір­
ному просторі R3 кулю з ви­
колотою точкою D8\  0, де 0 — центр кулі. На D3\ 0 є інду­
кована топологія (топологія на R 3 природна). Але D8\ 0  =* 
=  S2 х  Л де / — інтервал; а тому на D3 \ 0  можна ввести 
топологію добутку.

Ці дві топології співпадають.
Задача, Яка топологія буде на R{ х Rl, якщо # ї ~  

пряма з' природною топологією, a R\ — пряма з топологією

Q = 10, Rly К— °о,

4.4. Неперервні відображення

Нехай X, У — два топологічні простори.
В и з н а ч е н н я .  Відображення f : X-^Y називається 

неперервним, якщо прообраз будь-якої відкритої множи­
ни із Y б відкритою множиною в X.

Якщо простір У — пряма з природною топологією, то 
одержимо визначення неперервної функції

Приклади. 1. Якщо простір X наділений дискретною 
топологією або У — аитидискретною топологією, то будь- 
яке відображення f : Х->У неперервне.

2. Нехай X = R ] та У=/?1, де R { — дійсна пряма. Роз­
глянемо відображення f : R l->Rl, яке задане формулою 
у = х 2 при різних заданиях топології на дійсній прямій.



Нехай на X та У задана природна топологія Тоді 
у = х 2 — неперервна функція.

Нехай X — пряма з топологією

a У — пряма з природною топологією. Тоді відображен­
ня у ~ х 2 не буде неперервним, оскільки /~1 ( ( —1, х2) )  =» 
=  ( — х, х) не е відкритою множиною в X .

3. Розглянемо відображення f : T - + S x, де Г — підінтер-
вал [0 , 1), S 1 — коло радіуса ^  з топологією, ідо індукована
природною топологією R2. Відображення /  запишемо у ви­
гляді

І
х =  ^  c°s 2л/; 
у =  sin 2л/.

Це неперервне відображення. Зауважимо, що при 
цьому відображенні образ не кожної відкритої в Т мно­
жини буде відкритою множиною на колі.

Справді, образ множини не є відкритою множиною
кола.

4. Розглянемо відображення f : Х->У, де X — пряма 
Зоргенфрея, У — пряма з природною топологією, яке за­
дане таким чином:

/(*) =
де а, b — фіксовані числа. Доведемо, що це неперервне 
відображення. Раніше доведено, що на прямій Зорген­
фрея множина [а, b) одночасно відкрита і замкнена, то­
му доповнення [а, Ь) — відкрита множина. Нехай 

(J&X; У єУ ; V — відкрита множина. Можуть 
бути чотири випадки: а) V має в собі точку 0 і не має 
точки 1, тоді U=  [а, Ь) — відкрита множима; б) V має в 
собі І, але не має 0. Тоді U — відкрита множина, як до­
повнення до [а, Ь) \ в) V не має в собі ні 0, ні 1. Тоді 
U— 0  — відкрита множина; г) V має в собі і 0, і 1. Тоді 
U —X — відкрита множина.

Задачі. 1 . Нехай R+ =  (0, +  оо), топологія Й =  { 0 ,
{(х, +  оо) R  — пряма з природною топологією. Чи буде
неперервна функція /: V  о  R + -> R,  що задана формулою

0 , а <  х <
1, х$ [а , Ь)

f  м = {
х, х е  (0 , 1); 
х +  1 , ХЄ={\, 2 ]

(топологія на U індукована топологією £2)?



2. Довести, що композиція неперервних відображень 
€ неперервним відображенням.

В и з н а ч е н н я .  Відображення f : X-*-Y (X, Y — то­
пологічні простори) називається неперервним в точці х0, 
якщо для будь-якого околу V точки У о — } ( х 0 )  існує окіл 
U точки Хо такий, що f(U)czV.

Т в е р д ж е н н я .  Відображення ) : X-+Y неперервне 
тоді і тільки тоді, коли воно неперервне в будь-якій точці 
простору X.

Д о в е д е н н я .  Нехай f — неперервне відображення, 
yo=f(xo) і V — деякий окіл точки уо. Тоді за окіл U точки 
х0 візьмемо f~l (U). Навпаки, нехай f — неперервне в кож­
ній точці простору X і А — відкрита множина в У. Дове­
демо, що f~l (Л) — відкрита множина. Нехай у — довільна 
точка множини A, Va — довільний окіл точки у. Тоді A f]Va — 
відкрита множина, отже, існує окіл Ua точки х  {у ~  / (х)) 
такий, що /  (Ua) cz A [)Va. Звідси Г 1 (A) — \]Ua і тому

а
f " 1 (Л) — відкрита множина.

Зауваження. 1. Фактор-топологія — це найбільш слаб­
ка топологія на У, яка перетворює відображення f : X-+Y 
в неперервне.

2. Відображення f : XXY-+X  та g : ХУУ-^Y  є непе­
рервними (пе.рше називається проекцією Х у У  на X, дру­
г е — проекцією X y Y  на У).

Розглянемо окремий випадок неперервного відобра­
ження топологічного простору X в топологічний про­
стір У.

В и з н а ч е н н я .  Відображення f топологічного про­
стору X на топологічний простір У називається гомеомор­
фізмом, або топологічним відображенням, якщо; 1 ) f не­
перервне, 2 ) f взаємно однозначне, 3) обернене відобра­
ження неперервне, При цьому X, У називаються гомео-
морфними (або топологічно еквівалентними) просторами,

Приклади. 1. Пряма з природною топологією гомео- 
морфна відкритому інтервалу з індукованою топологією. 
Гомеоморфізм можна встановити, наприклад, так: пока­
зати спочатку, що відкритий інтервал гомеоМорфний від­
критому півколу, розглянувши ортогональне проектуван­
ня півкола на пряму (рис. 4.10), а потім так, як пока­
зано на рис. 4.11, встановити гомеоморфізм відкритого 
півкола та прямої.

Задача. Записати аналітично вказане відображення 
интервала на пряму і довести, що воно топологічне.

2. Двовимірна сфера з виколотою точкою, топологія
\



яко? Індукована природною топологією евклідопого про­
стору, гомеоморфна площині з природною топологією. 
Гомеоморфізм можна задати стереографічною проекцією 
(див. рис. 2.15). .

Задачі: а) записати це відображення аналітично і по­
казати, що воно топологічне: б) відповісти, чому гомео­
морфна сфера 5 2 з двома виколотими точками.

3. Сфера та поверхня куба з індукованою із евклі- 
дового простору топологією гомеоморфні між собою. Го­
меоморфізм встановлюється так: розташуємо центри ку­
ба та сфери в точці О, із точки О проведемо промінь, він 
перетне куб в ТОЧЦІ Р 1, сферу — в точці Р2, ТОЧКИ Р\, Р2 
поставимо у відповідність одна одній.

Задача. Записати це відображення аналітично і до­
вести, що воно топологічне.

4. Розглянемо множину прямих на площині. Рівнян­
ня будь-якої прямої можна записати у вигляді xcosqp- '̂ 
?f*/sinq) =  /i, де 0 < ф ^ л ,  — о о < А <  +  оо. Отже, будь-якій 
точці смуги О ^ с р ^ п ,  — o o < f t < - f - o o  відповідає пряма 
на площині, причому точкам (я, h) та (0 , —/і) відпові­
дає одна і та ж пряма, а всім іншим парам точок— різ­
ні. Якщо ототожнити точки (0, h) та (тс, —А) смуги 
О ^ ф ^ я , — о о < / і<  +  ор, то одержимо нескінченний ли­
сток Мебіуса.

Задачі. Ввести топологію на множині прямих пло­
щин таку, щоб топологічний простір був гомеоморфний 
нескінченному листку А^ебіуса.

Ввести топологію на множині ортогональних перетво­
рень у = Ах, А ТА ^ Е  тривимірного евклідового простору. 
З ’ясувати, якому топологічному просторові воно буде го- 
меоморфним.

Показати, що відкрита півплощина у > 0  та внутріш­
ність круга х2+ у 2<  1 гомеоморфні.

Показати, що кільце а < х 2+У2< Ь  та площина без 
круга х2+У2̂  1 гомеоморфні.

Теорема 2 1 . Відношення гомеоморфності є відношен­
ням еквівалентності в класі топологічних просторів.

Рис. 4.10 Рис. 4.11



Д о в е д е н н я .  І. Очевидно, що топологічний про­
стір X гомеоморфний сам собі.

2 . Із визначення випливає, що коли топологічний про­
стір X гомеоморфний топологічному простору У, то і У 
гомеоморфний X.

3. Нехай відображення f встановлює гомеоморфізм 
між X  та Y, а відображення g — гомеоморфізм між Y та 
Z. Композиції gOf та f - lOg-i є неперервними біекціями 
відповідно X на Z та Z на X. Отже, топологічні простори 
X та Z гомеоморфні.

Вважається, що еквівалентні топологічні простори 
належать одному топологічно­
му типу.

Межа опуклої множини на 
площині, що має внутрішні точ­
ки, називається опуклою кри­
вою.

Межа опуклої множини в 
просторі, що має внутрішні 
точки, називається опуклою по­
верхнею.

Т в е р д ж е н н я  1. Обме­
жена замкнена опукла множи­
на на площині, ідо має внутріш­
ні точки, гомеоморфна кругу, а його межа — колу.

Т в е р д ж е н н я .  2. Замкнена обмежена опукла мно­
жина в просторі, що має внутрішні точки, гомеоморфна 
кулі, а її межа — сфері.

Д о в е д е н н я  т в е р д ж е н н я  1. Розташуємо мно­
жину всередині круга досить великого радіуса. Нехай 
О — внутрішня точка нашої множини. Тоді будь-який 
промінь із вершиною в точці О перетне межу множний 
в єдиній точці х , межу кулі — в єдиній точці у (рис. 4.12). 
Відображення /, що ставить у відповідність точці х точ­
ку у , задає гомеоморфізм межі множини та кола. Дл& 
задания гомеоморфізму внутрішності множини та внут­
рішності круга кожний відрізок Ох розтягуємо до відріз­
ка Оу (див рис. 4.12).

Твердження 2 доводиться подібним чином.
Задачі. 1 . Знайти всі топологічні типи замкнених 

опуклих множин, що мають внутрішні точки: а) на пло­
щині, б) в просторі.

Сформулюємо без доведення кілька т в е р д ж е н ь :
1. Евклідові простори різних вимірностей не гомёо- 

морфні між собою. -----

N



2. Внутрішності куль різних вимірностей не гомео- 
мррфпі між собою.

3. Сфери різних вимірностей не гомеоморфні між 
собою.

4.5. Компактні топологічні простори

Нехай X — топологічний простір, В — деяка сукуп­
ність відкритих множин X. Вважається, що В утворює 
відкрите покриття X, якщо у Д* =  Х,

а
В и з н а ч е  и н я. Топологічний простір X називається 

компактним (компактом), якщо із будь-якого покриття 
X можна виділити скінченне підпокриття.

Приклади. 1. Пряма з природною топологією не є ком­
пактом. Справді, із покриття j^ i +  -j* * п +  ^  +  і) , (я, п +  

+  1 ),rc<=Z} не можна вибрати скінчене підпокриття.
2. Якщо топологія дискретна, то простір компактний 

тоді і тільки тоді, коли він скінченний.
3. Будь-який топологічний простір з антидискретпою 

топологією є компактом.
Т в е р д ж е н н я .  Відрізок [0, 1] в природній топо­

логії є компактом.
Д о в е д е н н я .  Припустимо, що відрізок [0, 1] н ее  

компактом, тобто із деякого відкритого покриття скінчен­
не підпокриття виділити не можна. Тоді не можна виді­
лити скінченне покриття якої-небудь половини відрізка,
наприклад . Ділимо відрізок навпіл, розгля­
даємо ту половину, для якої не можна виділити скінченне 
покриття, ділимо її навпіл і т. д. Одержимо множину вкла­
дених відрізків, довжини яких прямують до нуля. За прин­
ципом вкладених відрізків Кантора існує точка, що належить 
всім відрізкам одночасно [11]. Отже, знайдеться відрізок; 
який можна вкрити інтервалом. Одержана суперечність до­
водить твердження.

Розглянемо куб в п-вимірному просторі, тобто мно­
жину точок (я1, ..., xn) ^ R n таких, що * = 1> п.
Подібно попередньому, можна довести, що куб у природ­
ній топології— компакт. Для куба можна довести це 
твердження по-іншому, зауваживши, що куб у природній 
топології є прямим добутком відрізків. Справді, правиль­
ним є таке твердження.



Т в е р д ж е н н я .  Якщо X, Y — топологічні просторі*, 
' Xx Y  — топологічний простір з топологією прямого до­
бутку, то X X  Y — компакт тоді і тільки тоді, коли X, Y — 
к о м п ак т

4.5.1. В л а с т и в о с т і  к о м п а к т н и х  
т о п о л о г і ч н и х  п р о с т о р і в

1. Якщо X , Y — гомеоморфні топологічні простори 
і X — компактний, то і Y компактний, і навпаки, тобто 
компактність — топологічний інваріант гомеоморфпих 
просторів.

До в е д е н н я .  Нехай X  — компакт, a {£/,, і f /} — від­
крите покриття Y . Нехайf : X - * Y  — гомеоморфізм. Оскільки 
Z' 1 — неперервне відображення, то {f~l (£//), і е / }  — відкрите 
покриття X.  Але X  — компакт, тому можна вибрати його 
скінченне гіідпокриття І/ " 1 . . .  , Г 1 (£ЛЛ)}. Скористав­
шись відображенням /, одержимо, що {U(i9 . . . .  Utk} є скін­
ченним підпокриттям F; звідси випливає, що Y  — компакт.

2. Нехай / — відображення топологічного простору X 
на множину У, яке задає на У фактор-топологію. Тоді 
якщо X — компакт, то і У — компакт.

Д о в е д е н н я .  Нехай [Uit і <= /} — відкрите покриття Y. 
За визначенням фактор-топології f~l (Ui) — відкрита множи­
на в X. Із покриття І/ ' 1 (Ui), / е /} компакта X  можна вибрати 
скінченне підпокриття І/ -1 (£//,), • • • * n iU ih)b Тоді {Ut%9 ... 
, . .  , UtA] буде скінченним підпокриттям Y.

3. Неперервний образ компакта є компакт.
Доведення подібне доведенню властивості 2.

4.5.2. З а м к н е н і  п і д м н о ж и н и  к о м п а к т н о г о  
т о п о л о г і ч н о г о  п р о с т о р у

Розглянемо пряму R [ з природною топологією. Від­
різок [0, 1] на ній — компакт. Розглянемо інтервал, що 
належить цьому відрізку. Інтервал компактом не буде, 
оскільки інтервал гомеоморфний прямій, що не є ком­
пактом, а компактність — топологічний інваріант. Отже, 
не будь-яка пїдмножина компактного топологічного про­
стору є компактом.

Замкнена підмиожина S компактного топологічного 
простору X є компактом.

До в е д е н н я .  Нехай {Uj, / є  Л  — відкрите покриття S. 
Оскільки S  — замкнена множина, X \ S  — відкрита множина,



то {(//, / е  J) U ( X \ S )  — відкрите покриття X , Але X — 
компакт, отже, із вказаного покриття можна вибрати скін­
ченне підпокриття {£/ь  . . .  , Un, X \ S \ .  Скінченним підпо- 
криттям множини S буде {t/lt . . .  , Un}.

Н а с л і д о к  1. Сфера S'*, що задана рівнянням (х1)2 +  
+  +  (tf1* 1)2 =  1* є компактом.

Д о в е д е н н я .  Сфера S 71 лежить у паралелепіпеді 
—1<А'*<1 ,1  =  1<- ..., л+ 1 , який є компактом. А сфера — 
замкнена множина, оскільки доповнення — множина від­
крита. Отже, сфера — компакт.

Н а с л і д о к  2. Дійсний проективний простір RPn — 
компакт.

Доведення випливає із властивостей компактних то­
пологічних просторів.

Н а с л і д о к  3. Сфера S n і евклідів простір Еп не 
гомеоморфні.

Д о в е д е н н я .  Евклідів простір з природною топо­
логією не компактний, а сфера з індукованою тополо­
гією — компакт. Але компактність — топологічний інва­
ріант, отже, S n і Еп не гомеоморфні.

Зауважимо, що з допомогою компактності не можна 
відповісти на запитання: чи будуть гомеоморфні відрізок 
[а, Ь) та коло S 1, топологія на яких індукована природ­
ною топологією площини?

Теза, обернена твердженню, неправильна: компактна 
множина топологічного простору може бути не замкнена.

Приклад. Розглянемо пряму R \  топологія якої пород­
жується множинами ( 0 , і?1, {(—оо, і множину А —
=  (—оо, 0 ]. У будь-якому покритті А є відкрита підміюжина 
(—оо, а), О с  а с  оо, яка вкриває множину Л, отже, А — 
компакт. Але А не буде замкненою множиною, оскільки 
множина (0 , +оо) — доповнення А — не відкрита в заданій 
топології.

Зауважимо, що в розглянутому прикладі будь-які 
околи двох довільних точок перетинаються. Виявляється, 
в цьому полягає причина того, що компактна множина 
не замкнена.

В и з н а ч е н н я .  Топологічний простір називається 
хаусдорфовим, якщо для будь-яких різних точок цього 
простору існують околи, що не перетинаються. Кажуть, 
що простір задовольняє аксіомі відокремлюваності.

Т в е р д ж е н н я .  Метричний простір є відокремлю­
ваним у топології, що породжена метрикою.

До в е д е н н я .  Нехай xv  х2 — дві різні точки простору 
і р (хІУ ха) =  а. За окіл кожної точки візьмеио кулю радіуса



менше ^  з центром у цій точти. Означені околи не перети­
наються.

Із твердження випливає, що дійсна пряма R 1 з тополо­
гією

£2 =  { 0 , {(—°°, *) Uttf1}}
не може бути метризоваиа, тобто сукупність топологічних 
просторів більш широка, ніж сукупність метричних про­
сторів.

Теорема 2 2 . Компактна підмножина хаусдорфоаого 
простору є замкненою.

До в е д е н н я .  Нехай А — компактна підмножина хаус- 
дорфового простору X . Доведемо, що множина Х \ А  від­
крита. Оскільки простір X  хаусдорфів, то існують околи 
Уа та UXi відповідно точок а є /1 та х є Х \ У 1 такі, що
Vа П Ux = 0 . Якщо а перебігає множину А , то околи Va 
вкривають А. Оскільки А — компакт, то із цього покриття 
можна вибрати скінченне покриття (V^i), . . .  , V-w}. Роз­
глянемо ОКІЛ U =  П UxQ(i) ТОЧКИ X. ОСКІЛЬКИ U П VaU) =  0 ,
і =  1, . . .  , пу ТО U П А =  0 ,  тобто Існує ОКІЛ ТОЧКИ Ху ІДО 
не перетинається з А. Отже, Х \ А  — відкрита множина, а 
А — замкнена.

Н а с л і д о к. Для того щоб підмножина евклідового 
простору була компактом, необхідно і достатньо, щоб 
вона була обмеженою і замкненою.

Д о в е д е н н я .  Замкненість компакта в евклідовому 
просторі випливає із теореми 2 2 , оскільки евклідів про­
стір хаусдорфів.

Припустимо, що компакт М  в евклідовому просторі не 
обмежений. Розглянемо нескінченну необмежену послі­
довність гочок (лД, що належать М, і таку, що відстань 
МІЖ сусідніми точками ПОСЛІДОВНОСТІ Р (xit Хі+і)^ 1 . 
Оксли D\ (Хі) U М  ТЮЧОК Хі доповнимо іншими відкритими 

т
множинами, що не мають точок хі так, щоб одержати по­
криття множини М (тут D і (хі) — відкрита куля радіуса 4-

т
з центром у точці Х і ) .  Із цього покриття не можна вибрати 
скінченне підпокриття. Одержана суперечність доводить, що 
М — обмежена множина.

Навпаки, обмежену множину можна помістити в ком­
пактну множину (наприклад, в куб досить великого роз­
міру), а замкнена підмножина компакта є компактом.



Задачі. 1. Розглянемо топологічний простір {а, b, с}, 
у якому відкритими є множини 0 t {а}, {fc}, {а, о}, {а, &, с}.
Чи буде цей простір хаусдорфовим?

2. Чи буде хаусдорфовим простором пряма R \  на 
якій відкритими вважаються множини, що є доповнення­
ми скінченних підмножин?

Згадаємо, що в курсі математичного аналізу була 
доведена така теорема.

Теорема Вейерштрасса. Якщо на сегменті \а, b] за-
дана неперервна функція, вона набуває найменшого та 
найбільшого значень.

Виявляється, що істотним у формулюванні теореми 
є не те, що функція задана саме на сегменті, а те, що 
сегмент — компакт.

Теорема 23. Неперервна функція, що задана на ком­
пактному топологічному просторі, набуває найменшого 
і найбімшого значень.

Д о в е д е н н я .  Нехай f : X - + R  — неперервне відобра­
ження компактного топологічного простору X  в одновимір- 
ний евклідів простір R.  При неперервному відображенні об­
разом компакта є компакт. Отже, /  (X) — компакт в евкді- 
довому просторі, тобто множина обмежена та замкнена.
З огляду на обмеженість досягаються ini f (X) =  a > —оо

х(Х
та sup f (X)  =  А <  +оо; з огляду па замкненість а, А ( f(X).

х{Х
Задачі. 1. З ’ясуємо, чи буде на прямій R компактом 

множина [1, 2 ), якщо: а) топологія природна; б) топологія 
Й =  ( 0 , Я « —cof *)|*w }}?

2. Розглянемо пряму, відкритими множинами на якій 
названі доповнення скінченних множин. Знайти компак- ч 
тні множини в цій топології.

4.6. Зв’язність

В и з н а ч е н н я .  Топологічний простір Л називається 
незв'язним, якщо його можна представити у вигляді об'­
єднання двох відкритих множин, що не перетинаються: 
X*=U[}Vf U [\V = 0 9 причому U, l/=£0, X. Якщо таке пред­
ставлення неможливе, то топологічний простір назива­
ється зв'язним.

Підмножина А топологічного простору X називається 
зв’язною (незв’язною), якщо вона є зв’язним (незв’яз­
ним) топологічним простором в індукованій топології.

Приклади. 1. В дискретній топології зв’язними множи­
нами є тільки точки.



2. На дійсній прямій /? з природною топологією розгля­
немо множину А — {— 1, 1} з індукованою топологією. Пере­
тин куль досить малого радіуса з А є одна точка; отже, 
{—1}, {1} — відкриті множини. Оскільки А — {—1} U її}» т 0  
А — незв’язна множина.

Т в е р д ж е н н я .  Необхідною і достатньою умовою 
того, що топологічний простір X незв’язний, є існування 
в ньому множини, яка не є порожньою і не співпадає з 
X  і яка є одночасно відкритою і замкненою.

Д о в е д е н н я .  Якщо X незв’язна множина, то 
X =  де І І Ф 0 ,  X ; U{\V— 0 ,  U, V — відкриті мно­
жини. Оскільки U — відкрита множина, то V—X \ U  — 
замкнена. Отже, V є одночасно відкритою і замкненою. 
Зворотне твердження доводиться подібним чином.

Приклади. 1. Розглянемо дійсну пряму R з топологією 
Q =  {0 , /?{(—оо, х)І*(я}}. У цій топології будь-яка мно­
жина дійсної прямої є зв’язною. Припустимо, що множ ина 
S в даній топології є незв’язною. Тоді S =  U U У, причому 
U [\V  =  0 , U, У ф  0 ; U і V — одночасно відкриті і замк­
нені множини. Оскільки U відкрита, U =  (—оо, а) Л S, а 
оскільки U замкнена, то U — [Ь, +  оо) П S. Розглянемо не­
тривіальний випадок Ь<.а. Тоді S cz  [b, а) і, таким чином, 
S  = U. Одержана суперечність доводить зв’язність S.

2. Розглянемо пряму Зоргенфрея. Згадаємо, що на 
ній півінтервали [а, Ь) є одночасно замкненими і відкри­
тими множинами. Доведемо, що в цій топології на прямій 
зв’язною множиною є тільки точка. Справді, нехай Т — 
деяка зв’язна множина. Нехай х — точка множини Т. 
Тоді Т(] [х, дг+є) =Т  при будь-якому є і, отже, множина Т 
складається лише з однієї точки.

3. Сегмент [а, b] на прямій з природною топологією 
є зв’язною множиною.

Д о в е д е н н я .  Припустимо, що сегмент [а, Ь] не­
зв’язний. Тоді [fit, b] —U\jV. де Uf \V—0 .  Нехай для ви­
значеності а<=И. Розглянемо всі точки и ^ і і  такі, що 
u C v  для будь-якої точки о є К  Ясно, що множина таких 
точок непорожня; точка а належить їй Візьмемо h =  sup {U} 
Оскільки U — одночасно відкрита і замкнена мно­
жина і [а, Ь] — замкнена множина, то V{\\a, /;] — за­
мкнена множина прямої, тому /гє£Л З іншого боку, 
оскільки A=sup {ї/}, в будь-якому околї точки h є точки 
множини V, тобто h — гранична точка множини V. Отже, 

тому що V — замкнена множина і, таким чином, 
має в собі всі граничні точки. Отже, h&U  і /ієУ , звідки 
£/ПУ Ф 0 , що суперечить початковому припущенню.



Доведемо, що інтервал— також зв'язна множина на 
прямій з природною топологією.

Лема. Нехай в топологічному просторі є сукупність 
зв'язних множин Х а, а & А і [ \ ХаФ 0 * Тоді (J Х(х є зв’яз-

а а
ною множиною.

До в е д е н ня .  Припустимо, ідо множина UХа.незв’язна. 
Тоді (J Ха =  U U V, де U П V =  0  і U, V Ф  0 , (J Ха. Якщо

а а
Х а має непорожній перетин з Ну то, з огляду на зв'язність,
ВІН ЦІЛКОМ лежить В U . Але ТОДІ ЦІЛКОМ В U  лежить U Х а ,

а
оскільки П Х а Ф  0  • Звідси V =  0 . Одержана суперечність

а
доводить твердження.

Н а с л і д о к .  Інтервал — зв'язна множина на прямій 
з природною ТОПОЛОГІЄЮ. /

Д о в е д е н н я .  Представимо інтервал у вигляді об'­
єднання замкнених сегментів, кінці яких прямують до 
кінців інтервалу і використаємо попереднє твердження.

Т в е р д ж е н н я .  Образ зв’язного топологічного про­
стору при неперервному відображенні є зв’язним топо­
логічним простором.

Д о в е д е н н я .  Нехай f : Х->У — неперервне відобра­
ження зв’язної множини X на множину У. Припустимо, 
що У є незв’язною множиною. Тоді Y— U\jV, U [\V = 0 . 
Множини f~l (U), f~l (V) відкриті, оскільки f — неперерв­
не відображення, причому (V) = 0  та jH (f/)U
U/“ 1(V)=A.  Але X — незв’язна множина, отже, одна із 
множин f - l (U)f f~l (V) порожня, а друга співпадає з X. 
Нехай для визначеності f~x (U) = 0 ,  f~l ( V) — X. Тоді 
U = 0 t І/=  У, тобто У — зв’язна множина.

Н а с л і д о к .  Якщо множини X , У гомеоморфні, то 
із зв’язності однієї випливає зв'язність другої, тобто 
зв’язність — топологічний інваріант.

Одержано ще один критерій гомеоморфиості тополо­
гічних просторів, і тепер можні з'ясувати, чи гомеоморфні 
відрізок і коло з топологіями, що індуковані природною 
топологією площини.

Т в е р д ж е н н я .  Коло S 1 і замкнений відрізок /  не 
гомеоморфні.

До в е д е н н я .  Припустимо, що твердження неправильне 
і існує гомеоморфізм Нехай /  == [а, Ь] і a< c< Lb.

s Виключимо із S 1 точку / (с)і множина S1N\{ / (с)] гомеоморфна 
• прямій. Пряма — зв’язна множина. Але 1\{с]  =  [а, с) U (с, 6 ], 

де [а9 с] і [с9 Ь] — відкриті множини відрізка в індукованій



топології. Таким чином, / \ [ с ]  — незв’язна множина. А зв’яз­
ність — топологічний інваріант, тобто має місце суперечність.

Правильним е більш сильне твердження.
Т в е р д ж е н н я .  Коло не гомеоморфне ніякій підмно- 

жині прямої.
Д о в е д е н н я .  Нехай коло S 1 гомеоморфне підмно- 

жині X прямої R1. Тоді є гомеоморфізм f : S l-*X, причому 
X  не співпадає с R \  оскільки 5 і — компакт. Образ f ( S ]\  =  
— X — компактна зв’язна множина. Із компактності X 
випливає, що X — обмежена і замкнена множина, тобто 
існують sup X~b,  infХ =  а, і а, Ь^Х.  З огляду на зв’яз­
ність Х =  [а, 6 ], а негомеоморфнІсть відрізка та кола до­
ведено вище.

Згадаємо, що в курсі математичного аналізу була 
розглянута така теорема.

Теорема. Нехай на [0, І] задана неперервна функція 
y = f ( x ) t причому f{ 0 ) - f ( l)< 0 . Тоді існує точка с є ( 0, і) 
така, що f(c) = 0 .

До в е д е н н я .  Доведемо цю теорему, використовуючи 
ПОНЯТТЯ зв’язності. Припустимо, ЩО f{c) =7&0 , V £ e (0 , 1).

f (я)Розглянемо неперервну функцію ф (х) =  . ■ ~ V": , що заданаІ / V*) 1
на [0, 1]. Вона набуває тільки значень r t l ,  причому, оскільки 
/(0) •/(1) < 0 ,  то є значення і + 1 , і —1. Отже, є непе­
рервне відображення відрізка [0 , 1) на множину {—1 , + 1}, 
тобто є неперервне відображення зв’язної множини на не­
зв’язну. Але якщо існує неперервне відображення f  множини X  
на множину {—1, +1}, то X  — незв’язна множина. Справді, 
F 1 (—1) U Ґ 1 (1) =  X.  Одержана суперечність доводить
теорему.

Зауважимо, що завжди існує неперервне відображен­
ня незв’язної множини X  на множину {—1, +1}. Справді. 

X = U(JV i f  будується, наприклад, так: j(U)  = —1, f (Y)  =  1. 
Має місце більш загальна теорема, наведена нижче. 
Теорема 24. Нехай на зв'язному топологічному просто­

рі X задана неперервна функція f, яка в деяких точках 
а, Ь має протилежні за знаком значення (f(a ) • /(& )« )) . 
Тоді знайдеться точка с ^ Х , в якій f(c) =0.

Теорема 25 (Брауера). Будь-яке неперервне відобра­
ження відрізка на себе має нерухому точку.

Д о в е д е н н я .  Проведемо доведення для відрізка 
{0, 1]. Нехай f ix)  — неперервне відображення відрізка 
{0 , 1] на себе і нехай в f(x) немає нерухомих точок.
Розглянемо функцію ф (я) =  q  , Ця неперервна функ-



дія, що задана на відрізку [0 , 1], набуває па його кінцях 
протилежних за знаком значень. Отже, існує точка с е  (0,1) 
така, що ср (с) =  0. Тому точка с — нерухома точка відоб­
раження /.

Теорема Брауера правильна для п-вимірного випадку: 
будь-яке неперервне відображення л-вимірної кулі на 
себе має нерухому точку.

Задачі. 1. Чи зв’язна підмножина площини, що скла­
дається із точок, обидві координати яких раціональні?

.2 Чи зв’язна підмножина площини, щ® складається 
із точок, обидві координати яких'ірраціональні?

3. Чи зв’язна підмножина площини, яка є об’єднанням
спіралі г — е х р ф2 (Де ф >  0 ; г, <р — полярні координати)
і кола г — 1? Чи зміниться відповідь, якщо замінити коло 
його частиною?

4. При неперервному відображенні кола на пряму зна­
йдеться пара діаметрально протилежних точок кола, яка 
перейде в одну точку прямої. Довести.

В и з н а н е  н н я. Компонентою зв’язності топологіч­
ного простору називається така зв ’язна множина, яка не 
знаходиться в жодній іншій зв’язній множині. Компонен­
тою зв’язності, що має в собі точку. Хо топологічного про­
стору, називається максимальна зв’язна множина, що 
має в собі точку х0.

4,6.1. В л а с т и в о с т і  з в ’я з н и х  к о м п о н е н т

1. Зв’язні компоненти топологічного простору або не 
перетинаються, або співпадають.

Справді, нехай А\ і Л2 — дві зв’язні компоненти топо­
логічного простору. Якщо A lf\A2¥=0, то за лемою, дове­
деною вище, А х{]А2 — зв’язна множина. І, якщо А і та А 2



не співпадають, Л, (або Л2) не буде найбільшою зв’яз­
ною множиною.

2. Кількість зв’язних компонент топологічного про­
стору є топологічним інваріантом.

Приклад. Доведемо, що інтервал не гомеоморфний 
фігурі, яка складена із трьох інтервалів із спільним по­
чатком (рис. 4.13). Припустимо, що ці дві множини го- 
меоморфні і точці О при гомеоморфізмі ставиться у від­
повідність точка 0 {. Виключимо із множини, яка скла­
дена із трьох інтервалів, точку О, а із інтервала — точку
0  і. Множини, що залишилися, повинні бути гомеоморф- 
ні. Але перша фігура після викидання точки О буде скла­
датися із трьох зв’язних компонент, а інтервал без точки
01 буде складатися із двох зв’язних компонент.

4.6.2. Л і н і й н а  з в ’ я з н і с т ь

, В и з н а ч е н н я .  Шляхом, що з'єднує дві точки а0у 
а і топологічного простору А, називається неперервне ві­
дображення f :  [0, ПрИЧОМу f(0) =<Z(b f(l )  =  Ct\.

Далі будемо називати шляхом образ відрізка [0, 1} 
при відображенні f.

Топологічний простір X називається лінійно зв'язним 
якщо будь-які дві точки моокна з'єднати шляхом в X .

Приклади. L Евклідів простір Еп є лінійно зв’язним.
Дійсно, нехай г0у г{ — радіуси-вектори точок а0, ах 

відповідно. Тоді шлях, що з’єднує точки а0 і аи— це
(1 —/) Го+ f r з, [0 , 1].

2. Будь-яка опукла множина евклідового простору Е" 
€ лінійно зв’язною.

Справді, за визначенням опуклій множині з будь-яки­
ми двома точками належить відрізок, що їх з’єднує.

3. Сфера S n — лінійно зв’язна множина.
Справді, нехай точки f lie S n. Проведемо через ао, 

а і і центр сфери площину. Вона переріже сферу по вели­
кому колу, Частина великого кола, що лежить між точ­
ними С*о» й \9— шлях, що з’єднує ці дві точки.

Т в е р д ж е н н я .  Неперервний образ лінійно зв’язної 
множим» е лінійно зв’язним.

Д о в е д е н н я .  Нехай f : X-*Y  — неперервне відоб­
ражений л і н і йн о  зв’язного топологічного простору X  на 
топологічний простір У, у ь */2є=У; x2e=f-l {y2).
Оскільки X  —  л і н і йн о  зв’язна множина, то існує шлях 
Є • І-+Х, який з ’єднує точки дгь х2. Тоді шлях f O g : I~*Y> 
з ’єднує ТОЧКИ У\9 у 2%



Н а с л ї д ок. Лінійна зв’язність — це топологічний 
інваріант.

В и з н а ч е н н я .  Нехай /і — шлях, що з ’єднує точки 
«о, оі; / 2 — шлях, що з’єднує точки аи а2. Добутком двох 
шляхів / 2 о /j називається шлях

Щ О  з ’єднує точки «О/ «2-
Правильною е лема, яка .подібна доказаній для зв’яз­

них множин.
Лема. Нехай в топологічному просторі X  є лінійно 

зв’язні множини Х а, причому С]Ха Ф  0 . Тоді [}Ха —
лінійно зв’язна множина.

Д о в е д е н н я .  Не’хай а0, я2є  []Ха, причому а0 є Х а(0),
аг є= Х а(2) і Х а{0), Ха(2) різні. Нехай ах <= Хат П Х аа). Тоді, 
з огляду на лінійну зв’язність Х а{0), знайдеться шлях f t , що 
з ’єднує а0, ах A)*<o>. Подібним чином, з огляду на лінійну 
зв’язність ХгМ2), знайдеться шлях / 3, який з ’єднує аи а2 є  Х ^ ) .  
Тоді шлях / 2 о f x з'єднує точки а0, а2.

Т в е р д ж е н н я .  Лінійно зв’язний топологічний про­
стір є зв’язним. Обернене неправильне.

Д о в е д е н н я .  Нехай X  — лінійно зв’язний простір. 
Тоді для будь-яких точок Хо, х ^ Х  існує шлях f : І-+Х, 
де / =  [0, 1], f ( 0 ) = x 0, f ( l)= X i. Припустимо, що X не 
є зв’язним простором. Тоді X — V\}V, де U[\V—0  і V. ІІФ 
Ф О ,  X.  Візьмемо точку Хо в множині U, х і — в множині V. 
Підмножина f (/) множини X зв’язна, оскільки є образом 
сегмента. З іншого боку, f (/) =  (f (/)fW)U (/V) П Ю, де 
f(I)P\U і f(l)C\V — відкриті непорожні множини f ( l )  в 
індукованій топології, тобто f (I)  — незв’язна множина. 
Одержана суперечність доводить першу частину твер­
дження.

Для доведення другої частини розглянемо приклад 
множини, яка є зв’язною, але не є лінійко зв’язною. Роз­
глянемо простір Е2 з природною топологією. Нехай

У =  0}; В {0, 1) є точка. Доведемо, що множина X  =  A (J В 
(рис. 4.14) зв’язна, але нелінійно зв’язна в індукованій то­
пології. Припустимо, що X  не є зв’язною множиною, тобто 
X  =  Де Ul yU2 — відкриті множини 'Ul {\U2 — <0

f  =  f z ° f  I =
/ і (2 0 ,

М И -.1 ) , T < t 4 S  *•

а

0 «  у «  1 , n e . N  :А — U /„Щ О «£ х «  1,
со



f U l% и г Ф  0 ,  .Y. Нехай для визначеності B ^ U V  Тоді 
А =  (U1П A) U U2i тобто А е незв'язною множиною (U1 { \ А Ф  
Ф  0 ,  оскільки множина В не є відкритою в індукованій 
топології). Але насправді А навіть лінійно зв’язна множина. 
Дійсно, розглянемо множини U і =  11 (J {0 «  х <  1, у — 0}, 
/ = 1 , 2  . . .  ; вони лінійно зв’язні і П =  {0 <  х «  1;

і
у =  0) Ф  0 . Отже, за лемою (J У і =  А — лінійно зв’язна

і
множена. Одержана суперечність доводить зв’язність мно­
жини X.  Доведемо тепер, що X  не є лінійно зв’язною мно­
жиною. Дійсно, якби множина X  була лінійно зв'язною, то 
в ній існував би ш лях/: який з'єднував би точки
(0, 1) та (1, 1). Нехай р — евклідова відстань в В'2. Функція 
р : В2 X Е2-> [0, оо) неперервна як функція двох аргументів. 
Нехай /(0) =  В. Розглянемо функцію <\> (/) =  р(/?, /(/)). Вона 
неперервна, ф (0) =  0 , ф(І) =  1. З огляду на неперервність,
існує е > 0  таке, що при 0  < t < г  буде <р(/) <  \2 і ф(є):> 0 ,
тобто і ідрізок шляху / :  [0 , є] -*• X  лежить у крузі К радіуса
Y  з центром в точці В і образ цього відрізка не співпадає
з В. Таким чином, існує шлях / ',  що з'єднує точку В і якусь 
точку із К  ГМ.

Розглянемо ортогональну проекцію р шляху / '  на вісь 
Ох. Оскільки вся множина Xf|/( проектується в точки О
та, , ц<=Лг, п >  г | ,  то і точки шляху f  відобразяться

в точки, х =  0  та =  - і - , й є  N, п >  2 | . Відображення р
є неперервним, оскільки на площині проекція р неперервна, 
а топологія Х [ \ К  індукується топологією площини. Таким 

і чином, р о f  — неперервне відображення відрізка І у множину
( j \
0, — \ , п є Л т, п >  2. При неперервному відображенні об­

разом зв'язної множини є зв'язна множина. Але |о, ^  —
незв’язна множина. Одержана суперечність доводить, що 
множина X  не є лінійно зв’язною.

Задача. Розглянути множину, що складається із графі ка
функції у  =  sin — , 0  <  х 1 , з'єднаного з відрізком х =  0 ,

1 <  у  <  І. Чи буде ця множина зв’язною? лінійно зв’язною? 
Природно виникає запитання: при яких додаткових 

умовах із зв’язності множини випливає її лінійна зв’яз- 
ість?



Теорема 26. З в ’язна відкрита множина в п-вимірно- 
му евклідовому просторі є лінійно зв'язною .

Д о в е д е н н я .  Нехай А — зв’язна відкрита множи­
на в «-вимірному евклідовому просторі, і точка Уо^А, 
Розглянемо множину точок A i d  А , які можна з’єднати з 
фіксованою точкою у0 неперервним шляхом. Множина А\ 
не порожня.^Справді, досить мала куля з центром в точ­
ці у0 лежить в А у і точку цієї кулі можна з’єднати з у0 р а­
діусом. Множина А\ відкрита. Справді, нехай точка у\ 
належить А[у отже, і А. Оскільки у^А>  то існує шлях f, 
який з’єднує у 0 з y v Оскільки у ^ А у існує куля D* (ух) 
радіуса v з центром у точці уи  яка належить А. Усі точки 
цієї кулі можна з ’єднати неперервним шляхом з точкою у0: 
шлях / з’єднає у0 з уи  а радіус кулі Dii(yl) з’єднає y t 
з точкою кулі, тому куля De (yt) ^  А 1Ф

Розглянемо множину А2 точок, які не можна з’єднати 
з точкою у0 неперервним шляхом. Множина Л2 відкрита. 
Справді, якщо у2 ^  Л2, тобто у2 не можна з’єднати з у0 не­
перервним шляхом, то і точки кулі DB (у2) не можна з’єднати 
з у0 неперервним шляхом, оскільки якби деяку точку кулі 
можна було б з’єднати шляхом з у0, то, добавивши радіус, 
можна одержати б шлях, який з’єднує у 2 з %.

Таким чином, зв’язна множина A —Ai\jA2y де А[{]А2 ^  
= 0 .  Звідси випливає, що Л2= 0 ,  тобто будь-яку точку 
множини А можна з’єднати з точкою уо неперервним шля­
хом. Оскільки уо — довільна точка, множина А лінійно 
зв’язна.

Зауваження. При доведенні теореми використано ли­
ше те, що разом із кожною точкою топологічному просто­
ру належить внутрішність деякої кулі з центром із цій 
точці, тобто доведено більш загальне твердження.

Т в е р д ж е н н я .  Зв’язний топологічний простір, який 
локально лінійно зв’язний, є лінійно зв’язний топологіч­
ний простір.

4.6 3. В л а с т и в о с т і  т о п о л о г і ї  д о б у т к у  
і ф а к т о р - т о п о л о г і ї

Нехай X , У — топологічні простори, Х х  У — тополо­
гічний простір із топологією добутку.

Т в е р д ж е н н я .  Топологічний простір X x Y  компакт­
ний тоді і тільки тоді, коли топологічні простори X , У 
компактні.

Д о в е д е н н я .  Припустимо, що X  та Y  компактні. Нехай 
{W j: j ( Y) — відкрите покриття X x Y .  За визначенням кож­



на множина W/  мае вигляд (J (Ujk X Vjk), де U jk — відкрита
' k

множина в X і Vjk — відкрита в У. Таким чином, {Ujk х  
X Vja : /  є / ,  к <s/С) — відкрите покриття X х  У. Для будь- 
якого х є  X  підпростір {х} х  Y  компактний (гомеоморфиий Y) 
і, оскільки {Ujk X Vjk: /  є  J, k е  АГ} покриває також |х} х У, 
то знайдеться скінченне підпокриття {£/* (jc) X У j (х): і — !, ...
, , ,  , п(х)} простору {х} є  У. Розглянемо множину U (X) — 
-  П и  і (х). Сім’я [U (х) :,ї є Х) є відкритим покриттям X
і тому має скінченне підпокриття [U (хг) : і  — 1, . . .  , от). 
Очевидно, іцо [U (х/) х  Vи (хі): і =  1, . . .  , m; k t =  І, 2, . . .  
. . .  , /|(Х/)}— скінченне покриття X  X У. Для будь-якого»
І та /о знайдуться такі / (У і /е є /С ,  що У (х,) х  УаДх;)сг 
сд X У ^с: 1У/. Отже, існує скінченне вкриття [W/ : j  ( J] 
простору ї х  У.

Навпаки, якщо XX У — компактна множина, то X і 
У — ком пакт, оскільки проекції я*: ХхУ->-Х пу: X X  
ХУ-+У  неперервні.

Т п ер  Д Ж Є II н я. Топологічний простір ХХУ є зв’яз­
ним тоді і ТІЛЬКИ тоді, коли топологічні простори X, У 
зв’язні,

Д о в е д е н и я .  Нехай XX У — зв’язний простір. Ос­
кільки проекції я*: ХхУ-*-Х, я„: X X У-*-У — неперервні 
відображення, то X, У — також зв’язні.

Нехай X, У — зв’язні простори. Розглянемо множини 
Ах =  {х} X У U X х {</„}, де х є  X, у0 є  У фіксовані. Кожна 
множина Лх зв’язна і X х  {г/0} =  ГІ Ахф  0  Тому (J Ах —X X
зв’язна множина. Але (J Ах =  X  X Y  і X  X Y  — зв’язна мно*

X
жииа, що і доводить твердження.

Подібним чином доводиться твердження, яке наведене 
нижче.

Т в е р д ж е н н я .  Топологічний простір X X  У лінійна 
зв’язний тоді і тільки тоді, коли лінійно зв’язні ТОПОЛО­
ГІЧНІ простори X, У.

Правильним є і таке твердження.
Т в е р д ж е н н я .  Топологічний простір X'XY е хаус- 

дорфовим тоді і тільки тоді, коли X , У —■ хауедорфові 
топологічні простори.

Приклад. Розглянемо дві сфери Sp та SQ, р >  1, q >  І 
і евклідів простір Еп, п > 1 .  Топологічні простори S p X 
та S px E n є зв’язними та лінійно зв’язними. Простір Spx S <! 
е компактом.

24#г



Нехай відображення f : X- *Y ,  де X — топологічний 
простір» задає на У фактор-топологію.

Задачі. Довести:
1. Якщо X — компакт, то У — компакт.
2. Якщо X — зв’язна множина, то У також зв’язна.
3. Якщо X — лінійно зв’язна множина, то У також 

лінійно зв’язана.
Зауважимо: якщо X — хаусдорфів простір, то У не 

обов’язково є таким.
Приклад.Розглянемо пряму R з природною тополо­

гією і промінь /?+, що складається з точок, координати 
*7кмх додатні. Фактор-простір R/R+ не є хаусдорфовим.

4.7. Вкладені і занурені криві і поверхні.
Теорема Жордана

В и з н а ч е н н я .  Простою замкненою (або вкладе­
ною компактною}'кривою на площині називають криву, 
що гомеоморфна колу.

Теорема 27 (Жордана). Проста замкнена крива на 
площині поділяє площину на дві зв'язні області, одна 
з яких обмежена, а друга — необмежена.

Д о в е д е н н я .  Доведемо теорему для випадку, коли 
проста замкнена крива є багатокутником. Нехай* р — до­
вільна точка площини. Будемо проводити промені з цієї 
точки. Вони можуть як перетинати багатокутник, так і 
не перетинати. Будь-який промінь має скінченну кіль­
кість точок перетину з багатокутником, якщо він не 
містить у собі сторону багатокутника. Якщо промінь про­
ходить через вершину або містить цілу сторону багато­
кутника, то враховуємо такий перетин двічі, коли сторо­
ни, суміжні з цією вершиною чи стороною, лежать по 
одну сторону від променя (рис. 4.15); у протилежному 
випадку перетин підраховується один раз (рис. 4.16).



Якщо кількість точок перетину променя з багатокутни­
ком парна, приписуємо променю порядок 0 , якщо непар­
на — 1 .

При обертанні променя кількість точок перетину його 
з багатокутником змінюється лише при проходженні його 
через вершину чи сторону, але змінюється або на 0 , або 
на 2 , тобто парність не змінюється. Отже, порядок 0 чи 
1 можна приписувати не променю, а точці — початку про­
меня. Позначимо через р(х)  порядок точки х. Доведемо, 
що множ и п и точок (х |р(х) *=*0 } та {х\р(х)  =  1} утворюють 
області.

Справді, нехай деяка точка х0 має порядок 0. Розгля­
немо досить малий круг з центром в хо. Нехай х — довіль­
на точка круга. Проведемо промінь через х0 та х і переко­
наємося, що р(х)  = 0 .

Подібним чином доводиться, що .множина точок 
{аг і р  ( х ) — 1} утворює область.

Доведемо, що області {дс|р (*)=()} та {л: | р (>:) =  1} 
зв'язні. Поблизу сторони багатокутника візьмемо дві точ­
ки дсі та хг з р (Jfj) — 1, р{х2) ~  0 (рис. 4.17). Промінь з 
початком у точці х2 буде мати на 1 менше точок пере­
тину з багатокутником, ніж промінь з початком в точці

асі. Таким чином, точки Хі та х2 мають різну парність. До­
ведемо тепер, що будь-яку точку площини, крім точок 
багатокутника, можна з’єднати неперервним шляхом з 
однією з точок Х\,  х2. Нехай х — довільна точка площини, 
що не належить багатокутнику. Візьмемо на багатокут­
нику найближчу до х  точку, відступимо від неї в обидві 
сторони вздовж ламаної межі багатокутника, тобто обе­
ремо паралельні шляхи; тоді прийдемо або до х\, або до 
х2. Справді, нехай L — проста замкнена ламана, М — дея­
ка ламана, Д ля будь-якої точки х площини порядок від-

Рис, 4.І7 Рис. 4.18



поено L (позначається через р (х> L)) введемо подібно 
введеному вище. Тоді, якщо L — замкнена ламана, а М — 
ламана, що її не перетинає, то порядок p(x,L) при русі 
х вздовж М не зміниться.

Зауваження. 1. Доведения теореми Жордана для за­
гального випадку є, наприклад, в роботах [1 ; 12].

2. Теорема Жордана правильна не тільки для пло­
щини, але і для сфери.

Розглянемо сферу S2 та криву у іта ній, що гомеомор- 
фна колу. Крива у не буде вкривати сферу, оскільки сфе­
ра не гомеоморфиа колу.

Справді, якщо із кола виключити дві точки, вона роз­
падеться па дві незв’язні множини. А якщо із сфери ви­
ключити дві точки, то лишиться поверхня, яка гомсоморф- 
на циліндру, тобто зв’язна множина. Але зв’язність — 
топологічний інваріант, отже, сфера не може бути гомсо- 
морфною колу.

Пехай точка у. Здійснимо стереографічну проекцію 
•із точки р. При цьому крива у перейде в криву у на пло­
щині. Крива у ділить площину на дві області. Перейдемо
назад на сферу: крива у ділить її на дві області, причому 
нескінченна область замкнеться точкою р.

3. Теорема Жордана правильна для поверхні, що го- 
меоморфна сфері S2 але неправильна для довільної по­
верхні.

Приклад. Крива у на торі (рис. 4.18) не поділяє тор 
я а дві області.

4.7.1. К р и в і  і п о в е р х н і

Раніше дано визначення елементарної кривої та еле­
ментарної поверхні. Із визначень випливає, що коло не 
€ елементарною кривою, а сфера не є елементарною по­
верхнею.

В и з н а ч е н н я .  Вкладеною кривою в евклідовому 
просторі називається така зв'язна множина, у кожної точ­
ки якої є окіл, що гомеоморфний відкритому Інтервалу.

Приклади. 1. Еліпс — це вкладена крива.
2. Гіпербола не є вкладеною кривою, оскільки гіпер­

бола не є зв’язною множиною. Зв’язна компонента гіпер­
боли— елементарна крива.

3. Дві прямі, що перетинаються, не є вкладеною кри­
вою.

Доведемо, що будь-який окіл перетину прямих не 
гомеоморфний інтервалу. Припустимо протилежне, і не­



хай при гомеоморфізмі точка О перетину прямих перейде 
в точку О' інтервалу. Виключимо точки О та О'. Тоді 
окіл точки перетину прямих розпадеться на чотири 
зв’язні компоненти, а інтервал — на дві. Оскільки зв’яз­
ність є топологічним інваріантом, то має місце супе­
речність.

4. Розглянемо множину точок площини, що задана

в полярній системі координат рівняннями р =  , ф > 0
і р - - і. Ця множина точок по є вкладеною кривою, оскільки 
окіл точки кола р 1 складається із декількох зв’язних 
компонент.

Зауважимо, що будь-яка вкладена крива гомеоморф- 
па або прямій, або колу.

В и з н а ч е н н я .  Множина точок в евклідовому про­
сторі називається зануреною кривою, якщо вона є ло­
кально топологічним образом вкладеної кривої.

У зануреної кривої можуть бути точки самоперетину.
Приклад. Лемніската Бернуллі, що задана в полярній 

системі координат рівнянням р2 =  4a2 cos2qp, є зануреною 
кривою. ,

В и з н а ч е н н я .  Вкладеною поверхнею в евклідово­
му просторі називається зв'язна множина, в якої кожна 
точка має окіл, що гомеоморфний відкритому кругу.

Приклади. 1. Еліпсоїд — це вкладена поверхня.
2 . Однопорожнистий гіперболоїд — це вкладена по­

верхня.
3. Двопорожнистий гіперболоїд не‘є вкладеною повер­

хнею, оскільки це незв’язна множина.
4. Конус не є вкладеною поверхнею. У вершини кону­

са немає околу, який гомеоморфний внутрішності круга. 
Справді, якщо викинути вершину конуса, лишиться не­
зв’язна множина; якщо ж викинути одну точку на крузі, 
лишиться зв’язна (навіть лінійно зв’язна) множина.

5. Дві площини, що перерізаються, не є вкладеною 
поверхнею, оскільки у точок, що належать прямій пере­
різу площин, немає околів, які гомеоморфні відкритому 
кругу.

4.7.2. М н о г о в и д и

Многовидом вимірності п називається зв'язний хаус- 
дорфів простір із зліченою базою, у кожної точки якого 
є окіл, що гомеоморфний внутрішності кулі відповідної 
вимірності п.



Нехай Uа. та /Уз— околи двох різних мпоговидів, що пере­
тинаються. За визначенням миоговиду існують гомеоморфізми 
фа Ах та де Da, D3 — відповідні кулі
в евклідовому просторі вимірності п. Розглянемо перетин 
околів і!а ?\0[ь. Він відображається з допомогою сра в кулю 
Da> з допомогою cpft — в кулю Dp (рис. 4.19). Можна вста­
новити відповідність між точками підмножини ipa (t/aflt/p) 
та ф, (Ua П £/р) евклідових просторів з допомогою таких відо­
бражень:

Фр °  Ф а : Фа  (U a П ^р) ->  фр (^ а  П U р);

Фа  °  Фр1 : Фр (Ua П U ft) ->  фа ( і/a  П ^р)

(див. рис. 4.19). Оскільки фр, —гомеоморфізми, то І ф  ̂о ф"1, 
Фа о <p“J — гомеоморфізми, причому (ф{., о ф"1)** =  фа О ф 1̂ і
(Фа °Фр 1 г , =в Ф р ° ф ; 1.

ЯкшО в евклідовому просторі, в якому розташована куля 
Дх, введені координати Д  а в евклідовому про­
сторі з кулею D$— координати^, . . .  , i j \  то відображення 

записується в координатах так:

•••
Зауважимо, що коли в кулі Da введені координати, тод1 

природним чином вводяться координати в околі Ua (див* 
риє. 4,19). А саме, точка A ^ U a має ті ж координати, що М

і



і точка Л' <=£>«, якщо Л' =  <ра ’(Л), де сра — відображення,
яке задає гомеоморфізм Ua в Д*.

Ви з н а ч е н н я .  Околи Ua, ' точок многовиду назива­
ються картами. Сукупність карт, які покривають увесь 
многовиду називається атласом.

Многовид називається диференційовним, я/ацо існує 
атлас, <9г функції переходу від одних координат до дру- 
гы*, як/ зд<?а/отб відображення (f^o ф"1, фа °<Рр\ належать
класу Сг, г >  1,

/Иыогояш? називається аналітичним, якщо існує атлас, 
<9с функції переходу від одних координат до других е 
аналітичними.

Приклади, 1. Розглянемо двовимірну сферу, що задана 
рівнянням (* * )2 +  (*2)2 4- (* 3) 2 = 1 ,3  індукованою тополо­
гією. Складемо атлас сфери із шести карт U\ : * ’> 0 ; U^: 
**<0; Uз : *2> 0 ; С/4 : *2< 0 ; U5: *3> 0 ; (Ув * х3<0. Знайде­
мо зв’язок між координатами в перетині карт. Розгляне­
мо карти U\ : х ]> 0  та /У3 :* 2> 0. Карта (7| гомеоморфна 
відкритому одиничному кругу з центром у початку ко­
ординат, розташованому в площині *2*3. Тому в карті Uі 
на сфері за координати точки можна взяти числа ы1==*2, 
и***хь. Карта однозначно проектується на відкритий 
круг площини Xі х3, причому проекція задає гомеомор­
фізм. Отже, можна вибрати v] = x \  v2= x3 за координати

і Xі >  0
на сфері в карті U3. В перетині карт Ux П Су і х2 >  0 У кож‘
ної точки є координати (а1, а2) та (а \ у2). Згадавши, що 
(а:1)3 +  (,х2) 2 +  (* 3)2 =  1, знайдемо зв’язок між цими коорди­
натами:

cM.v V і  = V 1 -  (и1)* — (ы2)2;( Vі =  У
\ У2 =  U2.

Функції v1— v1(u1, и2), v 2 =  v2 и1, и2) аналітичн? 
оскільки (и1?:2 +(«2)2ф  і.

Обернене відображення и1 =  и1 (о1, у2); и2 =  и2 (у1, у2) 
також може бути задане за допомогою аналітичних 
функцій.

Таким чином, показано, що сфера — це аналітичний 
многовид.

Зауваження: а) подібно попередньому доводиться, що 
п-вимір.на сфера — аналітичний многовид; б) можна 
вкрити сферу двома картами: видалити північний полюс 
і здійснити стереографічну проекцію із північного полю­
са на дотичну площину сфери в південному полюсі; ви-



далити південний полюс і здійснити стереографічну про* 
екцію із нього на дотичну площину в північному полюсі.

Задача. Знайти зв’язок між координатами у випадку, 
коли сфера вкрита двома картами,

2. Розглянемо проективний простір RP2 і доведемо, 
що він є многовидом. Нехай (х\  х2, хг) — однорідні ко­
ординати. Проективний простір можна вкрити трьома, 
картами: Uі : х 1 Ф0; 1]2 \ х 2^ 0; Uz>x3¥ z0. Знайдемо зв'я­
зок між координатами в перетині карт Uі, U2. В карті U\ 
введемо координати I і =  - j , І2 =  -х; в карті U.2 — ті1 =  -5 ;X X  х

Xі 1 Е2і]2 =  . Тоді функції г)1 =  5 х\2 — задають зв’язок між
координатами в області Ux П t/2-

3. Розглянемо дволанковий плоский маятник. Точки 
А і В рухаються по колу незалежно одна від одної. Отже, 
сукупність всіх можливих станів маятника — це тер, і ця 
сукупність є многовидои.

Якщо маятник не плоский, то точки А та В незалежно 
одна від другої рухаються по сферах. Сукупність усіх 
станів такого маятника — многовид S2X ^ 2.

4. Розглянемо множину всіх прямих на площині. Це 
многовид, що гомеоморфний нескінченному листку Ме- 
біуса. Справді, будь-яку пряму на площині можна зада­
ти нормальним рівнянням *cosfp+|/sin<p==A. Набору 
(ф, h) відповідає певна пряма. Якщо пряма І задана рів­
нянням jtcostpo +  ysirnpa *=* Ло, то заміна кута ф0 на кут 
фо+л означає, що напрямок нормалі до прямої І змінили 
на протилежний, тому ho в рівнянні прямої потрібно за­
мінити на — /і0. Таким чином (ф, h) і (ф +  я , — h) задають 
одну і ту ж пряму. В інших випадках різним наборам 
(ф> А) будуть відповідати різні прямі.

Розглянемо тепер смугу О ^ф ^ л , — oo< /*< ;-f оо і ус­
тановимо взаємно однозначну відповідність між точка­
ми смуги та прямими на площині. Різним внутрішнім 
точкам смуги відповідають різні прямі. Граничним па­
рам (0, Л) та (л, —А) відповідає одна і та ж пряма. От­
же, граничні точки (0 , Іг) 9 (я* —А) потрібно ототожнити. 
Після ототожнення одержимо нескінченний листок Ме- 
біуса. Але нескінченний листок Мебіуса є многовидом, 
оскільки будь-яка його точка має окіл, який гомеоморф­
ний внутрішності круга.

Задача. Задати тор як поверхню обертання і довести, 
що він є многовидом.



В и з н а ч е н н я .  Зануреною поверхнею називається 
локально-топологічний образ многовиду відповідної ви- 
мірності, що лежить в евклідовому просторі.

При клад. Розглянемо пляшку Клейна. Як многовид 
вона зображена на рис. 4.1 (де показано, як потрібно 
ототожнити граничні точки квадрата). В тривимірному 
евклідовому просторі пляшка Клейна без самоперерізів 
не реалізується. Пляшка Клейна — занурена поверхня. 
Як занурена поверхня в тривимірному просторі вона зо­
бражена на рис. 4.20.

4.7.3, Д в о в и м і р н і  к о м п а к т н і  м н о г о в и д и
і

Класифікацію одновимірних многовидів дає теорема, 
що наведена нижче.

Теорема 28. Компактний одновимірний многовид го- 
мсоморфний колу, некомпактний одновимірний многовид 
гомеоморфний прямій.

Розглянемо двовимірні многовиди.
В и зн а ч е н н я . Сумою XUY двох топологічних про- 

сторів X, Y у що не перетинаються, називається сукуп­
ність, яка складається із точок X  та У, відкриті околи 
в  яких — це околи, відкриті в X  або У.

Нехай Ху У — топологічні простори, А — підмножина X, 
f : А У — неперервне відображення. Кажуть, що X  при­
клеєний до У за допомогою відображення f , якщо одержаний 
новий топологічний простір (позначається через У (J ;Х), який 
є фактор-простором ХНУ із такими класами еквівалентності: 
якщо точка х0 <= Х \ А  або У \ /  (Д), то її клас еквівалент-

•  • «  а  » •* *  •ності складається із неї; якщо х0 є  я , то п клас еквівалент­
ності складається із точок /  (*„), f~l (f (х0)). На Y  (J fX  вво- 
диться фактор-топологія.

Приклади. 1. Розглянемо сферу S2, на якій виріжемо 
область, що гомеоморфна кругу (зауважимо, що область, 
яка лишилася, також гомеоморфна кругу). Одержана 
поверхня називається сферою з діркою. Якщо із тора 
вирізати область, що гомеоморфна кругу, одержимо по­
верхню, яка називається ручкою. Отже, нехай топологіч­
ний простір X — це ручка, А а Х  — граничне коло, топо­
логічний простір Y — сфера з діркою, f — топологічне ві­
дображення множини А на межу дірки. Тоді Y\]jX — 
сфера з ручкою, тобто поверхня, яка одержується, коли 
до сфери з діркою по граничному колу приклеюють 
ручку. ,



Якщо на сфері р дірок, до кожної з яких приклеєна 
ручка, то одержана поверхня називається сферою з р 
ручками.

Зокрема, сфера з однією ручкою — це тор, з двома — 
крендель, з трьома — крендель з трьома дірками.

2. Межею листка Мебіуса є коло. По межовому колу 
до сфери з.діркою можна приклеїти листок Мебіуса. 
Якщо на сфері q дірок, до кожної з яких приклеєний: 
листок Мебіуса, то одержана поверхня називається сфе­
рою з q листками Мебіуса.

Сфера з одним листком Мебіуса — це проективна пло­
щина.

Сфера з двома листками Мебіуса — це пляшка 
Клейна.

Поверхня, в якої є підмножина, що гомеоморфна ли­
стку Мебіуса, називається неорієнтованою поверхнею. 
Таким чином, сфера з листком Мебіуса — неорієнтована 
поверхня.

Теорема 29. Будь-який компактний двовимірний мно- 
говид гомеоморфний сфері з р ручками або сфері з q 
листками Мебіуса, причому сфери з різною кількістю 
ручок не гомеоморфні між собою, сфери з різною кіль­
кістю* листків Мебіуса не гомеоморфні між собою, 
сфери з ручками не гомеоморфні сферам з листками 
Мебіуса.

Доведення теореми можна знайти в роботах [2; 12].
Із теореми випливає, що існують зліченна кількість 

орієнтованих компактних двовимірних многовидів і злі­
ченна кількість иеорієнтованих компактних двовимірних 
многовидів.

Дозедемо, що сфери з ручками і сфери з листками 
Мебіуса — многовиди, одержавши їх за допомогою бага­
токутників факторизації.

Розглянемо довільний багатокутник. Однією і тією ж 
буквою будемо позначати сторони, які ототожнюються. 
Кожну сторону наділимо стрілкою, яка буде показувати, 
як склеювати сторони. Якщо тепер задати обхід багато­
кутника, то кожній стороні буде відповідати + 1  або — 1 
залежно від того, співпадає напрямок сторони з напрям­
ком обходу багатокутника (в цьому випадку стороні від­
повідає +  1) чи протилежний йому (в цьому випадку 
стороні відповідає —1). Границя багатокутника, що зо­
бражений на рис. 4.21, записується так: aba-'b-'c. Здій­
снивши вказані склеювання сторін багатокутника, одерл 
жимо поверхню.



Приклади. 1. Тор одержується із прямокутника з ме­
жею аЬа~Ч)-\

2. Ручка одержується, коли із тора вирізається об­
ласть, гомеоморфиа кругу. Отже, ручку можна одержати 
із п’ятикутника, якщо склеїти його таким чином: aba~lb~'c.

3. Листок Мебіуса одержується із прямокутника з 
межею ad\ad2 (рис. 4. 22).

Рис. 4.21 Рис. 4.22

Зробимо переклейку. Розріжемо прямокутник по діа­
гоналі с, а по стороні, що позначена буквою а, здійснимо 
реальне склеювання. Тоді границя багатокутника, що за­
дає листок Мебіуса, запишеться так: ced (рис. 4.23).

Представимо листок Мебіуса ще одним способом. 
Розріжемо прямокутник, що зображений на рис. 4 .2 2 , по 
середній лінії А,А2. Здійснимо тепер реальне склеювання 
по стороні а, яка складається із двох частин — а, та а2. 
Одержимо кільце (рис. 4.24). Щоб одержати із кільця 
листок Мебіуса, потрібно на внутрішньому граничному 
колі виконати ототожнення діаметрально протилежних 
точок. Зауважимо, що для одержання із кільця листка



Мебіуса можна ототожнити діаметрально протилежні 
точки і на зовнішньому колі.

Повернемося тепер до сфери з р ручками та сфер з q 
листками Мебіуса.

Розглянемо сферу з р ручками як поверхню, що одер­
жується при склеюванні відповідним чином сторін бага­
токутника^.

Зауважимо, що сфера одержується із двокутника з 
межею аа~К

Якщо до сфери з однією діркою (до області, що го­
меоморфы а кругу) підклеїти ручку aba~lb~lct то одер­
жимо тор аЬсгхЬ~1. Сферу з двома ручками можна одер­
жати так: із сфери з однією ручкою (із тора) вирізати 
дірку і приклеїти до неї ручку. Отже, сферу з двома 
ручками можна одержати із восьмикутника з межею 
аіЬі<ї{хЬ~1а2Ь2сГ̂ Ь~ 1 тощо.

Сфера з р ручками одержується із 4р-кутника шляхом 
факторизації його сторін таким чином: aibla~l1b']1 ... апЬрсГр1Ь~Х' 
Сфера з р ручками називається ще зв’язною сумою торів.

Розглянемо сферу з q листками Мебіуса.
Листок Мебіуса, як показано вище, можна одержати 

із трикутника з межею аас. Якщо із сфери вирізати одну 
дірку і приклеїти листок Мебіуса аас, то одержимо сфе­
ру з одним листком Мебіуса. Вона утворена із двокутни­
ка з межею аа.

Але листок Мебіуса можна одержати також із кільця, 
якщо ототожнити протилежні точки граничного кола. 
Отже, сферу з одним листком Мебіуса можна одержати 
так: вирізати із сфери дірку, приклеїти кільце, потім 
ототожнити діаметрально протилежні точки границі; але 
з топологічної точки зору це все одно, що з самого по­
чатку ототожнити діаметрально протилежні точки грани­
ці дірки. Тепер легко довести, що сфера з одним листком 
Мебіуса — проективна площина. Справді, сфера з діркою 
гомеоморфна кругу. Тому сфера з одним листком Мебіу­
са одержується із круга, в якого ототожнені діаметраль­
но протилежні точки граничного кола. Але вище ми, щоб 
одержати проектну площину, ототожнювали центрально- 
симетричні точки квадрата. Оскільки квадрат і круг 
гомеоморфії і, сфера з одним листком Мебіуса є проек­
тивною площиною.

Із викладеного вище випливає, що проективна пло­
щ ина— це псевдосфера з ототожненими діаметрально 
протилежними точками границі, або сфера з ототожне­
ними діаметрально протилежними точками.
Ш



Щоб одержати сферу з двома листками Мебіуса, із 
сфери з одним листком Мебіуса сі\а\ виріжемо дірку і 
приклеїмо до її межі листок Мебіуса а2а2с. Отже, сфера 
з двома листками Мебіуса одержується із чотирикутни­
ка з границею a]a]a2a2.

Задача. Довести, що сфера з двома листками Мебіуса 
є пляшкою Клейна.

Сфера з q листками Мебіуса одержується із 2 <7-кут- 
ника з межею а]а]а2а2 ... aqaq. Сфера з q листками Мебіуса 
називається ще зв’язною сумою проективних площин.

Багатокутник з межею па площині є компакт. Сфера 
з р ручками або з q листками Мебіуса одержується із ба­
гатокутника за допомогою факторизації та введення 
фактор-топології. Звідси випливає, що сфери з р руч­
ками або q листками Мебіуса — це компакти.

Покажемо, що це ммоговид, тобто в кожної точки є 
окіл, що гомеоморфиий кругу. Якщо точка розташована 
всередині багатокутника, то в неї є окіл, який гомеоморф- 
ний кругу. Якщо точка міститься на межі багатокутника, 
то потрібний окіл склеюється із двох півкругів. Якщо 
точка співпадає з вершиною багатокутника, то легко по­
мітити, що всі вершини склеюються в одну, а сектори 
послідовно склеюються в окіл, що гомеоморфиий кругу.

За теоремою 29 сферами з р ручками та сферами з q 
листками Мебіуса вичерпуються всі топологічні типи дво­
вимірних компактних многовидів.

Зауважимо, що якщо до одних дірок на сфері при­
клеїти ручки, а до других — листки Мебіуса, то не мож­
на одержати новий многовид; це буде сфера з деякою 
кількістю листків Мебіуса.
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і  Глава 5
ОСНОВИ АЛГЕБРАЇЧНОЇ ТОПОЛОГІЇ

Топологічні простори можуть вивчатися алгебраїчни­
ми методами. Для цього топологічному простору X ста­
виться у відповідність деяка група Н(Х),  що є топологіч­
ним інваріантом, тобто якщо групи двох топологічних 
просторів не ізоморфні, то простори не гомеоморфні. Ві­
дображенню топологічних просторів f : X-+-Y відповідає 
гомоморфізм /* : Н (Х)-*Н  (У). У багатьох випадках ви­
вчати гомеоморфізм груп простіше, ніж вивчати відобра­
ження топологічних просторів.

5.1. Елементи теорії гомотопій

В и з н а ч е н н я .  Нехай X, У — топологічні простори. 
Неперервні відображення f0, /і : X-+Y називаються гомо­
топными (гомотопія позначається так: fo~f \ ) ,  якщо існує 
неперервне відображення F : Xy^I-^Y, де І — одиничний 
відрізок, таке, що F (ху 0 )= /о (* ), F (х, 1 ) = / , ( * ) ,  х<=Х.

Розглянемо квадрат (рис. 5.1). На нижній стороні 
квадрата відображення F(x,  s), х ^ Х ,  s g /  співпадає з /о,



на верхній — з fi, на проміжних рівнях s = c o n s f— з од­
ним із етапів деформації fo в

Т в е р д ж е н н я .  Будь-які два неперервні відобра­
ження f0, fі : Х-кЬ’л, де А — топологічний простір, гомо- 
топні.

Справді, відображення гомотопії може бути задане так: 
F  (х, s) =  (1 — s) /о (х) +  s/j (х). Тут /„ (х), Д (ж) — радіуси- 
вектори в евклідовому просторі Еп.

Т в е р д ж е н н я .  Довільне неперервне відображення /0: 
Х - + Е п гомотопие відображенню /\: А' Р е  Еп, де Р — 
довільна фіксована точка.

Справді, відображення гомотопії можна задати формулою 
F (х, я) >**(1 — s)/0. Будемо вважати, що точка Р співпадає 
в початком координат (рис. 5.2).

Із наведених тверджень випливає, шо будь-які два 
шляхи в Еп гомотопії і між собою

Відношення гомотопії є відношенням еквівалентності.
Вправа. Перевірити, що відношення гомотопії є реф­

лексивним, симетричним та транзитивним.
Таким чином, усі неперервні відображення із X в У 

розбиваються на класи гомотопних відображень. Ці кла­
си не перетинаються.

Окремим випадком гомотопних відображень є відо­
браження із А в У, що гомотопні відносно множин А а Х .

В и з начені ї  я. Відображення / 0, /а : X Y гомотопні 
відносно множини A c z X  (f0 ~ /іМ ), якщо існує 
неперервне відображення F : Х х /--*>• У, яке задовольняв 
умовам F  (х, 0) =  f  0 (х), F (х, 1) =  f x (*), F {a, s) =  / 0 (а) 
для будь-яких а£А,  sg/ .

Приклади. 1. Нехай X  — одиничний відрізок, У — кільце, 
f 0 (x) = y0> /і (*) =  Ті (рис. 5.3). Шляхи у0 та ух гомотопні.

2. Нехай X, У, / 0 та f, такі ж, як в прикладі 1, 
множина А = {a} cz X . Нехай а відповідає значенню і =  0 
одиничного відрізка. Гомотопними відносно множини А є ті 
шляхи, які початок відрізка переводять в одну і ту ж 
точку / 0 (а). Шляхи /0, fx не є гомотопними відносно А 
їдав. рис. 5.3).

3. Нехай X, Y такі ж, як у прикладі 1 : Л =  (а, 6 }, де а 
та b — граничні точки відрізка А, тобто точки, що відпо­
відають значенням параметра t = 0  та t = 1 відповідно. 
Необхідною умовою гомотопності шляхів відносно А е 
те, що шляхи починаються і закінчуються в фіксованих 
точках. Але ця умова не є достатньою.

Справді, шляхи, образи яких співпадають з уо та уі 
(рис. 5.4), не гомотопні.



4. Якщо X  =  /, Y = E \  то будь-які шляхи, що з’єд­
нують дві фіксовані точки, гомотопиі між собою. Справді, 
нехай /о (/) і f x (t) — шляхи, що з’єднують точки / 0 (0 ), 
/ 0 (1), тобто / 0 (0) =  fx (0) і /о (1) =  f x (1). Тоді відображення 
F (/, s) =  (1 — 5) /о (/) +  s/i (/) задає гомотопію / 0 і 

Важливим окремим випадком гомотопії е такий:
Л =  Ь) і / ( в ї - т -

В и з н а ч е н н я .  Шлях з початком і кінцем в одній 
І тій же точці називається петлею. ч ,

Можна розглядати петлю як неперервне відображен­
ня кола з відміченою точкою, яка переходить у деяку 
фіксовану точку.

Ви з н а ч е н н я .  Два топологічних простори X  та Y  
називаються гомотопічно еквівалентними, якщо існують 
неперервні відобраоюент f \ X - > Y  та g : Y -+ X,  що мають 
такі властивості: go f  ~  idx, f o g ~  idy, де idxt idy — 
тотожн і ві дображення.

Гомеоморфні топологічні простори є гомотопічно екві­
валентними (g =  /-1). Обернене неправильне.

Приклади. 1. Нехай X  — точка, У — /і-вимірна куля 
в п-вимірному евклідовому просторі. Легко показати, що 
X  та Y  не4 гомеоморфні. Доведемо, що X  та Y  гомотопічно 
еквівалентні.

Справді, нехай /  відображає точку, з якої складаєтся 
простір X, у центр кулі, g  — усю кулю в точку. Тод* оче­
видно, що g  о / =  idx\ /  о g  ~  idy, оскільки f o g  відображав 
кулю в її центр, а гомотопію задає відображення F (у, s) =  
=  я/, у е  Y  s s / .

Простори, які гомотопічно еквівалентні точці, нази­
ваються стяжними.



2. Двовимірна сфера S2 та сфера S2 зі скінченною 
кількістю відрізків (сфера з антенами), зображені на 
рис. 5.5, гомотопічно еквівалентні. Але два ці простори 
не гомеоморфні. Справді, якщо із S 2 виключити точку, 
лишиться лінійно зв’язна множина; якщо ж із антени 
виключити знутрїшню точку відрізка, то сфера з антена­
ми розпадеться на дві компоненти зв’язності.

3. Коло S'1 та прямий круговий циліндр S 'x  / гомотопічно 
еквівалентні. Справді, якщо f — вкладення кола в циліндр, 
a g — проекція кожної твірної циліндра в точку кола, то 
6 ° f  — ids', f  ° g ~  ids'xi•

Задачі. 1. Довести, що коло та листок Мебіуса гомо- 
топічно еквівалентні.

2. Довести, що циліндр та листок Мебіуса гомотопіч­
но еквівалентні, але не гомеоморфні.

5.1.1. Ф у н д а м е н т а л ь н а  г р у п а  
т о п о л о г і ч н о г о  п р о с т о р у

Нехай X  — топологічний простір, — фіксована
точка. Розглянемо в X  петлі з відміченою точкою х0, тобто 
неперервні відображення / : /-> Х , де /  =  [0 , 1], і / ( 0 ) =  
«=/ ( 1)= А '0, або де /(а0) =  х0, а0 — фіксована
точка S1.

Визначення.  Добутком петель f(t) та g {(), 0  <  
<  / <і 1 називається петля

Сfog)  (і)
’/ ( 2 f), і ;

g{2 t— 1).
Зауважимо, що добуток петель некомутативний. тоб­

то петлі f o g  та go і не співпадають.



Оскільки гомотопнїсть е відношенням еквівалентності, 
то множина всіх петель з відміченою точкою розбивається 
на класи гомотопных петель. Клас петлі / позначається 
через ff]. На множині класів гомотопних петель також 
можна ввести операцію множення.

В и з н а н е  н н я. Добутком класів [/] і [g| нази­
вається клас [/ °g] ,  де f — представник класу [/], g — 
представник класу |g].

Коректність визначення доводиться таким тверджен­
ням.

Т в е р д ж е н н я .  Якщо g0 ~ g i .  яе /о. fі. go
g, — петлі, ТО /0 o 'g 0 ~ / l o ft-

Д о в е д е н н я .  Оскільки / 0 ~ / і ,  то існує відображення 
гомотопії F{t, s): ! х  / -*■ X  таке, що F (/, 0) =  / 0 (/), F (І, 1) =  
=  /, (0. Оскільки g0 ~  gu  то існує відображення гомотопії 
<J (t, s) : /  X і  X  таке, що G (/, 0) =  g 0 (/), G (/, 1) =  (0-
Гомотопію між / 0 ° g 0 та f l ° g l встановлює відображення 
(рис. 5.6)

H(t,  s) =  І F{2(, s), 0 < t <  1/2;
G (2/ — 1, s), 1/2 < t <  1.

Т в е р д ж е н н я .  Сукупність усіх класів петель з від­
міченою точкою із введеною операцією множення є гру­
пою.

Д о в е д е н н я .  Згадаємо, що множина елементіп 
із введеною операцією множення є групою, якщо: 1) існує 
одиничний елемент е ( а е = е а — а) для будь-якого еле­
мента а; 2 ) для кожного елемента а існує обернений 
елемент а~ 1 (аа~1 =а~]а ~ е ) ;  3) операція множення асо­
ціативна: ( a b ) c - a ( b c ) .

Одиницею в сукупності класів всіх петель з відміче­
ною точкою назвемо клас е =  [еХо], де еХа — стале відобра­
ження відрізка в точку х0, тобто еХо: /  -v X  можна задати 
формулою еХл (t) — х0, t £ /.

Для будь-якого гомотопічпого класу [/] обернений еле­
мент введемо таким чином: / _1 (0  — /  (1 — t) і [/]*х =  І/*1].

Перевіримо тепер виконання аксіом 1—3. ,.л
1 . Покажемо, що /о  еХо ~  /, тобто [/] о е =  [/].
Знайдемо потрібну гомотопію F : /  х  /  - * Х ,  таку, що

/ ( 2 0 , 0 < / «  1/2 ;
єа:» (2/— 1)» 1/2 < і І <5

F(t, 1) =  /  (0-
і;

Схематично дію гомотопії зображено на рис. 5.7. Рів­
няння прямої, що проходить через точки (1/ 2 , 0) та (1, 1),



F(t, s) =
f{at +  b), 0  «si 

eXo(d +  d),

'S i
9

>1
^ 7

■ _ : /
0 4 К c ' "

Рио, 6,7 Рис, 6.8

ЗинПдемо параметри a, b, с, d із умови: образ кожної 
петлі, що входить в добуток, повинен повністю пробіга­
тися, тобто пироа, якиЛ стоїть па місці аргументу, пови­
нен ЗМІНІОИЯТИСП «Ід 0 до 1 при зміні і  у відповідних гра­
ницях. Отже, підставимо у вираз at +  b значення t ~ 0  та
І ■* ; одержимо відповідно 0  та її

ввідси а — i +  s

b — 0;
а —~— Ь Ь =  1,

, 6  =  0 ; аналогічним способом знайдемо с і сі:

{0 [- ± 1  +  d =  0 ;

ВВІДСИ с = 1 — S
Таким чином,

Fit , s) =

, d =

14
Єх,

с +  cl =  1,
s +  1
s —  1 •

2/ , 0  <  t < 1 +  s.
1 +  s

121 —  s —  I
2

H -5
1 — s ) '  2

Аналогічно доводиться, що eo [/] =  [/].

<  t <  1 .



2. Покажемо, що /  о/_1 е*ої тобто [/]°[/T 1=!£- 
Схематично гомотспія петель / о / ' 1 та еХо зображена на 

рис. 5.8. Рівняння прямої, що проходить через точки
( у ,  о ] , (0 , 1), має вигляд £ =  y s - f i .

РІВНЯННЯ прямої, ЩО проходить через ТОЧКИ I і -  , о ) ,

(1 , 1), записується так: t — ^  s ~ . Тому відображення 
гомотопії має вигляд

F (і, s) =

+  0 < / < — T S + T :

еХо (а2( + b2), — y S - | - - ~ < / < ! y S  +

/  (а4  +  6g), s +  у  «  * 1

Знайдемо параметри гомотопії:
X  • 0  +  Ьг =  0 ;

1 — S і і. іаі • =  Ь
2

ввідси Оі =  =  0 ;

' ^x*S +  ^2 =  0 ;

«2 • 'Ц 1І +  Ь8 == 1,

тоді *

«а • у р  +  Ьй =  Ц 
аз * 1 +  8̂ =  0 »

евідси а3 =  
Отже,

Аналогічно доводиться, що [[}ф% о [/] =  е.

і



3. Покажемо, що ft о (g о f) ^  (ft о g) о f t тобто [ft] о ([g] 0
МЛ-

Справді,

< » • « « - \7 № « v .

f t o ( g o f )

(g ° /)(2 /), 0 < / < y ;  

ft(2/ — 1), j < t <  1;

r / (40, o - e / ^ 4 - ;

g ( 4 i - l )  , ! < / < :  1

Аналогічно,

2 ’
f t ( 2 / - l ) ,  - L < t <  I.

(/i о g) о I

ft (4/ — 3), |  <  < <  1.

Гомотоиію між ho (go [) та (hog) o f  допоможе встановити 
риє. fi.9.

Запишемо рівняння прямої, що проходить через точки

( І ’ ^ ) ’ ( т  ’ ' ) ’ м аєм 0  ^=  ~Т“ ■ Пряма, яка проходить

через точки ( у ,  о ), { } , і ) ,  може бути задана рівнянням 
5 -4- 2t »  . Рівняння гомотопії має вигляд

S + 1 .
4 *

,

/  (V  +  &і), о <  t

F(t> s), =  ё Ы  4- Ьг), « і <

li(a3t +  &j), <  і <  1.

Знайдемо коефіцієнти al9 ЬІУ i=z 1, 2, 3:

Щ р

* 0  -Ь =  0 ;
s + i + » , = i .

6ВІДСИ a . s +  і • *i =  0 ;

2G9



an

4

i ± i
4

s +  2 
4

+  ^
+  b2 =  Ь

тоді д2 =  4, 62 =  — (s +  1);
s +  2 . < /■»ai • 4----h =  0 ,

aii +  b2 “  b
4 . s +  2звідси a3 =  2 ^ ,  />3 =  r ± ^ .

Таким чином,

f
41

s + 1
, 0 «5 l < s + I

f(*, S) — ^(4/ — s — 1), s + l s+  2 .4 <   ̂<  —4— »

/I (4/ — s —  2\ s + 2
l 2 - і / ’ <  / <  1, *

і гомотопність петель h О (g о /), (ll О g) о f  доведена.
Отже, класи гомотопних петель утворюють групу. \
В и з н а ч е н н я .  С у к у п н іс т ь  у с іх  к л а с ів  го м о то п н и х  

петель з в ід м іч е н о ю  точкою  Xq то п о л о г іч н о го  п ро сто ру  X  
н а зи в а єть ся  ф ун д а м е н тал ьн о ю  гр уп о ю  п р о сто р у  X  і  по ­
зн а ч а є ть ся  через лі (X , Хо) .

Т в е р д ж е н н я .  У лінійно зв’язного топологічного 
простору фундаментальні групи з різними відміченими 
точками ізоморфні між собою.

Д о в е д е н н я .  Нехай X  — лінійно зв’язаний топологіч­
ний простір, Розглянемо лх (X, х 0) та n l  (X , хг). Нехай 
у — шлях, що з’єднує точки х 0 та х и  у (0 )  —  х п, у ( \ )  —  x v  
Кожній петлі /  з відміченою точкою х0 природно можна



поставити у відповідність петлю з відміченою точкою ки  
а саме: f |-> у~1 о [б у. Таким чином, одержуємо відобра­
ження у*: nL(Xf x0) ^ n l (Xt хх), яке ставить у відповід­
ність класу [/] клас [у" 1 о / о  у]. Відображення у* визначене 
коректно, оскільки якщо f t ^  /2, ТО у" 1 О Д о у ~  У’ 1 О / 2 о у.

Справді, якщо F  задає гомотопію /х та / 2, то у 1 o'/7o f  
задає гомотопію у”1,1 fx о у і у" 1 о f2 о у.

Доведемо, що у* — ізоморфізм, тобто це гомоморфізм, 
відображення «на» і існує у*1. Щоб довести, що гомо­
морфізм, покажемо, що у* ° ’[/* g ] =  у* [/] о у* [g ):

Y* ° [/ 0 g] = ІУ"1 0 / ° g о Yl = iY’ 1 о /о у о у 1 ° £о у] =»
=  [у-1 & f о у] о [ y - ' o g o y ]  =  y*[/]°Y* [ g l

Доведемо, що у* — відображення «на». І Іехай а  — петля 
З відміченою ТОЧКОЮ Розглянемо петлю у о G6 о у”1, це 
петля з відміченою точкою х0. Оскільки у о  а  о  у 1 а, 
а [у о ао  у"1] [ а ] ,  то у* — відображення «на». Обернене 
до у* відображення у” 1 будується так: у"1: [а] -+ [у <> ос у у"1].

У лінійно зв'язному топологічному просторі фунда­
ментальна група не залежить від точки. Тому фунда­
ментальну групу лінійно зв’язного топологічного просто­
ру X будемо позначати через яДХ).

В и з н а ч е н н я .  Топологічний простір, в якого фун­
даментальна група тривіальна (л1(Х)==0 ) 1 називається 
однозв’язним.

Будь-яка петля однозв’язиого топологічного простору 
стягується в точку.

Приклади. 1. Доведемо, що л\ (Еп) =  0. Справді, нехай 
відмічена точка — початок координат. Тоді відображен­
ня F (/, s ) — s-f(t)  задає гомотопію між довільною пет­
л е ю  /  і точкою — початком координат.

2 Доведемо, що ш (Sn) = 0 , де /г> 2. Розглянемо де­
яку петлю f на сфері. Можливі два випадки: петля f не 
вкриває всю сферу, петля f вкриває всю сферу.

Нехай існує точка Оe S n, яка не вкривається петлею. 
В діаметрально протилежній точні побудуємо дотичну 
гиперплощину та здійснимо стереографічну проекцію 
сфери із точки О на гіпернлоїцину. Петля / перейде ь де­
яку петлю f на гіпергілоиіині. Оскільки л і(£ ”)=*0, то на 
гіперплощикі петля / стягується в точку. Повертаючись 
на сферу, одержимо стягування петлі в точку.

Розглянемо тепер випадок, коли петля f вкриває всю 
сферу. Побудуємо петлю g, що гомотопна даній, але не 
заповнює зсю сферу. Розіб'ємо відрізок, образом якого



< петля /, па малі відрізки, образи яких лежать у досить 
малих околах на сфері так, щоб у них, не входили діамет­
рально протилежні точки сфери (тоді будь-які дві точки 
околу з’єднує єдина дуга великого кола). Нехай ti — 
точки розбиття відрізка. Точкам /*, /»+1 відрізка на сфері 
відповідають точки /(/,) , / ( /ж )  відповідно. Існує єдина 
дуга великого кола» що з’єднує /(/*), /(/*+1). Заміняємо 
даний кусок петлі дугою великого кола. Робимо це на 
кожній ділянці. В результаті замінимо петлю / петлею g , 
що складається із дуг великих кіл. Доведемо, що [ ~ g .

Справді, частина петлі f% яка з’єднує /(/*), / ( / і+і), 
лежить па одній півсфері, там же лежить частина петлі 
g t що з’єднує точки /(/,) з / ( /ж) .  Відобразимо цю пів­
сферу на площину, а на площині будь-які шляхи, що 
з ’єднують дві фіксовані точки, гомотопні. Петля g, оскіль­
ки вона складається із дуг великих кіл, не вкриває всю 
сферу, а тому стягується в точку. Отже, стягується в точ­
ку і нетля /, їй гомотопна.

Зауважимо, що тут використано обмеження п ^ 2 ,  
коли одержано петлю, яка не вкриває всю сферу.

3. Доведемо, що n i ( S ) = Z ,  де S 1 — одиничне коло, 
Z — адитивна група цілих чисел. Нехай коло задане рів­
нянням х 2+ у 2= 1 , причому ( 1, 0 ) — позначена точка. 
Кожній петлі поставимо у відповідність деяку неперервну 
функцію <р(/), яка називається кутовою функцією, де 
<р(/) — орієнтований кут, утворений радіусом кола з до­
датним напрямком осі Ох. Кожна петля може бути зада­
на з допомогою цієї функції так: *=cos<p (/), y =  sincp (/).

Зауважимо, що <р може набувати скільки завгодно 
великих значень. Графіки функцій ф(/) зображені на 
рис. 5.10. Для будь-якої петлі число ф(1) кратне 2л. 
Отже, будь-якій петлі можна поставити у відповідність

, <г (0)ціле число Л— .
Доведемо, що гомотопиим петлям відповідає одне 

і те ж число. Тим самим буде доведено, що вказане відо­
браження — це не тільки відображення петель у множину 
цілих чисел, але й відображення гомотопічиих класів. 
Нехай / 1

Г jc =  cos q>! (0 ; г J  х =  cos (p2 (/);
' 1 ‘ 1 У =  sin фА (/); ' a • І у  =  sin ф2 (<).

Тоді є функція гом топії ф (/, s); функція — неперервна 
і набуває лише цілочисельиих значень, тобто є сталою,



Отже, графіки ер для гомстопних петель закінчуються в одній 
точці. Нсгомотопним же петлям одне і теж число відпові­
дати не може, бо в противному разі графіки кутових функ­
цій закінчувалися б в одній точці і, взявши петлі з куто­
вими функціями ф (/, s) =  syl (0  +  (1 — s) Ф2 (0 * можна було 
б одержати гомотопію початкових петель (див. рис. 5.10). 
Таким чином, відображення [f]-+n взаємно однозначне.

Нехай ап — петля, що п раз оббігає коло. Легко ба­
чити, що аг =  {cos 2 nt9 sin 2 л/), ..., ап— {cos 2 nnt, sin 2 лnt\. 
Звідси випливає, що відображення n 1 (s1)-> Z  є відобра­
женням «на».

Лишилося перевірити, що Ф ([/] ° [g]) =  Ф (1/1) ° ф ([£])• 
Доведемо це на петлях. Розглянемо петлі аПі та (за­
уважимо: аПі -> пи ссП2 п2). Очевидно, що аПх о аПл =
=  а”* о аї* =  =  аЛі+П2. Таким чином, доведено, шо

(s1) = Z.
Т в е р д ж е н н я .  Якщо X, Y — лінійно зв’язні топо­

логічні простори, то
Ді (X  х У) =  Лі (X) х лх (Y).

Д о в е д е н н я .  Зауважимо, що коли в декартовому 
добутку брати топологію добутку, то X, Y будуть лінійно 
зв’язними (зв’язними) тоді і тільки тоді, коли простір 
X X Y лінійно зв’язний (зв’язний). ,І

Нехай ф (/)с і Х х Y  — деяка петля. Розглянемо проек­
ції р : X  х Y  -> X, g : X  X Y Y; f (t) =  pep (і) — петля 
в g (і) =  qq> (t) — петля в Y. Якщо Фх^Ф*, то / х ~ / 2> 
g { ~  g2> Справді, якщо F (/, s) задає гомотопію срх та ф.2, 
то pF(t,  s), qF(t t s) задають гомотопію / lf / 2 та 
відповідно. Можна тепер розглядати відображення р* : [ф] 
-►ІЛ» ? * :[ф ]-И Й  і лх(Х X 10 =>[К] -*(ІЛ . [£)). Пока­
жемо, що останнє відображення задає ізоморфізм груп. Для 
цього потрібно довести, що відображення однозначне, 
є епіморфізмом та гомоморфізмом.

Будь-яка впорядкована пара із я і(Х )Х яі(У ) є образ 
деякого елемента, отже, відображення [К]->-([/1 , [gj — 
це відображення «на».

Раніше доведено, що коли ф і~ ф 2, то /і — f2 і 
Доведемо, що має місце і обернене. Нехай при­
чому гомотопію встановлює F (/, s ) ; і нехай відображення 
G(t, s) задає гомотопію g\ та g 2. Тоді H — (Ff G) вста­
новлює гомотопію фі та ф2. Гомотопність випливає із 
очевидного зауваження: якщо фі= (fu g і); ф2=  (/2, £г) * то 
Фі • ф2 =  (/і • /2> £і " Яг)* Звідси випливає, що дане відобра­
ження є гомоморфізмом.



Приклади. 1. я , (Т-) =  л, (S1 х  S1) =  Z 0  Z.
О, р, q >  1;

я, (5Р х  S4) =  \Z,  р >  1, q -  1;
і Z 0 Z ,  р = і ,  7 = і ;

з. я , ( 5 » х £ Ч - { | / Д Ї .

4. Л і ( / С ) = 2 ,  де /( — кільце, ОСКІЛЬКИ кільце € топо­
логічним добутком кола і відрізка.

Зауваження. Наведені нижче два твердження еквіва­
лентні.

1. Топологічний простір однозв’язний, тобто будь-яка 
петля гомотопна сталій петлі.

2. Будь-яке відображення кола в топологічний про­
стір можна доповнити до відображення круга в тополо- 
гічний простір так, щоб на колі воно співпадало з пер­
вісним.

5. 1.2.  Г о м о м о р ф і з м  ф у н д а м е н т а л ь н и х  груп  
пр и  в і д о б р а ж е н н і  т о п о л о г і ч н и х  

п р о с т о р і в

Нехай ф*. X-+Y — неперервне відображення тополо­
гічного простору X в топологічний простір К; /(/) — пет­
ля з позначеною точкою xG в X. При відображенні ф петля 
f ( t )  перейде В петлю фо / 3 позначеною ТОЧКОЮ  ф (ЛГо) в У. 
При цьому гомотопні петлі переходять у гомотопні, тобто 
<р індукує відображення ер*: ті, (X) (У) фундаментальних
груп. Доведемо, що ф* — гомоморфізм фундаментальних 
груп, тобто доведемо, що ФЛІ/ІМЯІ) =  Ф*([/])0 Ф«Д[£])- 
Дійсно, ер* ((Я° [£])=Ф* (І/ ° gl) =  ІФ (/ ° £)]=ІФ ° f » ф° g] =
=  [ф ° /1 0 [ф 0 gl =  ф* (Г/]> ° Ф* ([£])•

Таким чином, відображення <р: X -+ Y  індукує відобра­
ження ф* : пг (X ) л, (У).

Ланцюжок відображень X Y  ^  Z індукує ланцюжок
ф.# <г2#

гомоморфізмів лі! (я)—> я 1 (У)—>rrt (Z). Легко бачити, що 
(ф2 • ч>і), =  ф2* • Фі*.

Т в е р д ж е н н я .  Гомотопічно еквівалентні лінійно 
зв'язні топологічні простори мають ізоморфні фундамен­
тальні групи.

Д о в е д е н н я .  Оскільки Х у Y  — гомотопічно еквіва­
лентні простори, то існують відображення ф : X - +Y f \р: У-*- 

X  такі, що ф • ф ~  id \y ф • ф ~  idy. Відображення ф



і ф індукують відображення лу \ х )  i t  л л  (У) it, rtt (Z). Умовй 
на <р та ф перепишуться для ф* та ф* таким чином:

Т* ' Ф* =  i d n lw > Ф* • Ф* =  й я̂ ,(у>

Із першої рівності випливає, що ф*— мономорфізм, із дру­
го ї— епіморфізм. Таким чином, ф* е ізоморфізмом.

Зауваження. Від відображень X  З*. Y  -t- Z можна перейти 
до відображень яу (X) ЇХ я і (У) ЇХ (Z), тобто вивчення 
топологічних просторів можна звести до вивчення більш 
простих об’єктів — груп.

Теорема ЗО (Брауера). Будь-яке неперервне відобра­
ження замкненого круга в себе має нерухому точку.

Д о в е д е н н я .  Нехай неперервне відображення 
/ :  D2-+D2, де D2 — замкнений круг, не має нерухомої точ­
ки. Задамо неперервне відображення g  круга D2 на гра­
ничне коло S 1 таким чином: проведемо промінь із почат­
ком у точці f (x)  через х (х-*-}(х)). Він перетне коло в точці 
х ' , g(x) =х'. При відображенні g  точки кола S 1 лишаться 
на місці. Розглянемо відображення S1 X-D2 X-S1, де і — 
вкладення (очевидне, що g • ї =» /сД). Воно індукує ві­
дображення фундаментальних груп: ny (Sl) X  (Z>2) (S1)
або Z fX O it Z, причому idz =  (g • 0* =  S* ■ але 
відображає Z в 0 . Одержана суперечність доводить теорему.

Зауваження. 1. Обертання кільця навколо його центра 
є неперервним відображенням, в якого немає нерухомої 
точки.

2. Теорема правильна для відображення м-вимірної
кулі в себе.

Теорему Брауера можна застосувати при дослідженні 
систем рівнянь. Справді, нехай задана система

[ Si (х, у) =  0;
\ S 2 (х, у) =  0 ,

де g і та g 2 визначені на всій площині. З ’ясуємо, чи є в неї 
розв’язки. Замінимо дану систему еквівалентною:

/ Si (х, у) +  х = х\
I Si (х, У) +  у — у у

або, вводячи позначення </, (х, y)Jr x ^ f 1 (х , у); g z {х, у) -|- 
+  У =  / 2 (х, у), одержимо

И і( х ,  у) =  X;
I f  2 (xt у) =  у.



Таким чином, одержано відображення площини на себе!
(.V, ц) %■  (/', (х, у ) , ).г (х , у)).
Якою

lim іЬ М Ш  =  0 і lim 1 [*■ {*'.Щ =  О,
* * +  у * - * х > У  X2 +  у 2 х * + 0 а-м »  V  X і  +  t)%

то у відображення <р є нерухома точка.
Приклад. Система

* =  Г -м і +  уі +  sin {хі +

У І +  ** +  Vі +  х* +у* + 1/2

має розв’язок.

5.2. Накриття

В и з н а ч е н н я .  Неперервне відображення р : Х~+В, 
де X, й— лінійно зв’язні топологічні простори, назива­
ється накриттям, якщо для будь-якої точки Ь&В існує 
окіл 1/ з Ь  такий що p~l (U) складається із не більш ніж 
зліченної кількості множин, які не перетинаються, і кожна 
з них гомеоморфна околу U. При цьому В називається 
базою накриття, X — вкривним простором, р — відобра­
женням накриття.

Приклади. 1. Відображення p :E ' -+ S l} що задане 
системою

( х  =  cos 2  я/;
\  у  =  sin 2л/,

€ накриттям.
2. Одиничне коло S ] на комплексній площині може 

бути задане рівнянням |г | =  1. Звуження відображення 
z-+zh на S {czC є відображенням накриття р : S l-+Sx. Про­
образ кожної точки другого кола складається із k точок 
першого кола, тобто можна сказати, що перше коло «на­
мотується» на друге k разів.

3. Розглянемо накриття тора q :E 2->T2 площиною. 
Оскільки E2 = E lX E \  a 7,2= S 1X S ,J то накриття q може 
бути задане через накриття окремих компонент, а саме: 
q : (х \  х2)-+{р(х{), р(х2) ) у де р — накриття із прикладу 1.

4. Розглянуте раніше відображення S n^ R P n є на­
криттям. Прообраз кожної точки RPn складається із двох 
діаметрально протилежних точок S n.



Відображення накриття р : Х-+В індукує відображення 
фундаментальних груп р* : л-і (А')-^яі (Я). Нижче дове­
дено, що р* — мономорфізм, тому фундаментальна група 
простору є підгрупою фундаментальної групи бази.

Лема про укривну гомотопію. Нехай р : Х - + В  — на­
криття; /  — шлях у базі з початковою точкою Ь0у тобто 

f(0) = bo. Тоді у вкривному просторі X  існує 
єдиний шлях g такий, що g ( 0) — х, p * g  = f y де х —: 
довільна точка із р~1(Ь0)у тобто існує єдиний шлях, який 
виходить із даного прообразу і накривав шлях f , що ле­
жить у базі.

Д о в е д е н н я .  Оскільки відрізок / =  [0, 1J є ком­
пактом, a f — неперервне відображення, то образ f (/) е 
компактом. Кожна точка {(I)czB має окіл, який входить 
у визначення накриття. Ці околи утворюють відкрите 
укриття / (/), і, з огляду на компактність останнього, з ни* 
можна вибрати скінченне підпокриття Uly . . .  , Un. У пере­
тинах сусідніх ОКОЛІВ U( П £Л+1 виберемо точки bt ЄБ f  {І). 
Таким чином, шлях буде розбитий на скінченну кількість 
маленьких шляхів, кожний з яких лежить в околі, що 
входить у визначення накриття. Виберемо точку х0 s  р~х (Ь0), 
із якої потрібно провести шлях g, який укриває f. За 
визначенням вкриття існує окіл Vu  що має в собі х0 
і є прообразом ІІХ при визначенні вкриття. Оскільки Uх та 
V Y гомеоморфні, то шляху f\v , який з’єднує точки Ь0 та 
ЬІУ відповідає єдиний шлях в Vt з початком у точці х0. 
Позначимо кінець цього шляху через x v  Існує єдиний окіл 
V2y що містить у собі хг і є прообразом U2. В V.2 існує 
єдиний шлях, який накриває шлях із початком у точці Ьг 
і кінцем у точці Ь2 бази. Кінець цього шляху позначимо 
через х2У і т. д. Виконавши цю операцію скінченну кіль­
кість разів, одержимо шлях g, що виходить із точки х0 
і накриває шлях /. Підняття /  здійснюється однозначно.

Із двовимірного аналога леми про вкривну гомотопію 
випливає таке твердження.

Т в е р д ж е н н я .  Якщо шляхи /ь  І2 в базі гомотопні, 
то накривні шляхи g u g2 з початком в одній і тій же точці 
також гомотопні.

Справді, оскільки ШЛЯХИ fu f2 гомотопні, то існує не­
перервне відображення квадрата, що задає гомотопію, 
в базу F{ty s) : / X / - *  В у де Г (іу 0) = /г, F ( t y 1) = / 2 
Діючи як при доведенні леми, здійснимо підняття відобра­
ження F(ty s) у вкривний простір. Одержимо відобра­
ження G (/, s) (р  с G ( ty s) =  F (ty s))9 що задає го м о т о п ію , 
шляхів glt g2 (G (ty 0) =  glt G (ty 1) -  g 2).



Правильне обернене твердження, яке наведене нижче.
Т в е р д ж е н н я .  Якщо у вкривному просторі є два 

гомотопні шляхи, то образи їх— гомотопні шляхи в базі..
Із цього твердження випливає така теорема.
Теорема 31. Відображення р* : п\ (Л’)-^лі (В), що 

індуковане відображенням накриття р : Х-+В, є мономер- 
фізмом:

Д о в е д е н  и я. Нехай g \ — петля в X з позначеною 
точкою Хо така, що /і = p (g i) і fi гомотопна нульовій петлі 
/2» P(*o)=fco- 3 а твердженням ШЛЯХИ / 1, f2 гомотопні. 
Оскільки /2 вкриває нульовий ШЛЯХ, TO f  1 гомотопний 
нульовому шляху. Таким чином, ядро відображення 
р* : л\ (Х)-+п\ (В) складається лише із нульового елемен­
та. А тому р* — це мономорфізм.

В и з н а ч е н н я .  Якщо при накритті р: Х-+В простір 
X однозв’язний (лДА) = 0 ), то X називається універсале- 
н е ю  вкривною В.

Т в е р д ж е н н я .  Нехай X — універсальна вкривна 
В. Тоді між елементами р~1 (Ь0), Ь0̂ В  та елементами 
групи лі(В) існує взаємно однозначна відповідність.

Д о в е д е н н я .  Нагадаємо, що простори X  та В лінійко 
зв’язні. Нехай Ь0 — довільна точка Ву р"1 (£0) =  {х0і хи

• ■ • }• Встановимо взаємно однозначну відповідність між 
точками х0, хІ9 х2, . . .  та елементами групи лЛ(В). Точці

поставимо у відповідність одиницю групи rct (S); точці 
хк> й= * 1, 2 , . . .  — гомотопічний клас петлі, яка є ©бразом 
шляху, що з’єднує точки х0} хк. Коректність встановленої 
відповідності (кожній точці х(і і — 0 , 1, . . .  відповідає 
ЄДИНИЙ елемент (В)) випливає із однозв’язності.

Доведемо ін’єктивність відповідності. Нехай точки 
Хк, хп відображаються в один і той же елемент групи 

тобто образи шляхів, що з ’єднують точки хн та 
і'і, хп, гомотопні. Але якщо шляхи в базі гомотопні, то 

) |кривні шляхи з початком в одній і тій же точці також 
гомотопні, що тягне за собою співпадання точок Xtu хп.

Сюр’ективність встановленої відповідності випливає 
безпосередньо із леми про накривну гомотопію. Справді, 
довільній петлі7  бази відповідає, єдиний шлях з початком 
у точці Хо. Кінець цього шляху співпадає з деякою точкою 
хк<=р~г (Ь0). Точці хк ставиться у відповідність клас [7 ] ^ л і (В).

Приклад. Обчислимо n l (RPn), п >  2. Розглянемо від- 
ображення вкриття Р : Sn RPn, де Sn — універсальна 
вкривна. Прообраз /Г1 (В0) складається із двох діаметрально 
протилежних точок сфери. Отже. n1(RPft) складається із 
двох елементів, тобто тсх (RPn) =  Z2.



Для компактних двовимірних многовидів правильним 
€ таке твердження.

Т в е р д ж е н н я .  Універсальною вкривною S2 та RP2 
є  сфера, універсальною вкривною решти двовимірних 
компактних многовидів (сфер з р ручками, р ^ І ;  сфер з 
q листками Мебіуса, q >  1) е площина [2].

В и з н а ч е н н я .  Нехай G — деяка група, М — її під- 
множина, що складається із елементів {аи а2, ...}• Якщо 
кожний елемент групи G є добутком скінченної сукуп­
ності елементів множини М, а також обернених їм еле­
ментів, то множина М називається системою твірних 
групи G. Ці добутки часто називають словами.

У будь-якій групі для її елементів at, а2 ... виконую­
ться співвідношення

ауеа~' =  е, а, аГ* =  е, а, аГ1 а.га:іа^] а2х — е, . . .
Ліві частини цих співвідношень характеризуються та­

кими властивостями: 1) вони є добутком парної кількості 
співмножників, що відрізняються від одиниці, причому 
якщо в добуток входить елемент а, то в нього входить 
також елемент я г1; 2 ) в добуток входять також принаймні 
два множники а, а*1, які стоять поряд або розділені 
множником е\ 3) властивості 1, 2  зберігаються, якщо про­
пустити в добутку два сусідні множники а, а г1 або 1 .

Такі співвідношення називаються універсальними.
Якщо група G допускає таку систему твірних Af, що 

між елементами множини Лі існують тільки універсальні 
співвідношення, то група G називається вільною.

Приклади. 1. Фундаментальна група ji^ S ^ S 1) є вільною 
групою з двома твірними [2 ].

2. Букетом кіл S j , . . .  , S), називається множина кіл, що
р г

мають єдину спільну точку; вона позначається через V Sa.
a«=l

Згадаємо, що будь-який двомірний многовид одержується
в 4/?-кутника з межею ауЬуаГ'ЬГ1 *.. apbpa ^ ] b j l (сфера 
в р ручками 5 (р)) або із 2?-кутника з межею аха2 .. .aqaQ 
(сфера з q листками Мебіуса S (<?)).

Зауважимо, що межа 4/?-кутника, що породжує S(p), 
після ототожнення є букетом 4р кіл; межа 2 ?-кутиика, 
що породжує S  (q), після ототожнення є букетом 2q кіл. 
Група Пу (S(р)) —• це група, що породжена твірними аЛ,Ьи ... 
. .  ■ , ар, Ьр з єдиним породжуючим нетривіальним співвідно­
шенням

ауЬ^аГ' ЬГ1 . . .  QPbpa J [b^1 ~ е .

»



Група rtl(S(?)) породжена твірними аи . . .  % ад із спів­
відношенням а1а1 . . .  aqaq =  е [ 12].

Теорема 32 (Борсука — У дама). Не існує неперервного 
відображення f : S n ->• Sn~l, цо лшє властивість f ( —х) »  
=  —/(*Л  тобто переводить діаметрально протилежні 
точки в діаметрально протилежні,

Далі теорему доведено для випадків л =  1 та п — 2.
Н а с л і д о к  1 . При неперервному відображенні 

f : S2-W?2, що задовольняє умові f (—x)->— f(x) (діамет­
рально протилежні точки сфери переходять у центрально 
симетричні відносно початку координат точки площини), 
є деяка точка на сфері, яка відображається в початок 
координат.

Д о в е д е н ы  я. Припустимо протилежне: нехай поча­
ток координат не є образом ніякої точки сфери. Тоді
розглянемо відображення g(x) — гу\х1-.. Очевидно, що

Але за теремою Борсука— Улама такого від­
ображення не існує, і наслідок і доведено.

Н а с л і д о к  2. Не існує гомеоморфного відображен­
ня сфери S2 на деяку підмножину площини R2.

Д о в е д е н н я .  Нехай /  : S 2-*-R2— деяке неперервне 
відображення. Тоді знайдуться діаметральні точки на 
сфері з одним і тим же образом. Припустимо, ідо це не 
так. Нехай завжди f  (х) =£f(—x). Тоді розглянемо відобра­
ження g : S2-+R2, що задане таким чином: g(x) = f(x)  — 
J- / ( —*). Очевидно, що g{—x) = —g(x)  і g(-V') ф  (0, 0); 
це суперечить наслідку 1.

Наслідок 2 показує, що не існує глобальної регуляр­
ної иараметризації сфери. Іншими словами, не можна 
в цілому параметризувати сферу так, щоб область зміни 
параметра була областю на площині.

Д о в е д е н н я  т е о р е м и  Б о р с у к а — У л а м а .  Не­
хай п = 1 . Оскільки 5° складається із двох точок, а від­
ображення / неперервне, то все коло S 1 відображається 
в одну з цих точок і теорема доведена.

Нехай п = 2. Сфера S2 накриває проективний простір 
RP2, a S1 — простір RPK Оскільки відображення /  : S2- ^ 1 
переводить діаметрально протилежні точки в діаметраль­
но протилежні, то воно індукує відображення g : RP2-> 
-+RPK Тим самим визначена діаграма

5  і  S 1
Ріі \Рг

RP1 -5- RP1



Ця діаграма комутативна, тобто р2 • f  =  g  • p it і вона ГнЛу- 
куе комутативну ж (р2, • — g* • р\,) діаграму фундамен­
тальних груп:

я х (S2) =  0 Д  я, (5і) -  Z 
Рі.І
Лі (RP2) =  Za ^  я , (ЯЯ1) =  Z

Відображення g* — де гомоморфізм. Але існує єдиний 
гомоморфізм із Z2 в Z, він переводить обидва елементи 
Z2 в нульовий елемент Z (оскільки в Z не існує підгрупі 
потужності 2). Розглянемо в S2 шлях у, що з’єднує дві 
діаметрально протилежні точки. При відображенні f  він 
перейде в шлях, що з’єднує дві діаметрально протилежні 
точки S 1, при відображенії!’ р2 — в петлю простору R P \ 
За лемою про вкривну гомотопно ця петля не гомотопна 
нульовій. З ІНШОГО боку, при відображенні р\ шлях у пере­
йде в нетлю простору RP2, яка при відображенні g  пере­
йде в петлю простору RP1, що гомотопна нульовій. Одер­
жана суперечність доводить теорему.

5.3. Групи гомологій

Згадаємо деякі відомості з курсу аналітичної геометрії. 
Нехай в лінійному просторі R'1 задано два базиси е =* 
=  (еи  . . . »  еп)у е = {еІУ . . .  , е,Х ЩО зв’язані так: ес *= a?ej9 
або в матричному вигляді е =  Ае, де Л =  а{. Як відому 
c!et А ф  0. На множині базисів вводиться відношення екбї* 
валентності: с ~  е det А >  0. Базиси поділяються на дба 
неперетиіші класи. Вибрати орієнтацію лінійного простору 
означає зафіксувати один клас базисів. \

Розглянемо в /2-вимірному просторі Еп з фіксованою 
орієнтацією гіперплощииу Еп~х. Вона ділить йрбстір FA . 
на два півпростори. Зафіксуємо один із них, напрямивши 
в нього вектор v. Будемо вважати, що базис (е2У ... еп) . 
задає індуковану орієнтацію £ я~*1, якщо базис (v, е2, . . .  , еп) 
задає додатну орієнтацію Еп.

5.3.1. С и м п л і ц і а л ь н и й  к о м п л е к с

Ви з н а ч е н н я .  Симплексом з вершинами у впорядко­
ваному наборі точок Л0 (г0), , Ап(гп) простору Еп (де
Л0, Л„ . . . »  А п — точки загального положення, тобто 
ніякі k +  1 точок не лежать у ^-вимірній площині) нази­
вається множина точок із радіус-вектсром г / Jr ІУ де Я ^О  
і Я0 +  Я1 +  . . .  +  Яп =  І. Симплекс позначається через



[А0> . ,  Ап] або Дд. Координати (X°f Я1, . ,  Я") нази­
ваються барицентричними координатами точки симплексу. 

Приклади. 1. Розглянемо Л0 — f/10J. Не точка.
2 . Одновимірний симплекс Д, |/10, At] є відрізок.
3. Розглянемо Д2 =  [А0у Аи  AJ. Це трикутник, радіус- 

вектор його точок г == Я°г0 +  Wr{ +  Я2г2. Якщо Я' =  0, 
для одного з і « 0 , Ц 2 , то одержимо сторону трикутника*

4. Тетраедр — це симплекс Д3 =  [/40, Alf A2t Л3). 
Приклади показують, що симплекс — це узагальнення

тетраедра для багатовимірного випадку.
Індуктивно симплекс АГІ можна побудувати таким чином: 

у просторі береться симплекс Дд—і, у просторі Еп
береться точка, що не належить Еп~ \  і з’єднується відріз­
ками з кожною ТОЧКОЮ Д/}—і .

За допомогою симплексу |Л0, . . .  , Ап] можна задати 
орієнтацію простору Е'\ а саме: базис (гх — г0, г2 — r 0t . . .  
. . .  , гп — г0) задає додатну орієнтацію простору.

Нехай задано симплекс А„ =  [Л0, . ,  А п]. Його (п—1)- 
вимірною граншо є симплекс А*_і =  [Л0, . . .  , Alf . . .  , Ап\\ 
тут запис AL означає, що вершину Аь виключено.

Ви з н а ч е н н я .  Границею п-вимірного симплексу Д„
п

називається формальна комбінація дАп =  V] (—і у д^_£.
і—о

Приклади. 1. Розглянемо симплекс [Л0, Лг] (рис. 5.11). 
Його границею є =  Аг — А0.

2. Розглянемо симплекс А2 — [Л0, Аг, Л2] (див. рис. 5.11). 
Його границя — дА3 =  [Л,, Л2) — [Л0, Л2] +  [Л0, Лц].

3. Розглянемо симплекс А3 =  (Л0, Аи Л2! Л3] (див. 
рис. 5.11). Його границя ЛД3 =  [Аи Л2, Л3] —‘[Л0, Л2 Л8] +  
+  [Л0, Л1( Л3] — [Л0, Аи Л2]. Розглянемо грань, для якої 
Х0 == 0, тобто грань [Ait Л2, Ап]. Базис цієї грані скла-



дають вектори л2 — г„ г8 — ги або г2 — г0 — (г1— г0), 
г3~ г 0 — (г і— г0).

Індуковану орієнтацію грані будемо вибирати відносно 
підпростору, в якому симплекс не лежить. Для грані [Аи 
Л2, Л3] в цей підпростір напрямлений вектор v =  r 1 —г 0. 
Оскільки вектори r , — г0, г 2 — г0 — (г} — г0), г ь — г0 — 
— (/■,— г0) задають додатну орієнтацію простору, вектори 
т2 — г3 — гх задають індуковану орієнтацію грані [Лг,
Л.2, Л8}. Тому в формулі, що визначає <?Д3, грань [АХі 
Л2, Л„) записана зі знаком «+».

Розглянемо грань [Л0, Л2, Л3], для якої ^ = * 0 . Базис 
грані складається з векторів г2 — г0і г3 — г0. З'ясуємо, чи 
співпадає орієнтація, яку задає цей базис, з індукованою. 
У півпросторі, де не розташований тетраедр, напрямимо 
вектор v =  (г2 г0). Вектори — (гх — г0), г2 г0, г3 г0
задають від’ємну орієнтацію простору. Тому в формулі 
границі симплексу грань [Л0, Л2, Л3] береться зі знаком «—».

Отже, якщо орієнтація грані, що породжена порядком 
вершин, співпадає з індукованою, то в формулу границі 
симплексу така грань входить зі знаком «+», якщо не 
співпадає — зі знаком «—».

Т в е р д ж е н її я. Основна властивість границі
дд&п =  0 .

Д о в е д е н ы  я. Грань Д‘/_ 2 =  [Л0, . . .  , А1% . . .  , Л/ , . . .
. . .  , Ап] (для визначеності нехай і <  /) одержується із 
симплексу двома способами: можна із Д„ виключити спочат$г 
Аі9 потім Л/, або навпаки. Виключивши із Дп вершину Ait 
одержимо у формулі границі дАп доданок (—1)*[Л0, . Л
шш. f Ац ш шш t Ап]. Із цього доданка виключаємо Л/, і, Qg: 
кільки Л, уже виключена і номер у вершини Л/ буде 
/ — 1 , то одержимо у формулі границі дд&п доданок (—1)‘Х 
X (—І)7"-1  Д«-2. Якщо із Ап виключити спочатку Л/, а потілі 
А  і, то у формулі границі д д \ г з’явиться доданок (—1)' х 
X (— 1);* &п-2. Сума цих двох доданків дорівнює нулю.

В и з н а ч е н н я .  Симпліціальним комплексом нази­
вається множина, що складається із симплексів різних 
вимірностей, які задовольняють двом умовам: 1) якщо 
симплекс належить множині, то множині належать і всі 
його грані менших вимірностей; 2) будь-які два симплек­
си можуть перетинатися тільки по симплексах.

Приклади. 1 Ситуація, що зображена щ  рис. 5.12 
в симпліціальному комплексі не може мати місця.



2. Багатогранник, якщо його грані розбити на три­
кутники, е симпліціальним комплексом.

В и з н а ч е н н я .  Топологічний простір, що гомео- 
морфний симпліціальному комплексу, називається полі- 
ёдром. А сам симпліціальний комплекс називається сим­
пліціальним розбиттям поліедра.

Приклад. Двовимірна сфера є поліедром. Симпліці- 
альне розбиття сфери можна одержати, якщо вписати 
в неї тетраедр і встановити гомеоморфізм за допомогою 
променів, що виходять із центра сфери.

5.3.2. Г р у п и  г о м о л о г і й  с и м п л і ц і а л ь п о г о
к о м п л е к с у

Розглянемо симпліціальний комплекс X  зі скінченною 
кількістю «-вимірних симплексів д/г, . . . , Д*. Нехай G — 
довільна абелева група; найбільш часто будемо розглядати 
групи Z, Zp, де р — просте число.

Виз на че ння .  Формальна сума Сп =  %.Д', де Я/ е  G, 
/ =  І, . . .  , k , називається п-вимірним ланцюгом.

На множині ланцюгів можна ввести: операцію додання
С\ +  СІ =  S  (к) +  А,,) Ді, нульовий та протилежний еле­
менти. Група ланцюгів— це вільна абелева група (позна­
чається через Сп)у твірні якої є симплексами Д*, г — І , . . . ,  k.

Кожному «-вимірному ланцюгові Сп можна поставити 
у відповідність (п— 1)-вимірний ланцюг, який иазиваєтьс: 
границею Сп і визначається формулою

дсп =  v  х. а д ‘.
і

Розглянемо відображення Сп Сп- \  С0.
Відображення д є гомоморфізмом і має таку властивість:

а а - о .
Виділимо деякі особливі ланцюги.
Ви з н а ч е нн я ,  k вимі рний ланцюг Ck називається 

циклом, якщо dCk =  0; k-ви мі рний лацюг Ck називається, 
границею, якщо існує такий (fe+ І  У вимі рний ланцюг 
Са-Н* ЩО d C k + i  =  C k .

Границі та цикли утворюють абелеві підгрупи групи 
ланцюгів. Група циклів позначається через Zh(X)y група 
границь — через В}і(Х).

Зауважимо, що границі є циклами. Справді, дСк =  
=  ддСи-\-\ =  0 . Обернене, взагалі кажучи, неправильне.



а *+І - і с G -,

Цикли — це елементи ядра гомоморфізма д :Ск-* Ск-і.  
Границі — не елементи образу гомоморфізма д : Ck+ 1 ->* С*.

Ви з н а ч е нн я .  Групою k-вимірних есмологій симплі- 
ціального комплексу X з коефіцієнтами із G називається 
фактор-група Ни( Х , G) = Zk(X, G).jBk ( X , G).

Групою гомологій поліедра називається група гомо~ 
логій відповідного симпліціального комплексу.

Група гомологій поліедра не залежить від розбиття. 
Більш того, у гомеоморфних (навіть у гомотопічно екві­
валентних) поліедрів групи гомологій ізоморфні.

Доказ цих тверджень можна знайти в роботі [2]. 
Приклади. Нехай G = Z.
1. Обчислимо цілочисельні гомології точки. Існує тільки 

симплекс Д0. Тому С0 =  ХД0. Оскільки BQ =  0, Z0 =  Z, то 
Н0 =  Z/0 =  Z. Очевидно, що для ї > 0  має місце Н{ =  0.

2 . Обчислимо двовимірну групу гомологій сфери S2. 
Для цього розглянемо тетраедр [Л0, A lt Л2, Л3]. У тет­
раедра чотири двовимірні грані: ІАІА2Л3] =  Аг, [Л0/42Ла] =
11 Аа* М<АЛ3] =  Д2\  [Л0ЛИа] 8=8 Д2- Тому ланцюг С2 «з
=  2  X- Д2 — це абелева група з чотирма вільними твірними,
тобто Сг =  Z ф  Z 0  Z 0  Z. Оскільки й 2 =  0 (немає три­
вимірних симплексів), то Н 2 =* Z J B 2 =  Z8. Таким чином, 
для обчислення групи гомологій Я 2 (Sa, Z) потрібно знайти 
групу двовимірних циклів Z2, Знайдемо %І9 і =  0, . . .  , З 
такі, щоб границя ланцюга дорівнювала нулю:

д  (Х0 Д2 +  Хі Д2 +  2̂ А2 +  8=8

=  х0ад°2 +  м  А 2 +  К  Д1 +  К  д д 2 =
=  К  (\А2А3] —  \А\А3] +  [АіА2]) +  {[А2А̂ ] 1
— ІЛЛІ + Мо̂ 2І) “Ь 2̂ (М Л І--[Л0/4у] +

+  [А0АХ]) +  Х3 ([AxA2] — [А0А2] +  [А0А1 ]) =  0.

Звідси Х0 +  Хх =  0; Х2 — Xt =  0; Х0 +  Х3 =  0; Хх +  Х2 =  0;
Я3 =» 0; Ха +  ^ з^ О . Таким чином, Хх =  — Х0; Х2=  Х0; 

Х3 а  —Х0, і ланцюг, який е циклом, має вигляд-

С2 =  X (А2 — Д2 +  Д2 — А?)*
Отже, Z2 =  Z і Я а (Sa, Z) =  Z.



Задані. 1. Довести, що tf 0 (S2, Z) =  Z.
2. Обчислити групи гомологій проективної площини для 

G =  Z і G =  Z2.

5.3.3. С т е п і н ь  в і д о б р а ж е н н я

Нехай М*— диференційовний многовид, тобто М1 вкри­
тий картами £/а, кожна з яких гомеоморфка внутрішності 
/-вимірної кулі D* (фа : D1 1)а — гомеоморфізм). У перетині 
двох сусідніх карт 0 а П Up гомеоморфізми сра та щ  задають 
дві параметризації. Відображення =  ФЇҐ ° фа • Фа1 { У  a Q 
П У $-> фр" 1 (Ua П Уц) називається функцією переходу. 
Це відображення в локальних координатах можна записати
так: у£ =  fар(*і, . . .  , Д  і =  1, . . .  , /. Многовид М 1 ди­
ференційовний, якщо функція переходу для будь-якої карти 
диференційовна.

В и з н а ч е и н я. Многовид М1 називається орієнтовним, 
якщо існує вкриття картами, для якого

det > 0

для будь-яких карт С/а, £/р, що перетинаються.
Нехай Ml% N * — компактні орієнтовні диференційозні 

ммоговиди.
Ви з н а ч е н н я .  Відображення f : М 1 N1 називається 

диференційовним, якщо в будь-яких локальних координатах 
воно може бути задане функціями у1 =  ф (х1, . . .  , х1) 
класу С1.

Тонка р ^ М 1 називається регулярною тонкою відобра­
ження /, якщо

~ґ~ 0 .
р

Точка Q ^ N 1 називається регулярним значенням від­
ображення /, якщо її прообраз складається із регулярних 
точок.

Якщо М1— компактний многовид, то прообраз регу­
лярного значення Q складається із скінченної кількості 
точок.

Множина регулярних значень диференційовного від­
ображення f : скрізь щільна в N1.

Ви з н а ч е н н я .  Степенем диференційовноео відобра­
ження f : М1 N1 (М1, N1 — компактні орієнтовні мно­
говиди) називається число

т



»у 2

де Q — регулярне значення відображення /.
Степінь відображення будемо позначати символом deg f .  
Якщо в прообразі регулярного значення Q є т точок 

з додатним якобіаном

і п точок з від’ємним якобіаном, то deg /  ~  m — п.
Можна довести, що степінь відображення не залежить 

від вибору регулярного значення [7; 18].
Нас буде цікавити випадок, коли M l = Nl = SK Сфера 

є орієнтовним многовидом.
Т в е р д ж е н н я. Якщо два диференційовні відобра­

ження гомотопні, то степені відображень співпадають» 
тобто степінь відображення— гомотопічний інваріант.

Теорема 33 (Хопфа). Для того щоб два відображення 
/і. f 2 :S l - +S l були гомотопні, необхідно і достатньо» 
щоб deg/, =  deg/2.

Доведення цієї теореми див. у роботі (18).
Можна ввести степінь неперервного відображення, 

замінивши його наближено диференційовним відобра­
женням.

Приклади. 1. Розглянемо f : S l ->Sl. Нехай обидва 
кола лежать у комплексній площині і задані рівнянням 
\г \ =  1, і нехай f \ z - + z k. Якщо перше коло параметри­
зовано кутом ф, то відображення /  може бути задане так: 
Ф &ф mod 2л. Позначимо локальні координати першого 
кола через х , другого — через у. Тоді відображення / можна
записати у вигляді рівняння у =  kx mod 2л. Звідси ~  =  k.
Оскільки прообраз складається із k точок, у кожній з яких
det >  0 , то deg /  =  k.

2. Розглянемо поліном w =  а0 +  аі z1 +  . . .  + a kzk. 
Введемо на комплексній площині однорідні координати
(ги 2 .,), г =  -1- . Значенню г2 =  0  відповідає нескінченно

2̂
віддалена точка комплексної площини. Добавивши нескін­
ченно віддалену точку, одержимо сферу S2. Поліном w 
задає відображення S2-+ S2. За теоремою Гаусса будь-який 
многочлен у полі комплексних чисел має принаймні один



корінь. Звідси випливає, що кількість коренів дорівнює 
степеневі полінома. Всі точки комплексної площини W, 
крім не більше к — 1, є регулярними значеннями відобра­
ження. Розглянемо довільне регулярне значення. Воно має 
k прообразів — регулярних точок.

Покажемо, що в кожній регулярній точці якобіаи від­
ображення w0(2) більший нуля. Нехай z =  х +  іу\ w — и~\- 
+  iv . Тоді w : (х, у) (и, v). Оскільки w (z) — аналітична
функція комплексного змінного, то за умовою Коші — Рімаи 
ди dv ди dv ~  *
д х ^д у *  д у ~ — дх ’ *0МУ як°біан відображення

ди ди 
дх ду 
dv dv 
дх ду

Звідси випливає, що степінь відображення w(z) дорівнює 
степеневі полінома.

3. Нехай А : Е ‘+{-*■ Е‘+ '— лінійний невироджени й опе­
ратор. З огляду на невиродженість можна побудувати

Ах
відображення / :  х -> ГаГ\ * х ̂  ^ еха® 1*1 =  1. Тоді
f : S l -> Sl. Розглянемо випадок, коли А =  — £ , тобто коли 
/  переводить будь-яку точку сфери 5 1 в діаметрально їй 
протилежну. Обчислимо степінь відображення /. На сфері 
задамо індуковану орієнтацію зовнішньою нормаллю, в точці 
х це вектор е0. Нехай /:х -> -—х. Тоді індуковане відобра­
ження дотичних просторів /*: (clf . . .  , —elt . .. , —et).
Якобіаи відображення додатний, якщо при відображенні 
додатно орієнтований базис дотичного простору переходить 
у додатно орієнтований, і від’ємний, якщо при відображенні 
/* базис, що задає додатну орієнтацію, переходить у базис, 
що задає від’ємну орієнтацію.

Визначник матриці переходу від базису (е0, . . .  , et) до 
базису (—£0, . . .  , —eL) дорівнює (—1У+1. Це і є степенем 
відображення /. Справді, за визначенням індукованої орієн­
тації базис (—е1$ . . .  , —et) у точці f(x) задає додатну орієн­
тацію сфери, якщо базис (—е0, —еІУ . . .  , —et) задає додатну 
орієнтацію простору, і від’ємну в противному разі.

Якщо l = 2kt то степінь відображення дорівнює — 1. 
Якщо 1=2к-\-1, то степінь відображення дорівнює + 1 .

Звідси випливає, що на парновимірній сфері немає не­
перервного дотичного до сфери невиродженого вектор­
ного поля (не молена «причесати їжака», тобто не можна 
зробити так, щоб всі голки лягли, дотитикалися їж а­



ка). Справді, припустимо протилежне: на парновимірній 
сфері з радіусом-вектором г (х) існує неперервне дотичне 
векторне поле у {х ). Відображення F : Sl х  /  -+S1, що виз­
начається формулою \ F  (r (а:), ср) — r cos ф +  v  sin (р, задає 
гомотопію між тотожним відображенням г (х) г (а) (ср — 0) 
та відображенням, іцо переводить кожну точку в діамет­
рально протилежну: г(х)-> — г (х) (ф =  тс). У першого 
відображення степінь 1, у другого — —1. Але степінь 
відображення — гомотопічний інваріант. Одержана супереч­
ність доводить твердження.

5 .3 .4 .  К л і т и н н і  г о м о л о г і ї

В н з u а ч е н н я. Клітинним комплексом (CW-комплек­
сом) X називається хауедорфів топологічний простір, 
який можна представити у вигляді об'єднання не більш 
ніж зліченної кількості попарно неперетинних множин 
е?, кожна з яких гомеоморфна внутрішності кулі відпо­
відної вимірності q, причому: 1) для кожної множини 
е\ зафіксоване відображення ft : D<f-+ X замкненої кулі 
в  простір X, обмеження /? на LP є гомеоморфізмом на 
eq; 2) границя дед =  міститься в об'єднанні скін­
ченної кількості множин менших вимірностей; 3) топо­
логія X така, що множина Qcz X замкнена тоді і тільки 
тоді, коли для кожної клітини е\ повний прообраз
(Гі)~г (Qf}eQi) замкнений в Dq.

Симпліціальний комплекс є окремим випадком клітинного 
комплексу.

Приклади. 1. Сфера S2 є клітинним комплексом: S2 =  
=  U е2у де е° — точка, е2 — сфера з вилученою точкою.

2. Розглянемо тривимірну кулю з границею D3. Вона 
також є клітинним комплексом: D2 — е°[)е2[}е3.

3. Сфера Sn — це клітинний комплекс: Stl =  е°[}егі.
4. Розглянемо проективний простір 

РР2, який одержується ототожненням 
діаметрально протилежних точок гра­
ниці: RP2 — клітинний комплекс, ос­
кільки RP2 =  е° U е1 U е2 (рис. 5.13).

Задача. Довести, що RPn є клітин­
ним комплексом RPn =  U е* U • • • U

5. Двовимірний компактний миого-
вид — це клітинний комплекс. Сфера з 
р ручками одержується із Ар-кутника з рИс. 5.13



границею afiyCu ХЬ7Х ... apbs)a., lb~l . Це і є клітинне розбиття 
S (р)= e9\j e\{j . . .  U Є2Р Ц Є*\ у розбиття 1 вершина, 2р однови- 
мірних клітин і 1 двовимірна клітина. Аналогічно сфера з
q листками Мебіуса 5  (?) =  е° (J е\ (J . . .  U 4  U £2-

Нехай G — абелева група, Сд — ^-вимірний ланцюг,
тобто С и =  Y i ^ ' 4 .  де № е  (ї, е\ — q — вимірні клітини. 
Вводячи природніш чином на множині ланцюгів групову 
будову (додання ланцюгів та ін.), одержимо групу ^-вимірних 
ланцюгів Cqy твірними якої є клітини відповідних вимірностей. 
Означимо через Kq сукупність усіх клітин, вимірність яких 
не перебільшує q. Фактор-простір K*—l/K*—2 =  V Sf-1

і
(V S ? '1 — букет (q — 1)-вимірних сфер), оскільки при

і
стягуванні кулі вимірності q — 2 в точку одержується 
сфера вимірності q — 2.

Ланцюжок відображень S?"”1 -> Kq~x KQ~xIKq~~2 =  
=  V S?” 1 {р — відображення факторизації) задає неперервне

і

відображення S/~ l в кожну сферу букета. Тим самим 
визначене неперервне відображення

ft, : S}-' -> S r ' .
Виз н а ч е нн я .  Степінь відображення fq називається 

коефіцієнтом інцидентності клітини е) відносно клітини 
4 -1 (позначається через [є):

Коефіцієнт інцидентності показує, скільки разів (з ура­
хуванням кратності) границя клітини е) «накриває» клітину
е У 1.

Ви з н а ч е н н я .  Границею q-вимірної клітини ef нази­
вається

де)^%[е)-еГ1]еГУ.
Т в е р д ж е н н я :  дде) — 0.
Тепер можна розглянути ланцюжок відображень

Группа циклів Zq =  { с є  Сц \dc — 0}, тобто Zq — ядро від­
ображення д\ Cq-+ Cq_I.

Група границь — Bq — (c є  Cq ]3с є  Cq+1 : де =  с}, тобто 
Вц — образ відображення д : Cq+i -> Сд. Із рівності дде) — 0 
випливає, що Bq cr Zq+u



В и з н а ч е н н я .  Групою клітинних гомологій клітин­
ного комплексу X відносно абелевої групи G називається 
група

HQ(X. G) =  Zq (X, G)!Bq{X, G).

У гомеоморфних (навіть гомотопічно еквівалентних) 
клітинних комплексів групи гомологій співпадають [21].

Приклади. Нехай G =  Z.
1. Обчислимо групи гомологій S'!, п~> 1. Клітинне 

розбиття S" =  е° U є". Звідси С0 =  Z; Сх =  0, . . .  ; С„_і =  0,
Сп — Z. За визначенням покладемо де0 =  0. Тому всі нуль- 
вимірні ланцюги є цикли, тобто Z0 — С0 =  Z. З іншого 
боку, одповимірних ланцюгів немає, отже Ва — 0. Тому 
H0(Sn, Z) =  Z. Аналогічно Hn (Sn, Z) =  Z. У проміжних 
вимірностях групи гомологій нульові:

Hk( S \  Z) =  0, fe=  1.......... п —  1.

2. Обчислимо цілочисельні групи гомологій кола S1. 
Клітинне розбиття 3 і =  е° U е1. Границя де1 =  —е° -[- е° =  0, 
оскільки точка, з якої виходить є1, береться зі знаком «—», 
а точка, в яку входить е1, — зі знаком «—». Усі подальші 
міркування ті ж, що і для випадку п >  1. Одержуємо 
H 0 (S l , Z) =  Z; H1 (S1, Z) =  Z.

Задача. Обчислити цілочисельні групи гомологій RP-, 
RP".

3. Обчислимо H 2(S(p), Z); 11 л (S(р), Z). Клітин­
не розбиття S(p) =  e°(Jef|j . . .  U е2Р U £2- Двовимірна 
клітина єдина, тому С2 =  Z. Оскільки немає тривимірних 
клітин, то В2 =  0. Оскільки будь-яка одновимірпа клітина 
входить у границю е2 один раз "зі знаком «+», а другий — 
зі знаком «—», то де2 — 0. Звідси Z2 =  С2 =  Z. Таким 
чином, Я 2(.$(/5), Z) — Z.

Група C j = Z 0  . . .  0 Z ,  тому що кількість одновнмір-
— _̂___ -

- 2 р
них ланцюгів дорівнює 2р. Границя будь-якої одновимїрної 
клітини дорівнює нулю, через те що кіпці одновимірної 
клітини входять в одну і ту ж нульвимірну клітину. Отже, V- 
всі ланцюги є циклами, тобто Zt =  Cv  Границя будь-якого 
двовимірного ланцюга дорівнює нулю, тому Вх — 0. Отже,

ffAS(p), z) =  z e  . . . © z .
------

2Р
Задачі. 1. Обчислити H0(S(p)9 Z).



2. Обчислити пїлочисельи? групи гомологій сфери з q
листками Мебіуеа.

Теорема 34. Сфери різних вимірностей не гомео­
морф ні між собою.

Д о в е д е н н я .  Припустимо, що є гомеоморфізмом /: 
Sn—>Sm, п Ф т . Він індукує ізоморфізм /*: Z)
-v //. (Sm, Z). Але вите показано, що групи гомологій 
сфер різних вимірностей не ізоморфні.

Теорема 35. Евклідові простори різних вимірностей 
не гомеоморфні.

Д о в е д е н  н я. Добавивши до евклідового простору 
одну точку, одержуємо сферу тієї ж вимірності. Якби 
евклідові простори різних вимірностей були гомеоморфні, 
то були б гомеоморфні і сфери різних вимірностей, ЩО 
суперечить теоремі 34.

5.4. Ейлерова характеристика

Групи гомологій є абелеві групи зі скінченною кіль­
кістю твірних. Відомо, що абелева група зі скінченною 
кількістю твірпух розкладається в пряму суму таким 
чином: Z ф  Z 0  . . .  ф  Z ©  5] Zp . Кількість складових Z
називається рангом абелевої групи і позначається через 
rang (G).

Нехай р£ =  rang Н{(Х> Z).
Приклади. 1. Для сфери Sn ранги р0 •-= 1, /?л =  0, . . .  

• • • і Рп—1 == рп — 1.
2. Для сфери з р ручками р;і =  1; р1 = 2р\ р2 =  1.
3. Для сфери з q листками Мебіуеа р0 — 1; р х = q — 1; 

Р* =  0.
Оскільки групи гомологій — це топологічні інваріанти, 

то їх ранги — також топологічні інваріанти.
Будемо розглядати клітинний комплекс зі скінченною 

кількістю клітин.
В и з н а ч е н н я .  Ейлеровою характеристикою клітин­

ного комплексу називається число

Х =  £  (-1)"гапg H t {X, Z).г=0
Теорема 36. Ейлерова характеристика скінченного 

клітинного комплексу у =  (—1У Г(9 де Г{— кількість 
клітин вимірності і.

Приклади. 1. y(Sn) = l  +  (—1)я. Для париовимірних 
сфер у == 2, для непарновимірних сфер у =  0.



2. X (S (p)) =  2 — 2p.
3. %(S(p)) =  2 — q.
Раніше показано, що сфера з р ручками е клітинним 

комплексом, в якому є одна двовимірна клітина, 2 р одно- 
вимірних і одна нульвимірна. Тому ейлерова характери­
стика сфери з р ручками х =  2—2р.

Подібним чином сфера з q листками Мебіуса е клі­
тинним комплексом з однією нульвимірною клітиною. 
Тому ейлерова характеристика сфери з q листками 
Мебіуса х = 2—q.

Якщо еклерові характеристики різні, то клітинні комп­
лекси не можуть бути гомеоморфними. Отже, сфери з різ­
ною кількістю ручок не гомеоморфні між собою і сфери 
з різною кількістю листків Мебіуса не гомеоморфні між 
собою. Орієнтовність— також топологічний інваріант. 
Таким чином, топологічний тип компактного двовимірного 
многовнду повністю визначається орієитовністю та ейле- 
р ово ю хар а ктёр і їстико ю.

Теорема 37 (Ейлера). Д ля замкненого опуклого ба­
гатогранника

г 0- г х + гшшшг
Д о в е д е н н я .  Будемо послідовно змінювати роз­

биття сфери, що відповідає даному багатограннику, ви­
ключаючи деякі ребра та вершини і слідкуючи при цьому 
за зміною чисел Г

У перший момент Г0— кількість нульвиміриих клітин, 
Г і — одновимірних і Г2 — двовимірних клітин. Далі буде­
мо чинити так. Кожний раз будемо брати яке-небудь реб­
ро і починати будувати просту ламану, додаючи нього 
по черзі ще не виключені ребра. Якщо в певний момент 
уже не можна додати до ламаної ребро, то знайдено таку 
вершину, що всі ребра, які виходять із неї, крім одного, 
уже виключені. Тоді виключимо цю вершину і це ребро. 
При цьому відповідна двовимірна клітина зміниться 
(рис. 5.14), але загальна кількість двовимірних клітин 

лишиться попередньою.

2BS



*
Якщо позначити через Г £ кількість f-вимірних клітин 

«в кінцевому розбитті, то можна записати:
г  =  Г   і • Г  —  Г   і • Г1 0 —  /  0 1 » і  1 —  1 1 м  1 2

Легко побачити, що Г'0 — Гх +  Лг2 =  Г0 — +  Г2.
Якщо не можна побудувати просту замкнену ламану, 

то після виключення будь-якого з ребер, що входять в 
неї, двовимірні клітини, які розділялися ними, «зіллють­
ся» в одну (рис. 5.15). Тоді одержимо:

г* — Г1 — Л  — 1 у Г2 — Г2 1.

Як і раніше,
Г 0- Г х + Г %ш*Г0- Г г +  Г 2-

Повторивши цю операцію, врешті-решт прийдемо до 
нулькутника, у якого Г0 =  І; Г г =  0; Г2 =  1 І, таким 
чином, Г0 — Гг — Г2 =  2. Оскільки значення виразу Г0 — 
— Гг +  Г2 при переході від вихідного клітинного розбиття 
до нулькутника ніде не змінювалось, то і для вихідного 
багатогранника має місце рівність Г0 — Гг +  Г2 =  2.

Сформулюємо теорему Гаусса — Бонне для компакт­
них двовимірних ріманових многовидів. Нехай Мп — 
диференційовний многовид, у кожній карті якого задана 
позитивно визначена квадратична форма. В карті U з ко­
ординатами (и \  ..., ип) вона має вигляд

ds2 =  gij (U) du1 du',

а в карті V з координатами (и1, . . .  , ц'1) —
ds* =  g ij(V)dvc dvf, і у / = 1 ,  , я.

Якщо в області {/ П У при переході від координат 
. . ,  , vn до координат н1, . . .  , ип коефіцієнти квадратичної 

форми змінюються за законом
■V du* du^ і з і, і і о м
gki -  ёч 7> Ч U  ( * * 1 *  *л Ш  і  th



то многовид Мп називається рімановим многовидом. Зокрема^ 
регулярна двовимірна поверхня F в Я8 є двовимірний 
рімановим многовидом. Площина Лобачевського з метрикою
ds2 =  -— — також є двовимірним рімановим многовидом.

Для компактних двовимірних ріманових МНОГОВИД1В: 
має місце така теорема.

Теорема 38 (Гаусса — Бонне):

де К — гауссова кривина многовид у F; do — елемент його 
площі.

Д о в е д е н н я .  Нехай F — компактна поверхня. Тріан­
гуляцією поверхні F назвемо скінченний набір областей 
{UrfiLi (граней) на поверхні такий, іцо: 1) кожна область, 
U{ гомеоморфна відкритому кругу, кожна границя діїt
гомеоморфиа колу; [} Ui — F\ 2) на кожній границі ді!і

позначені три точки (вершини), що розбивають її на три, 
замкнені дуги (ребра); 3) =  0  при іФ  /, d lJ ^ d U j
при і Ф  / — або порожня множина, або вершина (на кожній 
із границь), або ребро (на кожній із границь).

Тріангулюємо компактний (спочатку орієнтовний) 
двовимірний ріманів многовид. Області тріангуляції Uk 
виберемо настільки маленькими, щоб в них можна було 
задати півгеодезичну систему координат, а криві уь, які 
обмежують ці області, були кусково-регулярними (див. 
підрозд. 2.11). Застосуємо до кожної із областей Uh фор­
мулу Гаусса— Бонне. Одержимо

де К& — геодезична кривина кривої yk\ а*— кути при вер­
шинах yk.

Підсумуємо ці рівності по k . Тоді в правій частині 
одержимо:

де /  2 — кількість областей Uk.
У лівій частині рівності перші доданки при підсумову­

ванні знищаться, оскільки сторона багатокутника Uk є сто­
роною іншого багатокутника з протилежною за знаком

F

п _

] /С,, ds +  Y i (п — аЬ =  2л — j  J  Kda,
v* ‘ ин

F



геодезичною кривиною. При підсумовуванні кутів а* по І 
та /г одержимо суму всіх кутів всіх областей. Оскільки 
сума кутів при одній вершині дорівнює 2л, то сума всіх 
кутів се* дорівнює 2;t Г0, де Г0 — кількість вершин тріан­
гуляції.

Доданок 'п при підсумовуванні повторюється стільки 
разіз, скільки ребер Г\ у тріангуляції, причому цей до­
данок подвоєний, оскільки кожна сторона належить двом 
областям розбиття.

Як підсумок одержимо

2лГг — 2лГ0 =  2 л Г 2 — ] j  Kdo.
F

Звідси
J £ Kda =  2п (Г0 — Гг +  Гй) =  2лх,

F

де X — ейлерова характеристика / \
У випадку розгляду неорієнтовного компактного двови­

мірного ріманового миоговиду F перейдемо до двократного 
покриття F, яке є компактним орієнтовним рімановим мно- 
говидом. Ейлерові характеристики F та F зв’язані співвід­
ношенням i (F)  =  у Х (?). Звідси одержимо доказ теореми 
Гаусса — Бонне для неорієнтовного випадку.
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	1.8. Криволінійні координати в «-вимірному просторі

		а/£ 0ф/

	к ди1 dv>‘


	+

	+ о (VV)2 + ... + («"і2).

	(У =» Р sin ф,

	(Р > 0;

	\и2 = /,( *, г/).



	R.A"'х

	= 1.

	= (flu, , Ru„).

	*+ і’1—?’•'

	х = Vj\ у = И» — €LS

	[Р-кхґу, ф) = 0;





	1

	\у^Кг.

	якщизбна існує.

	|OS|-£\


	у— у («\ и2);

	рх< (*J. К< *3) (*'—*•) = о-


	= 0,

	R = О,

	+ ' «* К ««) (“* - и*) + О (VV - uff + (и2 - uff).



	\


	F1

	Ги, хги,
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